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AVANT-PROPOS 


Le deuxième volume du Cours de physique générale est, tout 
comme le premier volume, le développement d'un cours de conféren- 
ces lu par l’auteur pendant de nombreuses années aux étudiants de 
l'Institut de physique technique de Moscou. Aussi tout ce que nous 
avons dit dans l'avant-propos du premier volume concerne égale- 
ment le présent volume. Notons que la gamme des questions traitées 
est ici plus étendue que dans le cours oral normalement dispensé 
aux étudiants; l'exposé reste cependant parfaitement accessible aux 
étudiants de la première année d'écoles supérieures et s’adresse 
aussi à tous ceux qui désirent s'initier à la physique, ainsi qu'aux 
enseignants du secondaire. Nous n’y avons pas inclus plusieurs 
questions de physique moléculaire, notamment celles concernant la 
physique du solide, car les étudiants ne pourraient les assimiler à 
cette première étape de l’enseignement. Ces questions seront traitées 
plus tard. 

Ce cours ne prétend nullement à être exhaustif, car l’enseigne- 
ment de la Physique doit tendre surtout à inculquer aux étudiants 
l'aptitude à poser et à résoudre les problèmes de physique. C'est 
pour cela que chaque question abordée est traitée en détail afin de 
bien mettre en évidence tous ses aspects. 

Nous tenons à adresser nos remerciements aux académiciens 
V. L. Ginsburg et M. A. Léontovitch, ainsi qu'aux professeurs 
E, I. Rachba, Ÿ. I. Chimanski et I. F. Yakovlev, qui se sont donné 
la peine de se pencher sur notre travail et nous ont fait des remarques 
pertinentes, ce qui a contribué grandement à améliorer cet ouvrage. 


D. Sivoukhine 


INTRODUCTION 


1. La thermodynamique et la physique moléculaire, qui font l’objet 
du présent volume, étudient les transformations macroscopiques dans 
les corps, donc des phénomènes qui sont déterminés{par d'énormes 
quantités d'atomes et de molécules qui y sont contenus. S'attachant 
à l'étude du même ensemble de phénomènes, la thermodynamique 
et la physique moléculaire utilisent des approches différentes. 

La thermodynamique, qui est une théorie générale de la chaleur, 
est une science axiomatique. Elle ne fait appel à aucune hypothèse 
particulière et n'introduit aucune conception concrète sur la structu- 
re de la matière et sur la nature physique de la chaleur. Ses déductions 
reposent sur des principes généraux qui sont des généralisations des 
données expérimentales. Elle considère la chaleur comme une sorte 
de mouvement intérieur, mais ne s'attache pas à en préciser la 
nature. 

La physique moléculaire se fonde, elle, sur les conceptions de la 
structure afomique et moléculaire de la matière et identifie la chaleur 
à un mouvement désordonné des atomes et des molécules. Dans un 
sens large la physique moléculaire étudie non seu)ement les phénomè- 
nes macroscopiques, mais encore les propriétés et la structure des 
atomes et des molécules, que nous ne cousidérerons cependant pas 
dans ce volume, reportant cette étude au volume consacré à la phy- 
sique atomique. On désigne souvent la physique moléculaire sous le 
nom de fhéorie cinétique et moléculaire de la structure de la matière. 

Au XIXe siècle, lorsque l'existence des atomes et des molécules 
paraissait encore douteuse, les méthodes de la théorie cinétique et 
moléculaire étaient peu appréciées par les physiciens qui se méfiaient 
des théories bâties sur des hypothèses. Dans ces conditions une 
distinction nette entre la thermodynamique et la théorie cinétique 
et moléculaire était parfaitement justifiée, car il fallait faire la 
distinction entre les faits expérimentaux confirmés et les hypothèses, 
aussi vraisemblables fussent-elles. Le vingtième siècle apporta des 
preuves irréfutables de la réalité des atomes et des molécules et la 
théorie cinétique et moléculaire perdit son caractère essentiellement 
hypothétique. Ce qui subsiste d’hypothétique, c'est que cette théorie 
fait appel à des modèles idéalisés des molécules qui ne reflètent 
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qu'une partie des propriétés des corps réels. On utilise ces modèles 
soit parce qu'on ne connaît qu’imparfaitement la structure molécu- 
laire des corps, soit pour simplifier les phénomènes réels afin de 
rendre possible leur étude théorique. Il n’est donc plus nécessaire de 
différencier aussi profondément la thermodynamique et la théorie 
cinétique qu’on le faisait jadis. 

La thermodynamique est une des plus importantes branches 
de la Physique. Les conclusions auxquelles elle aboutit sont aussi 
certaines que les axiomes sur lesquels elle se fonde, aussi les utilise- 
t-on dans toutes les branches de la physique macroscopique : hydro- 
dynamique, théorie de l’élasticité, aérodynamique, électricité, ma- 
gnétisme, optique, etc. La chimie physique et la physique chimique 
s'occupent dans ure large mesure, elles, des applications de la ther- 
modynamique aux phénomènes chimiques. 

2. La thermodynamique se constitua au début du XIX® siècle 
en tant que base théorique de la thermotechnique qui commençait 
alors à se développer. Elle s’assignait pour but d'établir les lois 
régissant. la conversion de la chaleur en travail mécanique dans Îles 
moteurs thermiques et d'étudier les conditions de l'efficacité maxi- 
male de cette conversion. C'est la tâche que se fixa Sadi Carnot 
(1796-1832), ingénieur et physicien français, en faisant paraître 
en 1824 une brochure intitulée « Réflexions sur la puissance motrice 
du feu et les machines propres à développer cette puissance », où il 
exposa pour la première fois les fondements de la thermodynamique; 
on y retrouve cependant les anciennes idées erronées sur la nature 
de la chaleur, que l’on assimilait à l’époque à une substance subtile 
et impondérable ne pouvant être ni créée ni détruite. Par la suite la 
thermodynamique dépassa largement le cadre de ce problème techni- 
que et son objet principal devint l’étude des phénomènes physiques. 
La thermodynamique physique moderne a pour principal objet l'étude 
des lois de la forme thermique du mouvement de la matière et celle des 
phénomènes physiques qui y sont liés. Les questions de ses applica- 
tions à l’étude des machines thermiques, des machines frigorifiques 
et des autres questions techniques constituent maintenant une dis- 
cipline spéciale dénommée thermodynamique technique ou appliquée. 
Ces questions spéciales ne seront abordées dans notre cours qu'à 
des fins d'illustration des lois générales. 

3. La forme thermique du mouvement de la matière consiste 
en une agitation désordonnée des atomes et des molécules constituant 
les corps macroscopiques. La spécificité de ce mouvement tient au 
nombre colossal des atomes et des molécules contenus dans tout 
corps macroscopique. Ainsi un centimètre cube d'air pris dans les 
conditions normales de température et de pression contient 2,7-101: 
molécules environ. L’agitation thermique conduit chaque molécule 
à rebondir sans cesse sur les autres molécules et sur les paroisde 
l'enceinte où elles sont enfermées. Les collisions entre mafécülés 
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donnent lieu à des variations importantes de leurs vitesses, tant en 
grandeur qu'en direction. C’est ainsi que s’instaure un mouvement 
parfaitement désordonné, caractérisé par ce que toutes les direc- 
tions des vitesses des molécules sont également probables et que les 
modules des vitesses varient depuis des valeurs très petites à des 
valeurs très grandes. 

Pour donner un premier aperçu du caractère du mouvement des 
molécules d’un gaz, il est utile de l’illustrer par certains résultats 
auxquels aboutit la théorie cinétique des gaz. 

La vitesse moyenne de l'agitation thermique des molécules 
gazeuses est très grande. Pour les molécules d'air elle atteint 500 m/s 
à la température ordinaire et augmente encore avec la température. 
La fréquence des chocs entre molécules est très grande elle aussi, par 
exemple, dans l'air, à la pression normale, les molécules n'arrivent 
en moyenne à parcourir, entre deux chocs successifs, qu’une distance 
de 10-5 cm environ. Connaissant la vitesse moyenne des molécules 
d'air, on trouve aussitôt qu’à température et densité normales, une 
molécule d'air subit jusqu’à 5000 millions de chocs par seconde; 
le nombre de chocs augmente encore avec la température et la densité 
du gaz. Dans les liquides la fréquence des collisions entre molécules 
est encore plus grande, car elles s’y trouvent beaucoup plus rappro- 
chées les unes des autres que les molécules d’un gaz. En plus des 
mouvements de translation, elles y effectuent des rotations désordon- 
nées et subissent les effets des oscillations internes des atomes qui 
les constituent. Le résultat en est que dans les corps gazeux, liquides 
et solides, l’ensemble d'énormes quantités de molécules s'y trouve 
dans un état chaotique. Telle est la nature de la chaleur selon la 
théorie cinétique de la structure de la matière. 

On ne peut parler de la forme thermique de mouvement que si le 
système physique considéré est macroscopique. Il est dénué de sens 
de s’y référer lorsque le système ne comporte qu’un seul ou plusieurs 
atomes. 

4. La thermodynamique ne considère que des corps se trouvant 
dans des étais d'équilibre thermodynamique et des processus évoluant 
si lentement qu'on puisse y discerner une succession d’états corres- 
pondant pratiquement à l'équilibre *.) (La notion d'équilibre thermo- 
dynamique est définie au $ 1.) Elle étudie les lois générales du passage 
des systèmes à des états d'équilibre thermodynamique. La théorie 
moléculaire et cinétique a des objectifs notablement plus larges. 
Elle étudie non seulement les corps se trouvant à l'état d'équilibre 
thermodynamique, mais aussi les processus qui évoluent dans les 
corps à des vitesses finies. La partie de cette théorie qui s'occupe des 


*) Au début des années trente du XX£ siècle, commença à se développer 
une fhermodynamique des processus hors d'équilibre. Nous n'aborderons pas cette 
question spéciale dans notre cours. 
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propriétés des substances à l’état d'équilibre porte le nom de fhermo- 
dynamique ou de mécanique statistique. L'autre partie consacrée à 
l'étude des processus évoluant dans les corps à des vitesses finies est 
désignée sous le nom de cinétique physique. La thermodynamique 
axiomatique est parfois appelée thermodynamique phénoménologique 
ou formelle. Ce qui fait la force de la thermodynamique, c’est que ses. 
résultats présentent une très grande généralité, car elle se passe 
généralement de tout modèle simplifié. La théorie cinétique se fonde, 
elle, sur des modèles simplifiés, ce qui lui permet de traiter ne serait- 
ce qu'en principe les questions qui échappent à la thermodynamique 
axiomatique, par exemple l'établissement des équations d'états 
thermique et calorique des substances. Ces équations sont néces- 
saires pour concrétiser les conclusions générales de la thermodynami- 
que qui emprunte ces équations à l'expérience. Notons d’ailleurs que 
les études expérimentales effectuées pour trancher certaines questions. 
de physique moléculaire ont montré que les principes de la thermody- 
namique axiomatique n'étaient pas aussi strictement immuables et 
universels que se l'imaginaient ses fondateurs. Comme pour la plu- 
part des autres lois de la Physique, le domaine de validité des lois. 
de la thermodynamique est limité. Aïnsi la thermodynamique axio- 
matique n’aborde pas la question des ruptures spontanées de l'équi- 
libre thermodynamique, que l’on désigne sous le nom de fluctuations 
et qui se manifestent d'autant plus nettement que le système est 
petit. La thermodynamique statistique est à même de traiter cette 
question, ce qui fixe les limites de validité de la thermodynamique: 
formelle. 

5. Nous aborderons l'étude de la physique ‘moléculaire n'ayant. 
pour tout bagage que la mécanique classique, ce qui présente des 
difficultés d’ordre scientifique et pédagogique, car la physique molé- 
culaire devrait se fonder sur les lois régissant le comportement des 
atomes et des molécules. Or ce sont des lois de la mécanique quantique 
que nous n’étudierons que plus tard. Un exposé rigoureux et complet 
de la physique moléculaire moderne est impossible tant qu’on ne 
connaît pas ces lois. Et cependant nous commençons l'exposé de la 
physique moléculaire aussitôt après l’étude de la mécanique classi- 
que, et ce pour les raisons suivantes. De nombreux phénomènes. 
macroscopiques sont déterminés bien moins par les détails de la 
structure atomique et par les lois qui les régissent que par l’immensité 
du nombre d'atomes contenus dans les systèmes macroscopiques. 
Il n’est donc pas indispensable d'avoir recours à la mécanique quanti- 
que pour étudier ces phénomènes. Il est vrai qu’en procédant ainsi. 
on ne peut embrasser la totalité des faits expérimentaux, car il arrive 
toujours un momer t où la nature quantique des atomes et des molécu- 
les commence à se manifester. C’est ce qui arrive dans l'étude de la. 
capacité calorifique des corps ou dans l'étude des phénomènes évo- 
luant aux températures proches du zéro absolu. Or dans ces cas on. 
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arrive à saisir l'essentiel des phénomènes en donnant quelques notions 
préalables de physique quantique. Pour des raisons pédagogiques un 
exposé de la mécanique quantique faisant directement suite à l’étu- 
de de la mécanique classique est peu recommandé. L'étudiant doit 
apprendre à connaître d’abord de nombreux faits expérimentaux 
dont l'étude fait apparaître les insuffisances des conceptions classi- 
ques et la nécessité d'introduire les conceptions quantiques. 

6. Avant d'exposer la thermodynamique phénoménologique il 
<onvient de faire la remarque suivante. Les physiciens du XVIIIe 
siècle et des premières décennies du XIX® siècle considéraient la 
Chaleur comme une substance impondérable et indestructible qui 
serait contenue dans les corps. Cette substance hypothétique était 
désignée sous le nom de phlogistique. L'échauffement des corps s’ex- 
pliquait par une augmentation et le refroidissement par une diminu- 
tion de la teneur de cette substance. Cette théorie est absolument 
périmée. Elle ne fournit aucune explication à un phénomène aussi 
simple que l’échauffement par frottement, aussi est-il inutile d’en 
tenir compte. Nous n’en parlons que parce que la terminologie utilisée 
dans la science moderne s’est constituée dans le cadre de la théorie 
du phlogistique dont la notion essentielle était la quantité de chaleur 
qu'il était par suite inutile de définir. Nous continuons malheureuse- 
ment à utiliser ce terme, bien qu’il fasse naître dans l'esprit des 
idées incorrectes sur la nature physique de la chaleur. Mais qu’y 
faire puisque la terminologie est toujours plus vivace que les con- 
ceptions physiques qui se succèdent. Bien souvent les physiciens se 
trouvent obligés d'utiliser une terminologie peu rationnelle qui 
n’est imposée que par l’histoire. L’inconvénient n’est pas grand, 
à condition qu’on assigne à chaque terme la signification exacte qui 
découle de sa définition exacte sans lui associer des conceptions 
étrangères à cette définition. En théorie de la chaleur il serait bien 
«<angereux de considérer la notion de quantité de chaleur comme une 
notion de base ne nécessitant aucune définition. On ne doit utiliser 
le terme « quantité de chaleur » qu'après lui avoir assigné une défi- 
nition précise et claire, ne faisant aucune référence au phlogistique. 
Il en est de même avec les termes capacité thermique, chaleur latente, 
ætc., que la science moderne hérita de la théorie du phlogistique. 
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LA TEMPÉRATURE 


$ 1. Température 
et équilibre thermodynamique 


1. On introduit la notion de fempérature pour caractériser les 
différents degrés d'échauffement des corps. Tout comme la notion de 
force, la notion de température s’est imposée à la science par le 
témoignage de nos sens. Nos sens permettent de faire la différence 
qualitative entre les degrés d’échauffement d'un corps en les quali- 
fiant : fiède, froid, chaud, etc. Mais pour les besoins scientifiques, le 
degréid’échauffement déterminé par la perception de nos sens ne 
convient pas, car les perceptions physiologiques sont subjectives. 
Selon l’état de la main, un seul et même corps peut paraître au toucher 
ou tiède ou froid. Si on plonge une main dans de l’eau chaude et 
l’autre dans de l’eau froide, et qu'après les y avoir maintenues pen- 
dant quelque temps, on les plonge dans de l’eau à température 
ordinaire, la première aura une sensation de froid et l’autre une sen- 
sation de chaleur. Tout le monde connaît la sensation de froid que 
l’on éprouve lorsqu'on s'’immerge progressivement dans de l'eau 
froide et la sensation de bien-être qui succède lorsque le corps tout 
entier s'est refroidi. Le témoignage de nos sens dépend fortement 
de la conductibilité thermique du corps; ainsi au toucher les corps 
métalliques se trouvant dans une pièce paraissent plus froids que les 
objets en bois. Mais si on les échauffe à une température supérieure 
à la température du corps, c'est l'inverse qui semble vrai. L’estima- 
tion de la température au toucher n’est utilisable que dans une gam- 
me étroite de températures, elle ne vaut rien pour les températures 
basses et élevées. On ne peut déterminer ainsi la température du fer 
fondu ou de l’air liquide. 

2. Pour pouvoir effectuer des mesures quantitatives de la tempé- 
rature et établir une échelle des températures, on doit les baser sur 
des phénomènes physiques objectifs et sur des faits expérimentaux 
ne comportant aucun élément subjectif. On arrive à la notion de 
température en se plaçant à des points de vue différents. Dans la 
théorie phénoménologique de la chaleur, on introduit la température 
à partir de la notion d'équilibre thermique. La notion d'équilibre 
thermodynamique est plus générale. Cependant ces notions sont 
logiquement peu consistantes, car elles résultent de l'étude de cas 
particuliers et d’une généralisation des résultats. 
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2 LA TEMPÉRATURE (CH. 
Prenons deux corps dont les températures estimées au moyen de 
nos sens sont très différentes (par exemple un métal porté au rouge 
et de l’eau froide), et mettons-les au contact l’un de l’autre. L’expé- 
rience montre que le corps le plus froid s'échauffe et le corps le plus 
chaud se refroidit jusqu'à ce que cesse tout changement macrosco- 
pique dans ce système. (Nous supposons que les corps mis en contact 
ne réagissent pas chimiquement entre eux.) On dira alors, usant de la 
therminologie empruntée à la mécanique, que les deux corps se 
trouvent en équilibre thermodynamique et qu'ils possèdent la même 
température. L'expérience montre que l'équilibre thermodynamique 
s'instaure en fin de compte quel que soit le nombre de corps mis en 
contact les uns avec les autres. Si les corps mis en contact réagissent 
entre eux, les réactions chimiques peuvent produire un échauffement. 
ou un refroidissement supplémentaire des corps. Mais une fois que 
les réactions chimiques auront cessé, l'équilibre thermodynamique 
s’instaurera et aucun processus macroscopique ne se manifestera plus. 

3. Ces faits expérimentaux se laissent généraliser. Désignons par 
système fermé ou isolé tout système de corps ne pouvant échanger de 
l'énergie avec les corps environnants. C'est un système idéalisé 
qu’on ne peut parfaitement réaliser dans la pratique. Même lorsqu’à 
proximité des corps se trouvant en contact il n’y a aucun autre corps, 
ils ne constituent pas un système isolé parce qu'ils émettent et 
absorbent continuellement de l'énergie radiante, échangée avec 
des corps se trouvant à grande distance. On peut cependant créer, 
à l’aide d'artifices, des conditions dans lesquelles l'échange d'énergie 
entre le système étudié et tous les autres corps est rendu négligeable. 
On y arrive notamment en enfermant le système dans une enceinte 
solide dépourvue de conductibilité thermique, que l’on appelle 
enceinte adiabatique; cette enceinte est telle que l’état des corps se 
trouvant à son intérieur ne change pas lorsque les corps environnants 
s'échauffent ou se refroidissent (voir $ 13). L'’enceinte adiabatique 
est une abstraction physique irréalisable dans la pratique. Mais 
on peut créer des enceintes dont les propriétés se rapprochent de 
celles d’une enceinte adiabatique. Les enceintes adiabatiques les 
plus parfaites que l’on utilise en science et en technique moderne 
sont les parois des vases Dewar ou des bouteilles thermos. Ce sont des 
bidons métalliques ou en verre, à parois doubles, entre lesquelles 
règne un vide poussé. Ils protègent bien les corps qui y sont placés 
de l'influence thermique des corps extérieurs. C’est en idéalisant 
ces dispositifs qu’on arrive à la limite à la notion d'enceinte adiaba- 
tique idéale. Tout corps enfermé dans une enceinte adiabatique à 
parois solides est parfaitement isolé des actions extérieures, à condi- 
tion que les champs de force extérieurs soient invariables ; ce corps 
constitue alors un système isolé. 

La généralisation dont il a été question plus haut s’énonce comme 
suit: quel que soit l'état initial des corps d'un système isolé, ils’y 
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instaurera en fin de compte un état d'équilibre thermodynamique ex- 
cluant tout processus macroscopique. Cette proposition joue un rôle 
important en thermodynamique qui la considère comme un postulat 
que l'on appelle parfois principe général de la thermodynamique. 

4. Donnons d'autres exemples de l'établissement de l'équilibre 
thermodynamique. Considérons une enceinte solide non conductrice 
de chaleur subdivisée en deux parties par une paroi isolante ; dans 
une partie se trouve un liquide et dans l’autre règne un vide poussé. 
Si nous enlevons rapidement la paroi interne, le liquide se mettra 
à bouillir. A l'intérieur de l'enceinte le liquide et sa vapeur exécute- 
ront des mouvements compliqués qui cesseront au bout d’un certain 
temps, de même que cessera la vaporisation du liquide. En fin de 
compte on n’y trouvera rien que de la vapeur (si la quantité initiale 
de liquide était petite) ou un mélange de liquide et de vapeur satu- 
rée. Dans les deux cas l’état final est thermodynamiquement stable. 
Ce n’est pas l’état de repos absolu où aucun processus ne se produit. 
Du point de vue moléculaire, cet état se caractérise par un échange 
aussi intense que continu de molécules entre le liquide et la vapeur. 
Cela signifie que la vaporisation du liquide et le processus inverse 
de condensation de la vapeur se poursuivent de façon continue. 
Mais à l’état d'équilibre thermodynamique ces deux processus se 
compensent mutuellement en ce sens que le nombre moyen de molécu- 
les qui se vaporisent est égal au nombre moyen de molécules qui se 
condensent. L'équilibre thermodynamique peut donc être défini 
comme un équilibre dynamique caractérisé par une évolution intense 
de processus à l'échelle moléculaire, les processus macroscopiques 
étant terminés. Ce résultat concerne n'importe quel équilibre thermo- 
dynamique et non seulement celui donné en exemple. 

Si on met un morceau de sucre dans un verre d'eau, l’état initial 
du système est thermodynamiquement instable car le sucre commence 
à se dissoudre dans l’eau. Au bout de quelque temps, lorsque le 
processus de dissolution prendra fin, on verra apparaître. un état 
d'équilibre thermodynamique correspondant soit à une solution 
homogène, soit à un système hétérogène constitué par du sucre solide 
et une solution saturée de sucre dans l'eau. Dans ce dernier vas le 
caractère dynamique de l'état d'équilibre se traduit, à l'échelle 
moléculaire, par un processus continu de dissolution, compensé à 
tout instant par le processus inverse de cristallisation du sucre de la 
solution. 

5. Le processus spontané du passage d'un système à l'état d'équi- 
libre thermodynamique porte le nom de relaxation; le temps requis 
pour assurer ce passage est le femps de relaxation. Le temps de relaxa- 
tion est une notion imparfaitement définie. Lorsqu'on le mesure,’ 
on n’attend jamais l'instant où s'établit un équilibre thermodyna- 
mique complet; on se contente généralement de déterminer l'inter- 
valle de temps au bout duquel le système parvient à un état hors 
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d'équilibre, mais que l’on peut assimiler à un état d'équilibre. 
C’est cet intervalle de temps que l’on adopte comme temps de relaxa- 
tion. Ainsi il s’agit toujours de valeurs approchées du temps de 
relaxation. 

6. L'équilibre thermodynamique suppose que les corps qui sont 
mis en contact se trouvent aussi en équilibre mécanique et chimique. 
Cela implique notamment que les pressions dans les corps en présence 
sont les mêmes et qu'ils ne réagissent pas chimiquement entre eux. 
S'il n’en est pas ainsi, on peut séparer les corps par une paroi abso- 
lument rigide, transparente à la chaleur et ne réagissant chimique- 
ment avec aucun des corps du système. Une telle paroi peut être 
constituée par une mince feuille d’un métal chimiquement inerte; 
étant mince, cette paroi n'affecte pas de manière notable l’état 
physique des corps, tout en ne s’opposant pas aux échanges d'énergie 
entre ceux-ci. Il s'ensuit que lorsque des corps sont mis en contact 
par l'intermédiaire d’une paroi rigide transmettant bien la chaleur, 
il s'établira entre ces corps un état d'équilibre caractérisé par la 
cessation de tout échange d'énergie. Il peut se faire qu’en l'absence 
de paroi de séparation, les corps ne soient pas en équilibre mécanique 
et chimique. On dira alors que les corps considérés sont en équilibre 
thermique ou encore qu'ils ont même température. 

Ainsi, par définition, on dira que deux corps sont en équilibre 
thermique ou ont même température si du fait de leur mise en con- 
tact par l'intermédiaire d’une paroi absolument rigide et conductrice 
de chaleur, l'équilibre n’est pas rompu. (On peut se passer de paroi 
si les corps en présence sont en équilibre mécanique et chimique.) 
Si par mise en contact des corps l'équilibre thermique ne se réalise 
pas aussitôt et que pour y arriver il faut disposer d’un certain temps, 
on dit que les corps avaient des températures différentes avant d’a- 
voir été mis en contact. Cette définition débarrasse la notionÏde 
température de tout subjectivisme dont est entachée la notion’de 
température définie par référence à nos sens. Il importe de bien 
remarquer que la température est une des grandeurs dont les valeurs 
ne dépendent que de l'éfat interne des corps. 

Dans tout ce qui suit nous supposerons que si les corps mis en 
contact sont susceptibles de réagir chimiquement, ils sont enfermés 
dans de minces enceintes de grande conductibilité thermique empê- 
chant les réactions chimiques de se produire. 

7. La température est l'une des caractéristiques macroscopiques 
de l’état des corps. La notion de température n’a pas de sens pour 
des systèmes ne comportant qu’un ou plusieurs atomes ou molécules. 
Bien que cette notion ne soit applicable en toute rigueur qu'à des 
systèmes en équilibre thermodynamique, on l'utilise aussi dans les 
cas où l'équilibre thermodynamique n’a pas encore été atteint. On 
peut parler, par exemple, de corps échauffés de façon non uniforme, 
donc de corps dont les différents points se trouvent à des températures 
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différentes. On peut le faire parce que le temps de relaxation diminue 
à mesure que diminuent les dimensions du système. Subdivisons en- 
pensée le système hors d'équilibre en parties macroscopiquement. 
petites. Comme les temps de relaxation de ces parties sont petits, 
chacune d’elles atteindra rapidement l'équilibre thermodynamique ; 
on entend par là que si on enfermait instantanément une de ces petites 
parties dans une enceinte adiabatique solide, son état correspondrait 
pratiquement à l’équilibre et ne se modifierait pas avec le temps. 
C’est pour cela qu’on peut parler de la température de petites régions 
d'un corps. Le corps tout entier ne se trouve pas en équilibre thermo- 
dynamique, car il se produit une égalisation progressive des tempé- 
ratures de ces parties. Il peut exister des états hors d'équilibre tels 
qu’il est impossible de subdiviser le système en petites parties 
qui sont pratiquement en équilibre. À ces états on ne peut appliquer 
la notion de température. 


$ 2. Le thermoscope 
et les repères thermométriques 


1. Pour juger de l'égalité ou de la différence des températures de 
deux corps À et B, il n’est pas nécessaire de les mettre en contact. 
On peut utiliser pour cela un troisième corps C que l’on applique 
successivement contre les corps À et B. Ce procédé présente l'avantage 
de pouvoir comparer les températures des corps À et B susceptibles 
de réagir entre eux chimiquement sans avoir à les placer préalable- 
ment dans des enceintes conductrices. Ce procédé est fondé sur le 
fait expérimental suivant. 

Si un corps C se trouve en équilibre thermique avec les corps 4 
et B, ceux-ci, mis en contact l'un avec l’autre, se trouveront égale- 
ment en équilibre thermique. Autrement dit si la température du 
corps C est égale à celles des corps À et B, ceux-ci ont même tempé- 
rature, égale par définition à la température du corps C. 

Supposons maintenant que les dimensions du corps C sont suffi- 
samment petites pour que, mis en contact avec les corps À et B, 
il ne modifie pas notablement leurs températures, bien que la tempé- 
rature du corps C puisse se modifier considérablement. Ce corps € 
peut servir de « corps d’épreuve » permettant de déceler l'égalité ou 
une différence des températures des corps À et B. Appliquons le 
corps C contre le corps À et attendons que s'établisse entre eux l’é- 
quilibre thermique. Le corps C prendra la température du corps À 
dont la température ne changera pratiquement pas. Appliquons 
ensuite le |cOrps C contre le corps B. Si la température du corps C 
reste la même, on en conclut que les corps À et B ont même tempéra- 
ture ; si la température du corps € change, cela signifie que les tem- 
pératures des corps À et B'sont différentes. 
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Un corps C de petites dimensions, utilisé pour constater l'égalité 
‘ou la différence des températures d’autres corps, porte le nom de 
thermoscope. 11 importe que le corps C soit petit. S'il ne l'était pas, 
il modifierait notablement la température du corps contrôlé. 

2. Pour constater la constance ou la variation de la température 
du thermoscope, on détermine la variation des différentes grandeurs 
caractérisant ses propriétés phy- 
siques. L'expérience montre que 
pratiquement toutes les propriétés 
physiques dépendent de la tempé- 
rature. À l'échauffement la majo- 
rité des corps se dilatent, autre- 
ment dit leurs volumes augmen- 
tent. La résistance électrique des 
métaux augmente avec la tempé- 

Fig. 1 rature, tandis que celle des semi- 

conducteurs diminue lorsque la 

température monte. Si on soude ensemble les extrémités de deux 
fils en métaux différents et qu’on branche à leurs extrémités libres 
un galvanomètre, comme représenté sur la figure 1, ce dernier 


Fig. 2 


ne décèlera aucun courant si tous les points où des métaux 
dissemblables se joignent sont à la même température. Mais 
si on chauffe ou si on refroidit l’une des soudures, le circuit sera 
parcouru par un courant électrique appelé courant thermoélectrique. 
L'ensemble de fils dissemblables soudés ensemble, comme indiqué 
ci-dessus, constitue ce qu’on appelle un couple thermoëélectrique. 

Ces différents effets peuvent être mis à profit pour réaliser un 
thermoscope. A titre d'exemple signalons les thermoscopes à air 
dont deux modèles sont représentés sur la figure 2. Lorsqu'on met la 
boule du thermoscope en contact avec le corps étudié, le volume de 
l'air contenu dans la boule varie. On décèle la variation du volume 
de l’air à l’aide d’un manomètre à liquide ou en observant le dépla- 
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cemeut de la colonne du liquide contenu dans le tube relié à la boule 
du thermoscope. 

3. A l’aide du thermoscope on peut repérer un certain nombre de 
points (ou repères) thermométriques, c'est-à-dire des températures 
invariables et reproductibles. On les utilise pour dresser des échelles 
de température. Indiquons quelques points thermométriques impor- 
tants. 

Si un corps-solide et un corps liquide constitués par une seule et 
même substance sont en contact, une variation de température pro- 
voquera ou la fusion du solide ou la solidification du liquide. On 
suppose que la pression régnant dans le système est constante. L'ex- 
périence montre que ce n’est qu'à une température bien déterminée 
que les deux processus — fusion et solidification — se compensent 
mutuellement. A cette température les masses du solide et du liquide 
restent invariables. On dit alors que le liquide et le solide coexistent 
en équilibre de phase. La température à laquelle les phases solide et 
liquide d'une substance donnée coexistent dans les conditions d’un 
équilibre de phase à la pression atmosphérique normale (101 325 N/m°?) 
est dite point de fusion normal de la substance. 

On introduit des définitions analogues pour les processus d'ébulli- 
tion et de sublimation (la sublimation est une transformation directe 
d'un solide en vapeur, sans passer par l'état liquide). La température 
à laquelle un liquide coexiste en équilibre de phase avec sa vapeur 
à la pression atmosphérique normale est dite point d’ébullition normal 
de la substance considérée. On définit de la même façon le point de 
sublimation normal. Un exemple de substance qui à pression normale, 
au lieu de fondre, passe directement à l’état de vapeur, est le gaz 
carbonique solide (cf. $ 104, 4). 

Enfin l'équilibre de phase peut concerner trois phases d'une seule 
et même substance — les phases solide, liquide et gazeuse. Mais cet 
équilibre n'est possible qu'à une température et à une pression bien 
déterminées. Par exemple, pour l'eau, la pression doit être égale 
à 4,58 mm de mercure. La température à laquelle coexistent en équi- 
libre les trois phases d'une même substance est appelée point triple. 


$ 3. Les échelles de température empiriques 


1. Nous avons décrit ci-dessus un procédé qui ne permet que de 
constater que deux corps ont des températures égales ou différentes, 
mais nous n'avons pas encore donné une définition quantitative 
de la température. Pour cela il faut choisir une échelle de températu- 
re, donc adopter par convention des règles permettant de repérer 
toute température par un nombre. Tant que nous n'avons pas adopté 
une définition quantitative de la température, le choix de ces règles 
de repérage est largement arbitraire, puisqu'il suffit que la correspon- 
dance entre les températures et les nombres soit biunivoque. 
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N'importe quel thermoscope peut servir à établir une échelle de 
température. Un thermoscope gradué d’après une certaine règle 
devient un thermomètre. qui est un instrument servant à la mesure 
des températures. Un thermomètre doit posséder les qualités de 
sensibilité, de précision et de reproductibililé de ses indications. Une 
autre propriété utile des thermomètres est la vitesse d'établissement 
de son équilibre avec le corps dont on mesure la température. 

L'élément essentiel de la plupart des thermomètres est le corps 
thermométrique que l’on met en contact avec Le corps dont on cherche 
à mesurer la température. La grandeur physique utilisée pour repérer 
la température est désignée sous le nom de grandeur thermométrique. 
Dans les thermomètres à liquide, le corps thermométrique est un 
liquide (le mercure, par exemple) qui se trouve dans un réservoir 
femé; la grandeur thermométrique correspondante est le volume 
du liquide. Dans les thermomètres à résistance on utilise comme 
corps thermométrique des fils métalliques ou des semiconducteurs ; 
la grandeur thermométrique est alors la résistance électrique. Dans 
les thermomètres à couple thermoélectrique le corps thermométrique 
est le couple thermoélectrique, la grandeur thermométrique étant: 
la force électromotrice qui apparaît dès qu’il existe une différence 
de température entre les soudures. 

2. Prenons un thermomètre quelconque et désignons par & la 
grandeur thermométrique (volume du liquide, résistance électrique, 
force électromotrice, etc.). Lorsque la température croît, la variation 
de la grandeur a doit être monotone, car autrement la correspondance 
entre les grandeurs a et T ne serait pas biunivoque. Ainsi, par exem- 
ple, on ne doit pas utiliser comme grandeur thermométrique le volume 
d’une masse donnée d'eau, car à l'échauffement le volume passe 
par un minimum à 4 ‘C'environ. Par le sens même de la grandeur a, 
entre celle-ci et la température T il doit exister une relation fonction- 


nelle telle que 
T = f (a). 


On ne peut cependant préciser la forme de la fonction f (a) tant 
qu’on n’a pas choisi une échelle de températures et d’ailleurs le 
choix d’une échelle implique le choix d’une certaine fonction f (a). 
Par convention on prendra pour f (a) une fonction arbitraire monotone 
de la grandeur a. Dans ces conditions avec un seul et même thermo- 
mètre on peut établir une infinité d’échelles de températures se 
distinguant les unes des autres par le choix de la fonction } (a). 
Aucune considération autre que celle de la simplicité ne préside au 
choix de l’une de ces échelles. Le plus simple est de prendre pour 
f (a) une fonction linéaire. homogène, donc poser 


T = Aa. (3.1) 
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Le choix de la constante À étant arbitraire, ce choix définit uni- 
voquement l'unité de température — le degré. Cependant dans la 
pratique on procède différemment : on calcule la valeur de À après 
avoir attribué conventionnellement à un certain repère une tempé- 
rature déterminée, ou bien à deux repères une différence de tempéra- 
ture déterminée. Jusqu'en 1954, l'échelle de températures était 
dressée à partir de deux repères: le point d'ébullition normal de 
l’eau Ta et le point de fusion normal de la glace T;. (Cette dernière 
température correspond à l'équilibre entre la glace pure et l’eau 
liquide saturée d’air.) On posait par convention que la différence de 
température entre ces deux repères Te — Tr était égale à 100°. 
Après cela on calculait la valeur de la constante A4: 


A= Ta —Tt _ 100 (3 2) 
dpt hat ? | 


où da et at sont les valeurs de la grandeur thermométrique a aux 
deux points de repère adoptés. 

Les études expérimentales ont montré que le point triple Ti. 
de l’eau était mieux reproductible que les points normaux de fusion 
de la glace et d’ébullition de l’eau. A la suite d’une convention 
internationale l'échelle de températures est établie à l’aide d’un 
seul point de repère — le point triple de l’eau. Dans l'échelle thermo- 
dynamique absolue ou échelle Kelvin, la température du point triple 
est posée égale à 273,16 degrés. La constante À correspondant à cette 
échelle est donnée par 

__ Tte _ 273,6 (3.3) 

7 tr tr ° 
Le choix de cette valeur de la température du point triple a été dicté 
par le souci de maintenir égal à 100 degrés l'intervalle entre la tem- 
pérature de la glace fondante et la température de la vapeur d’eau 
bouillante, lorsqu'on les mesure à l’aide d’un thermomètre à gaz 
parfait. Ainsi on assurait le passage entre l'échelle de Kelvin et 
l'échelle fondée sur deux points de repère que l’on utilisait anté- 
rieurement. D’après les mesures, les températures correspondant 
aux points normaux de fusion de la glace et d'ébullition de l’eau 
sont égales dans l'échelle Kelvin respectivement à 273,15 et 373,15 
degrés. 

3. Le procédé d'établissement de l'échelle de températures ainsi 
que les valeurs de la température T dépendent de la grandeur a 
choisie pour repérer les températures. La température T indiquée 
par un thermomètre quelconque est dite température empirique et 
l'échelle correspondante est une échelle de températures empirique. 
Par suite, selon le choix de la grandeur thermométrique a, on peut 
établir une infinité d'échelles empiriques. En général ces différentes 
échelles ne coïncideront qu'aux principaux points de repère adoptés 
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{au point triple, si l'échelle se fonde sur un seul point de repère ou 
aux points normaux d’ébullition de l’eau et de fusion de la glace si 
l'échelle se fonde sur deux points de repère). En tous les autres points 
les échelles empiriques ne coïncident généralement pas. Autrement 
dit différents thermomètres (thermomètres à mercure, à alcool, 
thermomètres à résistance avec un fil de cuivre et de fer) indiqueront 
pour un seul et même corps des températures différentes. Pour obvier 
à cet état de choses on pourrait convenir du choix de l’un des thermo- 
mètres comme appareil de référence et l'utiliser pour graduer tous 
les autres thermomètres. Il s’agit de décider lequel des thermomètres 
il faut choisir pour référence. 


$ 4. L’échelle de températures de gaz parfait 


1. On peut trouver une solution préalable de ce problème en 
utilisant le fait qu'aux faibles pressions les gaz se comportent comme 
des gaz parfaits et vérifient à un haut degré de précision la loi de 
Boyle-Mariotte: le produit du volume V d'une masse donnée du gaz 
par sa pression P ne dépend que de la température. On peut donc adop- 
ter ce produit pour grandeur thermométrique a et le gaz pour corps 
thermométrique. On définit ainsi l'échelle de températures de gaz 
parfait. La température du gaz parfait est celle que l’on repère à 
l'aide d’un thermomètre à gaz sous faible pression. Nous noterons 
par la lettre majuscule T les températures dans l'échelle de tempéra- 
tures de gaz parfait. La formule (3.1) s'écrit alors 


PV = CT, (4.1) 


où C est une constante dont la valeur ne dépend que de la masse et 
de la nature chimique du gaz utilisé. 

L'expérience montre que par rapport à toutes les autres échelles 
empiriques l'échelle de températures de gaz parfait se distingue 
par ce que la température T définie par la formule (4.1) ne dépend 
que très peu de la nature. chimique du gaz enfermé dans le réservoir 
du thermomètre à gaz. Les indications fournies par différents thermo- 
mètres à gaz utilisés pour mesurer la température d'un corps donné 
ne diffèrent que très peu les unes des autres. Ainsi nous entendrons 
provisoirement par température 7 la grandeur que l’on mesure à 
l’aide d'un thermomètre à gaz parfait; au $ 31 nous donnerons une 
définition plus motivée de la notion de température. 

En pratique on peut réaliser un thermomètre à gaz par deux 
procédés différents. Dans le premier de ces procédés c’est le volume V 
qui est maintenu constant et c'est la pression P mesurée qui sert 
à repérer la température. Dans le second procédé c’est la pression P 
du gaz qui est maintenue-constante et c'est la mesure du volume V 
qui repère la température. Le premier procédé étant plus commode, 
c'est celui que l’on utilise dans la pratique courante. 
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2. Le schéma de la figure 3 indique le principe de conception 
d'un thermomètre à gaz. Pour effectuer une mesure on ramène le 
niveau du mercure contenu dans le tube de gauche au trait de repèr. 
O afin que le volume du gaz enfermé dans le ballon À soit constante 
En réalité le thermomètre à gaz est un appareil compliqué et la 


Fig. 3 


mesure des températures est une procédure délicate nécessitant 
beaucoup d’attention. Sans entrer dans les détails, notons seulement 
que le thermomètre à gaz est un ballon de verre; de quartz ou de 
métal, de volume invariable, rempli d’un gaz réel et relié par un 
tube fin au manomètre. Comme corps thermométrique on utilisait 
l'hydrogène. Actuellement on utilise l’hélium et l'azote (aux hautes 
températures on utilise l'azote à la place de l’hélium parce que ce 
dernier s'échappe aux températures élevées à travers les parois du 
ballon). La pression du gaz est mesurée à l'aide d’un manumètre 
maintenu à température standard. Connaïssant la pression, on calcule 
la température en tenant compte de la variation du volume du ballon, 
des écarts du gaz à la loi des gaz parfaits, etc. 

3. Pour 7 = 0, l’équation (4.1) s'écrit PV — 0. On en conclut 
qu'à cette température P — 0 puisque le volume V ne peut devenir 
nul. On dit aussi que c’est la température la plus basse que l'on puis- 
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se atteindre et on la dénomme zéro absolu de température. Bien que 
cette conclusion soit correcte, elle résulte d’une extrapolation et par 
suito on ne peut déduire de cette proposition une démonstration en 
forme. À mesure que l’on se rapproche du zéro absolu, on constate 
des écarts de plus en plus notables aux lois des gaz parfaits. Tous les 
gaz commencent à se condenser avant d’avoir atteint le zéro absolu. 
Une démonstration rigoureuse de l'existence du zéro absolu de tem- 
pou se fonde sur le ‘deuxième principe de la thermodynamique 
(cf. $ 31). 

La physique classique postulait qu’au zéro absolu tout mouve- 
ment atomique et moléculaire devait cesser. En réalité il n’en est 
rien. L'hypothèse du repos absolu des atomes et des molécules au 
zéro absolu contredit le principe d'indétermination de Heisenberg. 
Au zéro absolu subsiste un mouvement assez intense des particules 
constituant les corps. À ce mouvement correspond une énergie 
minimale qui ne peut être enlevée au corps (à condition que le volu- 
me et les autres paramètres extérieurs caractérisant l’état du corps 
restent constants). Ce mouvement résiduel n’est plus d’origine ther- 
mique. L'énergie qui lui correspond porte le nom d'énergie au point 
zéro. L'existence d'une énergie au point zéro permet d'expliquer un 
grand nombre de phénomènes. Par exemple, l'énergie au point zéro 
de l’hélium liquide est tellement grande (elle est trois fois plus grande 
que la chaleur de vaporisation) qu’un cristal d’hélium soumis à la 
pression de sa vapeur saturée devient instable et fond. La solidifica- 
tion de l’hélium ne se produit que sous pression. Par application 
d’une pression les atomes d’hélium se rapprochent les uns des autres 
et les forces d'attraction moléculaire augmentent suffisamment pour 
que l’hélium se solidifie. 

On peut définir le zéro absolu comme la température à laquelle tout 
mouvement thermique cesse dans les corps et n’y subsiste que le mouve- 
ment des particules déterminé par l'énergie au zéro absolu. Le zéro 
absolu est la température la plus basse, donc la plus froide de toutes 
celles qui sont concevables. La température comptée à partir du 
zéro absolu est dite température absolue. Il n’y a pas longtemps encore 
l'unité de température de l'échelle de gaz parfait s'appelait degré 
Kelvin, en l'honneur du physicien anglais lord Kelvin (1824-1907) 
qui définit l'échelle thermodynamique identique à l'échelle de 
températures de gaz parfait. Pour simplifier, cette unité a été récem- 
ment dénommée kelvin tout court (symbole: K). Cette unité est 
univoquement définie par la condition que la température du point 
triple de l’eau soit égale à 273,16 K. 

4. Nous n’avons pas encore donné de définitions précises de ce 
qu'il faut entendre par « plus chaud » et « plus froid ». On ne peut 
se fonder pour cela sur les sensations physiologiques qui introduisent 
ces notions pour les raisons que nous avons invoquées plus haut. Une 
définition précise se fonde sur le concept d'énergie. On dira d’un 
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corps À qu'il est plus chaud que le corps B, si après avoir été mis 
ces corps en contact thermique, l'énergie s'écoule du corps À au 
corps B ; le corps B est dans ce cas le corps froid. 

5. Etant donné que pour les gaz parfaits aucune des deux gran- 
deurs P et V ne peut être négative, la température absolue 7 définie 
par la relation (4.1) ne peut être que positive ou négative. Le premier 
cas correspond à une valeur positive de la constante C et le second 
à une valeur négative de cette constante. Mais comme il a été con- 
venu de considérer comme positive la température du point triple 
de l’eau, le second cas est exclu. (On aurait pu aussi bien adopter la 
convention inverse et alors toutes les températures absolues auraient 
été négatives.) Ainsi la température absolue définie à l’aide d'un 
thermomètre à gaz parfait ne peut être que positive. Le corps le plus 
chaud présente une plus grande température qu'un corps moins 
chaud. 

6. L'existence du zéro absolu, qui est la température au-dessous 
de laquelle on ne peut refroidir aucun corps, est naturellement indé- 
pendante de toute définition. Le fait que l’on fait correspondre à 
cette température la valeur zéro degré n'est qu’une convention arbi- 
traire. On pourrait aussi bien définir la température de telle sorte 
qu'au zéro absolu correspondrait un nombre de degrés arbitrairement 
prédéterminé. On pourrait désigner par température non pas la 
grandeur Ÿ définie par la relation (4.1), maïs n’importe quelle fonc- 
tion de cette grandeur. Si pour définir la température on avait choisi, 
par exemple, le logarithme de T, la température du zéro absolu 
aurait été indexée par le nombre —-œ et l'échelle thermométrique 
se serait étendue de —o à +00. Il n'y a cependant aucune raison 
d'abandonner la définition traditionnelle. 

7. En Physique on utilise à côté de l'échelle absolue l'échelle de 
Celsius (1701-1744) qui est établie à partir de deux repères thermo- 
métriques : le point d’ébullition de l’eau et le point de fusion de la 
glace sous la pression atmosphérique normale. L’échelle de Celsius 
se distingue de l'échelle absolue par la position du zéro de la gradua- 
tion. En désignant par t la température en degrés Celsius et par 7 
la température absolue en kelvins, on a la relation approchée 


t= T — 927815 °C. (4.2) 


En utilisant (4.2) l'équation (4.1) exprimant la loi de Boyle-Mariotte 
peut s'écrire 


PV = PV ( + at), (4.3) 


où P,et V, sont la pression et le volume du gaz pris à la température 
t = 0 °C et « est un coefficient constant dont la valeur numérique 
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est approximativement égale à 
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On peut attribuer à ce coefficient deux interprétations physiques 
différentes. Si la pression du gaz est maintenue constante, la formu- 
le (4.3) devient V = V, (1 + at), « est alors le coefficient de dilata- 
tion du gaz à pression constante. D'autre part, si on maintient constant 
le volume du gaz, on a P = P, (1 + at) et « représente alors l’ac- 
croissement de pression P — P, du gaz rapporté à l'unité d’accrois- 
sement de la température & — t,, avec t, = 0 °C. La quantité ainsi 
définie est le coefficient thermique de la pression gazeuse. Pour un gaz 
parfait le coefficient de dilatation est égal au coefficient. thermique 
de la pression gazeuse. 

Les formules (4.3) et (4.1) qui établissent une relation linéaire 
entre le produit PV et la température n’expriment aucune loi physi- 
que et ne sont que la conséquence du choix du procédé de construc- 
tion de l'échelle de températures. La loi physique objective se traduit 
par le fait que pour tous les gaz parfaits le coefficient & a la même 
valeur. Cette loi porte le nom de loi de Gay-Lussac (1778-1850). C'est 
l’existence de cette loi qui explique la préférence donnée à l'échelle 
de températures de gaz parfait devant toutes les autres échelles 
empiriques. 

8. L'’échelle de températures de gaz parfait n’est cependant pas 
parfaitement satisfaisante. Il n’existe pas de gaz rigoureusement 
parfait et on observe dans le comportement des gaz réels des écarts 
aux lois de Boyle-Mariotte et de (ray-Lussac, qui sont différents 
suivant les gaz. Par suite les thermomètres à gaz utilisant des gaz 
différents donnent des indications peu différentes, mais ne coïncidant 
pas entièrement. Les divergences entre les indications tendent ce- 
pendant vers zéro à mesure que diminue la pression du gaz. Mais 
cela n’est pas vrai pour toutes les températures. Lorsque la tempéra- 
ture est de un à plusieurs milliers de degrés, les gaz polyatomiques 
commencent à se dissocier en atomes. À plus hautes températures 
encore les atomes s’ionisent, c'est-à-dire se scindent en électrons 
et on ions portant des charges positives. De ce fait, aux températures 
élevées, les gaz même raréfiés ne vérifient plus les lois des gaz par- 
faits. Il en résulte que le thermomètre à gaz ne convient pas pour la 
graduation aux températures élevées. Il ne convient pas non plus 
aux très basses températures, car tous les gaz réels finissent toujours 
par se condenser. La température la plus basse pouvant être mesurée 
à l’aide d’un thermomètre rempli d'hélium à basse pression est 
d'environ 1 K. 

Or une échelle de température rationnelle doit être indépendante 
des propriétés individuelles du corps thermométrique. Elle doit être 
construite de telle manière qu’on puisse, ne serait-ce qu’en principe, 
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mesurer n'importe quelle basse ou haute température. À cette condi- 
tion satisfait l'échelle thermodynamique absolue de température fon- 
dée sur le deuxième principe de la thermodynamique. Cette échelle est 
appelée aussi échelle Kelvin. Kelvin élabora cette échelle dès 1848 
et nous la décrirons au $ 31. | 

L'échelle thermodynamique absolue est la principale échelle 
de température de la Physique. Dans toutes les conditions où le 
thermomètre à gaz est utilisable, l'échelle thermodynamique coïncide 
pratiquement avec l'échelle de températures de gaz parfait. Entre 
4 K et 1338 K (point de solidification de l’or) l'échelle thermodyna- 
mique absolue est réalisée à l’aide du thermomètre à gaz. 


PROBLÈME 


Un thermomètre à gaz de volume constant est rempli d'un gaz non parfait 
dont l'équation d'état est de la forme P + à (V) = œ (V) T, où x (V) et @ (V} 
sont des fonctions arbitraires du volume et 7 est la température dans l'échelle 
thermométriquo de gaz parfait. La graduation de ce thermomètre est réalisée 
à l’aide de deux repères thermométriques. Démontrer que les indications de ce 
thermomètre coïncideront avec celles dr thermomètre identique rempli de gaz 
parfait, à condition que l’on ait adopté pour les graduer les mêmes températures 
pour les deux repères thermométriques. 


$ 5. Types de thermomètres 


1. Parmi les différents thermomètres connus, le plus précis, le 
plus sensible et le plus reproductible est sans conteste le thermomètre 
à gaz où la mesure porte sur la pression du .gaz à volume constant du 
réservoir. L’échelle thermométrique du thermomètre à gaz coïncide 
presque exactement avec l'échelle thermodynamique de Kelvin, ce 
qui est fort avantageux. L’arrangement du thermomètre à gaz et sa 
mise en œuvre sont assez compliqués, car ces thermomètres ont des 
dimensions importantes, sont encombrants et n’arrivent que lente- 
ment à l'état d'équilibre thermique. Pour toutes ces raisons on ne 
les utilise que rarement pour les mesures techniques. En recherches 
physiques ils sont peu utilisés sauf pour certaines mesures aux basses 
températures. Les thermomètres à gaz servent surtout à l’'étalonnage 
des thermomètres d’autres types. Ce sont donc des étalons primaires, 
tandis que les autres thermomètres étalonnés par rapport à ceux-ci 
et utilisés pour les mesures pratiques sont dits étalons secondaires. 
Un thermomètre étalon secondaire n’est pas nécessairement gradué 
par comparaison avec un thermomètre à gaz. Les thermomètres à gaz 
sont surtout utilisés dans les offices de métrologie et certains labora- 
toires de recherches. Cénéralement on étalonne les thermomètres 
d'usage courant par rapport aux étalons secondaires gradués à l’aide 
de thermomètres à gaz. 

Parmi les thermomètres étalons secondaires, on utilise surtout 
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les thermomètres à liquide (surtout à mercure), les thermomitres à 
résistance et les couples thermoélectriques. 

2, La construction des thermomètres à liquide étant univer- 
sellement connue, nous ne les décrirons pas. La précision des thermomè- 
tres à liquide n'étant pas bien grande, ils ne satisfont pas toujours 
aux besoins de la recherche physique qui exige d’ailleurs d’autres 
caractéristiques encore manquant à ce type de thermomètre. Leur 
domaine d'application est limité aux basses températures par les 
propriétés du liquide et aux hautes températures par celles du verre: 
lorsque la température baisse tous les liquides se solidifient, tandis 
qu'aux températures élevées le verre se ramollit. Néanmoins les 
thermomètres à liquide couvrent une gamme de température assez 
étendue, comprise entre —200 °C et +600 °C environ. Les liquides 
les plus utilisés pour la construction des thermomètres à liquide sont 
les suivants : 1) le pentane (de'—200 °C à +-20 °C), 2) l’alcool éthyli- 
que (de —110 °C à +50 °C), 3) le toluène (de —70 à +100 °C); 
4) le mercure (de —38,86 à 600 °C). C'est le thermomètre à mercure 
qui est d'usage le plus courant. Sous la pression atmosphérique 
normale le mercure bout à 357 °C. Sa température d’ébullition aug- 
mente avec la pression, atteignant 450 °C sous une pression de 4 atm 
et 500 °C sous une pression de 30 atm. Aussi pour mesurer des tempé- 
ratures dépassant 357 °C le mercure se trouvant dans le tube capil- 
laire doit être soumis à une pression supérieure à la pression atmo- 
sphérique. Pour cela on le remplit d'un gaz convenable. Comme la 
pression du gaz peut atteindre 70 atm, les parois du tube capillaire 
doivent être épaisses. Les traits de graduation sont pratiqués sur 
la surface extérieure du tube par attaque chimique. Les autres li- 
quides utilisés en thermométrie se distinguent du mercure avant tout 
par leur aptitude à mouiller le verre, aussi pour éviter les ruptures 
de la colonne liquide, le tube capillaire doit toujours être rempli de 
gaz, même si le thermomètre n'est pas utilisé à des températures 
élevées. 

8. Dans les thermomètres à résistance le corps thermométrique est 
un fil en un métal pur ou plus rarement en un alliage métallique ; 
la grandeur thermométrique est la résistance électrique du fil. La 
résistance électrique des métaux augmente avec la température; le 
rapport de l'accroissement de la résistance correspondant à une éléva- 
tion de la température de 1° à la valeur de la résistance à 0 °C est le 

_coefficient de température de la résistance électrique. Pour la majorité 
des métaux purs, ce coefficient est égal à 0,4 % environ (aux tempé- 
ratures proches de la température normale). La variation de la 
résistance électrique des métaux avec la température n’est qu'appro- 
ximativement linéaire. Les écarts à la loi linéaire sont particulière- 
ment nets aux basses températures. Par suite la graduation des ther- 
momètres à résistance n’est pas linéaire et on doit les graduer par 
rapport à un thermomètre à gaz. 
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Les métaux les plus utilisés dans la construction des thermomètres 
à résistance sont le platine et le cuivre purs. Un thermomètre à fil 
de platine peut être utilisé dans un intervalle de température compris 
entre 10 et 1100 °C, et le thermomètre à fil de cuivre entre la tempé- 
rature de l’hydrogène liquide et 120 °C environ. La précision de ces 
thermomètres est différente aux différentes températures. Pour le 
thermomètre à fil de platine, la précision des mesures entre 20 et 
70 K est de 0,01 K environ; elle atteint 0,001 K dans les mesures 
de faibles différences de température. La précision des mesures 
effectuées à l’aide du thermomètre à fil de cuivre est à peu près d'un 
ordre plus petite. On utilise aussi d'autres matériaux, par exemple 
le nickel (au-dessous de son point de Curie, qui se trouve à 376 °C), 
les alliages fer-nickel (70 % Ni-30 % Fe) dans la gamme de 0 à 
600 °C. Pour la mesure de basses températures (de 3,4 à 273 K), on 
peut utiliser les thermomètres à fil d’indium pur. 

La construction des thermomètres à résistance varie fortement 
suivant leurs destinations. Les thermomètres à fil de platine se pré- 
sentent généralement sous forme d’un mince fii de platine. (d’un 
diamètre de 0,05 à 0,1 mm, ayant à la température ordinaire une 
résistance de 10 à 100 ohms) enroulé sur un support en feuilles de 
mica, en porcelaine ou en quartz. Les extrémités du fil de platine 
sont reliées à l’aide de fils de cuivre à un appareil de mesure des 
résistances électriques, un point de Wheatstone (1802-1875) par 
exemple. 

4. Un type spécial de thermomètre à résistance est le thermomètre 
à semiconducteur (thermistance ou thermistor). Le corps thermométrique 
est un semiconducteur tel le charbon ou un petit cristal de germa- 
nium. Les thermomètres à charbon ou à germanium sont utilisés 
aux températures inférieures à 20 K. La résistance électrique des 
semiconducteurs diminue lorsque la température augmente. Leur 
résistivité est des dizaines ou des centaines de fois plus grande que 
celle des métaux. Le coefficient de température de la résistivité des 
semiconducteurs est d'environ dix fois plus grand que pour les mé- 
taux. Grâce à ces propriétés les thermomètres à semiconducteur 
peuvent avoir des dimensions très faibles et une sensibilité plus 
grande que celle des thermomètres à résistance métallique. Ces 
thermomètres permettent de déceler des variations de température 
de quelques millièmes de degré, 

5. Il existe des métaux et des alliages qui aux températures 
proches du zéro absolu passent de l’état normal à un état supracon- 
ducteur, caractérisé par une résistance électrique nulle. Cette transi- 
tion est tellement brusque qu'on ne peut utiliser ces matériaux pour 
la réalisation de thermomètres à résistance. En thermométrie des 
basses températures on utilise cependant un thermomètre à résistance 
en bronze au phosphore dopé au plomb (quelques centièmes de pour 
cent de plomb). Comme la zone de transition de l'état normal à 
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l’état supraconducteur est large dans ce cas, la résistance décroît 
presque linéairement entre 7 et 1 K. 

6. Nous avons déjà indiqué le principe de conception des couples 
thermo-électriques. Un thermomètre à couple thermo-électrique 
comporte deux fils À et B en métaux différents, dont les extrémités 
sont soudées ensemble (voir fig. 1). Si les soudures se trouvent à des 
températures différentes, le circuit du thermocouple est parcouru 
par un courant électrique. L'une des soudures dite de référence est 


Fig. 4 Fig. 5 


maintenue à température constante (température de la glace fon- 
dante par exemple). Cette température est dite de référence. L'autre 
soudure dite de mesure est mise en contact thermique avec le corps 
dont on cherche à mesurer la température. Pour mesurer la force 
électromotrice créée par les différences des températures des soudures, 
on branche dans le circuit un müillivoltmètre. La valeur de la force 
électromotrice mesurée sert d'indication de la température du corps 
chaud. La graduation peut être effectuée à l’aide d’un thermomètre 
à gaz. Si la différence de température entre les deux soudures est 
petite, elle est proportionnelle à la force thermo-électromotrice 
engendrée. 

Le schéma de principe de branchement d’un thermocouple est 
représenté sur la figure 4. Les fils À et B en métaux différents sont. 
représentés l’un par un trait fort, l'autre par un trait double, les 
fils en cuivre C reliant le thermocouple au millivoltmètre sont donnés 
en traits fine. N'importe laquelle des soudures 7 et 2 peut faire office 
de soudure de référence ou de mesure. Ce qui importe c’est que les 
points de soudure des fils À et B avec les fils de cuivre C, et les 
contacts de ces fils C avec le millivoltmètre se trouvent tous à la 
même température ; s’il n’en était pas ainsi le circuit serait parcouru 
par un courant thermo-électrique supplémentaire faussant les mesu- 
res. La figure 5 représente un schéma de montage plus correct d’un 
couple thermo-électrique. La soudure de référence 2,2 comporte en 
fait deux soudures, celle. reliant le métal À au fil de cuivre et celle 
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reliant Le métal B à un autre fil de cuivre. Ces deux soudures doivent 
être maintenues à température constante. 

Les thermocouples utilisent des métaux nobles et des métaux 
vils; parmi ces derniers signalons les thermocouples à base de: 

1) cuivre-constantan (thermocouple à utiliser entre —200 et 
+350 °C) ; 

2) fer-constantan (thermocouple à utiliser de 0 à 750 °C); 

3) chromel-alumel (thermocouple à utiliser entre —200 et 
1100 °C) ; 

4) chromel-constantan (thermocouple à utiliser entre 20 K et 
1000 °C). 

(L’alliage chromel contient 90 % de Ni et 10 % de Cr; l’alliage 
alumel contient 94 % de Ni, 3 % de Mn, 2 % de Al et 1 % de Si.) 

Les thermocouples en métaux nobles sont les suivants: 

1) thermocouples en platine-rhodium (utilisés jusqu'à 1400- 
1600 °C) ; 

2) thermocouples en platine-iridium (utilisés jusqu’à 1500 °C); 

3) thermocouples en iridium-rhodium (utilisables jusqu'à 2200 °C). 

Ce sont les thermocouples en platine-rhodium qui présentent le 
plus d'intérêt pour la pratique. L'un des fils est en platine, l’autre 
est en alliage à 90 % de platine et à 10 % de rhodium. On utilise 
aussi des thermocouples dont les deux fils sont en alliages Pt-Rh 
de compositions différentes. Pour la mesure de très hautes tempéra- 
tures (2600 à 3000 °C) on utilise des thermocouples en tungstène- 
rhéniun. 

Par un choix convenable des matériaux, les thermocouples peu- 
vent assurer la mesure des températures comprises entre 4 et 3000 K 
avec une précision atteignant parfois +0,01 °C et présentant une 
sensibilité allant jusqu'à 100 uV/°C pour les thermocouples métalli- 
ques et quelques aV/°C pour les thermocouples à semiconducteurs. 
Ce sont les dispositifs les plus appropriés pour mesurer de petites 
différences de température, avec une précision atteignant +0,001 °C 
dans certains cas. Parmi leurs avantages, notons la facilité de leur 
fabrication, leur faible capacité calorifique et la courte durée de 
mise en équilibre thermique avec les corps étudiés. Leur principal 
inconvénient est la petitesse de la force thermo-électromotrice géné- 
rée aux basses températures. La force thermo-électromotrice diminue 
avec la température et s'annule au zéro absolu. La diminution de la 
force électromotrice s'accompagne d’une diminution de la sensibilité 
du thermocouple. Ainsi, par exemple, pour le thermocouple cuivre- 
constantan, qui est le plus utilisé aux basses températures, la sensi- 
bilité est d'environ 40 uV/K à la température ordinaire, de 17 aV/K 
à 90 K et de 5 uV/K à 20 K. 

7. La mesure des très hautes températures, se chiffrant par mil- 
liers de degrés, se heurte au fait évident qu’il n'existe pas de thermo- 
œètres suffisamment réfractaires pour supporter ces températures. 
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À des températures suffisamment hautes tous les corps fondent et on 
juge alors de leurs températures par étude du rayonnement qu'ils 
émettent. Le rôle de corps thermométrique est alors assumé par le 
corps rayonnant, la grandeur thermométrique étant l'intensité du 
rayonnement émis. Les dispositifs thermométriques utilisant ce 
principe sont les pyromètres. Leur fonctionnement est donc régi par 
les lois de rayonnement des corps incandescents, que nous étudierons 
plus tard dans le volume consacré à l'optique. 

8. La mesure des très basses températures (au-dessous de 1 K) 
est également très difficile. La mise en contact du thermomètre avec 
le corps refroidi ne conduit à un équilibre thermique qu’au bout d'un 
temps très long. En outre, nombre de grandeurs thermométriques 
utilisées aux températures usuelles cessent d’être utilisables aux 
très basses températures : la pression des gaz devient infiniment pe- 
tite, la résistance électrique ne dépend plus de la température, etc. 
Par suite on évalue la température du corps refroidi en étudiant la 
variation de ses propriétés physiques, les propriétés magnétiques 
par exemple. Mais même sur cette voie on se heurte à de grosses 
difficultés qu'on n’a pas encore réussi à surmonter complètement, 
consistant surtout à établir une corrélation entre la température 
ainsi mesurée et l'échelle thermodynamique, 


$ 6. Échelle internationale pratique 
de température 


Les difficultés expérimentales de la mesure des températures dans 
l'échelle thermodynamique absolue ont conduit à l'élaboration 
d'une Æchelle internationale pratique de température (Ë.I.P.T.). 
L'objectif était de créer une échelle de température pouvant être 
‘mise en œuvre rapidement et simplement pour l’étalonnage des dispo- 
sitifs techniques et scientifiques tout en assurant une reproduction 
aussi précise que pouvait se faire avec les moyens techniques moder- 
nes. Les unités de température de cette échelle pratique sont le kel- 
vin et le degré Celsius, suivant le choix de l’origine de l'échelle. 
L’échelle ainsi créée a subi plusieurs mises à jour dont la dernière 
date de 1968. 

L'échelle internationale pratique de 1968 est définie par 11 points 
fixes auxquels on a assigné des valeurs par convention (points fires 
de définition). Les températures correspondant à ces points sont 
répertoriées dans le tableau 1. Entre ces points fixes de définition 
l'échelle de température s'établit à l’aide de formules d’interpolation, 
établissant une corrélation entre la température et les indications de 
thermomètres standards {thermomètre à résistance de platine, thermo- 
couple Pt-Rh, pyromètre optique) qui avaient été préalablement 
gradués d’après ces points fixes. Tout le domaine de température que 
couvre l’Echelle internationale pratique de 1968 est subdivisé en 
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plusieurs intervalles et pour chacun de ces intervalles on recommande 
des procédés particuliers de reproduction des températures ainsi 
que des formules d’interpolation propres. 

Dans l'intervalle compris entre 13,81 K (point triple de l’hydrogè- 
ne) et 630,74 °C (point de solidification de l’antimoine) le dispositif 
standard est le thermomètre à résistance de platine. Cet intervalle 
est encore subdivisé en cinq intervalles plus petits à l’intérieur des- 
quels on utilise des formules d’interpolation différentes pour un 
même thermomètre de platine. (Nous ne les indiquons pas pour ne 
pas encombrer le texte.) 

Entre 630,74 °C et 1064 °C (température de solidification de l’or) 
l'É.J.P.T. est calibrée à l'aide du thermocouple” Pt10 Rh/Pt. Si 
l'une des soudures du thermocouple est maintenue à 0 °C, la tempé- 
rature £ de l’autre soudure est liée à la force électromotrice € du 
thermocouple par la relation 


= a + bt + ct?, 


les constantes a, b, c étant calculées à partir des mesures de € aux 
points de solidification de l'antimoine, de l’argent et de l'or. 

Aux points fixes l'É.T.P.T. coïncide très exactement avec l’échel- 
le thermodynamique ; dans les intervalles compris entre les différents 
points fixes les écarts entre les deux échelles sont tellement petits 
qu'on peut les négliger dans la majorité des mesures pratiques. 

Au-dessus de la température de solidification de l'or, on utilise 
un pyromètre optique gradué par application des lois du rayonne- 
ment thermique des corps incandescents. 

Dans l'intervalle de 0,8 à 5 K on fait appel à la mesure de la 
pression de la vapeur saturée d’hélium. Au-dessous de 0,8 K on 
mesure la température en mesurant soit la pression de la vapeur 
saturée de l’isotope He (jusqu’à 0,4 K) soit la susceptibilité magné- 
tique des sels paramagnétiques (jusqu'à 10 K). 


$ 7. Les lois des gaz parfaits 


1. Sont parfaits les gaz qui vérifient rigoureusement les lois de 
Boyle-Mariotte et de Gay-Lussac. Ces lois s'expriment par les équa- 
tions (4.1) et (4.3) avec uné condition complémentaire que la cons 
tante « soit la même pour tous les gaz parfaits. Tous les autres gaz 
sont dits réels. 

L'équation (4.1) reliant la température, la pression et le volume 
d'un gaz parfait en équilibre thermique est appelée équation d'état 
du gaz. La constante C qui y figure est proportionnelle à la masse 
et dépend de la nature chimique du gaz. Introduisons une nouvelle 
unité de mesure de la quantité de substance — la mole dont la masse 
est différente pour différentes substances matérielles. La mole d'une 
substance est la quantité de cette substance renfermant autant de 
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Tableau 1 


Température 


Points fixes de définition de l'É.L.P.T.-68 à 
o! 


Point 


tixe Point triple de H230 0,01 
Point fixe de H 2 *) 13,81 — 259,34 
Point d' ébullition de H,*) pour 

25/76 atm 17,042 — 256,108 

. Point d’ Ron de H, *) 20,28 —252,87 

® Point pi e © 54,361. —218,789 

= Point d'ébullition de O, 90,188 —182,962 

ä Point d’ébullition de H:0 373,15 100 

"E Poiuts de solidification de 

Fi sn 505,1181 231,9681 
Zn 692,73 419,58 
Ag 1235,08 961,93 
AU 1337,58 1064,43 


Point d’ébullition de 4He 4,215 — 268,935 
Point triple de N: 63,148 — 210,002 
Point d’ébullition de N; 77,348 —195,802 
Point de sublimation de CO, 194,674 —78,476 
Point de solidification de Hg 234,288 — 38,862 
Point de congélation de H,0 273,15 0 
Point triple du phénoxybenzène 300,02 26,87 
Points de solidification de | | 
In ‘429,784 156,634 
Bi 544,592 271,442 
: Cd 594,258 321,108 
® Pb 600,652 327,502 
= | Points de fusion de .. 
É Hg 629,81 . 356,66 
S 717, 1824 444,674 
È Points de solidification de l’eutec- 
tique Gu-Al 821,38 548,23 
Sb 903,89 630,74 
Al 933,52 660,37 
Cu 4357,6 1084,5 
Ni 1728 4455 
Co 1767 1494 
Pd 1827 1554 
Pt 2045 1772: 
Rh 2236 1963 
Ir 2720 .2447 
W 8660 ‘38387 


* }Mélange d'équilibre d’ortho- et de parahydrogène. 


Remarque. Toutes les températures indiquées dans ce tableau se rapportent à la 
pression de une atmosphère exception faite des tem pAttree 7e 
points triple et de 1a température d’ébullition de Ho (17,042 
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molécules que renferment d’atomes 12 g de l’isotope de carbone 1?C. 
Mille moles constituent une kilomole. Ainsi, par définition, une mole 
de n'importe quelle substance renferme le même nombre de molécu- 
les. On démontre en théorie cinétique des gaz que les gaz parfaits 
vérifient la Loi d'Avogadro qui s’énonce comme suit: dans les mêmes 
conditions de pression et de température, des volumes égaux de gaz 
parfaits contiennent un nombre égal de molécules. 11 s'ensuit qu'à 
température constante le produit PV pour une mole de n'importe 
quel gaz parfait a une valeur constante. Ce résultat constitue la base 
de la mesure en grammes de la valeur absolue d’une mole, ainsi que 
des masses moléculaires des gaz. Il a été établi qu’une mole d’oxygè- 
ve contient environ 32 g d'oxygène, une mole d'azote 28 g d'azote, 
une mole d'hydrogène 2,016 g, etc. Ces nombres indiquent simultané- 
ment les masses moléculaires des substances concernées. 


Jusqu'en 1961 les déterminations des valeurs des moles et des masses molé- 
culaires étaient fondées sur l'échelle d'oxygène. On utilisait deux échelles — 
l'une physique, l'autre chimique. Dans l'échelle physique on attribuait au prin- 
cipal isotope 10 une masse atomique exactement égale à 16. Dans l'échelle 
chimique on égalait à 16 la masse atomique moyenne du mélange naturel des 
isotopes d'oxygène. En spectrométrie de masse il est plus commode d'utiliser 
l'échelle de carbone pour la raison que le carbone forme un plus grand nombre de 
composés que l'oxygène. En 1961, l’Union internationale de Physique pure et 
appliquée adopta l'échelle de carbone. Dans cette échelle on attribue à l’isotope 
de carbone !?C une masse atomique égale à 12. L'échelle de carbone ne diffère 
que fort peu de l'échelle physique d'oxygène. 


Pour une mole ou une kilomole d'un gaz parfait, l'équation d'état 
prend la forme suivante: 


pV=RT, (7.4) 


où la constante RÀ a même valeur pour tous les gaz, en vertu de la loi 
d’Avogadro. C’est ce que fit remarquer D. I. Mendéléev (1834-1907). 
L'équation (7.1) est généralement appelée équation de Clapeyron 
(1799-1864) ; la constante R est dite constante universelle des gaz. 
On détermine sa valeur numérique en mesurant le volume V qu'occu- 
pe une mole de gaz parfait sous pression normale (P = 1,01325 x 
x106 dynes/cm?) et à une température de 0 °C (T — 273,15 K). 
Selon les données récentes V — (22413,6 + 0,9) cm“/mole. On tire 
de là À — (8,31434 + 0,00035):107 erg/(K-mole) = (8,31434 + 
# 0,00035) J/(K:mole) = 0,0821 l:atm/({K -mole). 

Si le gaz contient v moles, l'équation: de Clapeyron s'écrira 


PV = vRT. (7.2) 


2. Etablissons maintenant l'équation d'état d'un mélange de 
gaz parfaits. Nous utiliserons pour cela la loi empirique de Dalton 
(1766-1844). Soient plusieurs récipients de même volume V renfer- 
mant des gaz différénts maintenus à la même température 7. Dé- 
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signons par P,, P,, Pa, ... les pressions de ces gaz. Quelle sera la 
pression P si on mélange tous les gaz dans le même volume V en 
maintenant la même température T? La loi de Dalton affirme que 


= P,+P, + Ps +. (7.3) 


Les pressions P;,, P,, P:,.. sont appelées pressions partielles des 
gaz du mélange. Ainsi d’après la loi de Dalton la pression d'un mélan- 
ge de gaz parfaits est égale à la somme de leurs pressions partielles. 
‘Soit v; le nombre de moles du gaz i. On a P,Ÿ = v,RT. Par suite en 
multipliant par V les deux membres de la relation (7.3) on obtient 


PV = vRT, 


où v est le nombre total de moles contenues dans le mélange gazeux: 
V = V; + va +. On voit que l'équation d'état d’un mélange de 
gaz parlaits se présente sous la même forme que l'équation d'état 
d'un gaz parfait chimiquement homogène. 11 s'ensuit que connaissant 
l'équation d'état d’un gaz parfait, on ne saurait décider s'il s’agit 
d'un gaz chimiquement homogène ou d’un mélange mécanique de 
gaz parfaits, 


$ 8. L’équation d'état et ses applications à l’étude 
des processus infinitésimaux 


1. L'expérience montre qu'à l’état d'équilibre thermodynamique 
il existe une relation fonctionnelle entre le volume Ÿ, la pression P 
et la température T non seulement pour les gaz parfaits, mais aussi 
pour les gaz réels et pour tous les corps physiquement homogènes 
et isotropes. Cette relation se laisse exprimer par l’équation 


1 (P, V, T) = 0. (8.1) 


La forme de la fonction f (P, V, T) est différente suivant les corps. 
La relation (8.1) est dite équation d'état d’un corps. Pour les gaz par- 
faits, l'équation d'état est l'équation de Clapeyron (7.1). Les gaz 
réels ne vérifient cette équation que de façon approchée, de sorte 
qu’on doit y apporter des corrections qui seront précisées au ch. VIII. 
L'équation d'état est une des principales caractéristiques des 
propriétés macroscopiques des corps physiquement homogènes. Nous 
avons déjà indiqué dans l'introduction qu’on ne peut déduire l'équa- 
tion d’état à partir des principes généraux de la thermodynamique. 
La thermodynamique utilise pour ses besoins les formes de l'équation 
d'état que fournit l'expérience ou qu'établit par le calcul la physique 
statistique. ne 
. 2. L'existence de l'équation d'état implique qu’à l'équilibre 
thermodynamique les variations de P, V, T ne peuvent être indé- 
pendantes et sont nécessairement liées entre elles par une relation 
déterminée. Si les changements d'état sont infinitésimaux, on peut 
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établir cette relation même si on ne connaît pas la forme concrète 
de la fonction f (P, V, T). Pour ce faire résolvons l'équation (8.1) 
par rapport à V par exemple, V = V (P, T). En maintenant cons- 
tante la température et en faisant varier la pression d'une quantité 
infiniment petite dP, le volume V s’accroîtra d’une quantité infini- 
ment petite définie par l'expression 


av=(5),dP. 


L'indice T placé près de la dérivée (TS) sert à indiquer que lors 
de la dérivation de V par rapport à P la température T doit rester 
constante. Les dérivées obtenues par dérivation d'une fonction de 
deux ou de plusieurs variables par rapport à l’une d’elles, en suppo- 
sant que les autres variables restent constantes, sont appelées en 
mathématiques dérivées partielles. Ainsi la quantité (TG) est .la 
dérivée partielle du volume par rapport à la pression à température 
constante. Si on maintient invariable la pression P et si on fait varier 
la température T d'une quantité infiniment petite dT, l’accroisse- 
ment de volume qui en résulte sera 


av. 
ôT 
Si on fait varier simultanément la pression P et la température T, 
l'accroissement résultant du volume sera donné, à des infiniments 
petits d'ordre supérieur près, par la somme dV == d,V + d,V, soit 


av=($),dP+(5)er. (8.2) 


dV = ( | aT. 


ôP 


Cette relation résout le problème posé. , 

Comme la relation (8.2) est vérifiée pour tous les accroissements 
infiniment petits dP et dT, ces quantités peuvent être considérées 
comme des variables indépendantes. La formule (8.2) reste valable 
même si on impose des contraintes aux variations de P et de T. 
Supposons, par exemple, que le corps étudié participe à un processus 
dans lequel la pression P est une fonction déterminée de la tempéra- 
ture 7 ; les quantités dP et dT cessent donc d’être indépendantes. 
Par exemple, pour un processus à volume constant dV = 0 et la 
relation (8.2) se transforme en 


dv \. ôV 
()rdP+(5), 47 =0. L 
En résolvant cette équation par rapport à 2 Je résultat obtenu 
représentera la dérivée partielle (7), puisque dP et dT re- 


présentent les accroissements de pression et de température à volu- 
LI 
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me constant. Ainsi 


8P\ _ (Tr) 
Cl, 7 


En vertu de la relation évidente 


(= 7 ’ 
ô 
l'identité précédente peut s'écrire ' 
Ce (rh (7e (8.3) 
ou encore 
Cher er) 1 (8.4 


3. Le lecteur devra bien se garder d'effectuer dans le premier 
membre de (8.4) la réduction par 9P, 9V et 4T, car cela conduirait 
au résultat erroné +1 au lieu de —1. On ne peut effectuer une telle 
réduction parce que les quantités 9P, OV, 6T figurant aux numé- 
rateurs signifient autre chose que les mêmes quantités figurant aux 
dénominateurs. Par exemple, 0Ÿ au dénominateur représente l’ac- 
croissement de volume résultant d’un accroissement 9P de la pression 
à température constante. La quantité 9V au numérateur représente, 
“elle, l’accroissement de volume résultant d’un accroissement 07 
de la température à pression constante. Ces deux accroissements de 
volume étant différents, leur réduction ne peut se faire. Cependant 
un examen de la formule (8.4) montre qu'une telle « réduction » 
est formellement permise à condition de changer le signe de l’expres- 
sion concernée. 

La relation (8.3) rappelle la règle de dérivation de la fonction de 
fonction, mais s'en distingue par le signe moins dans le second mem- 
bre. Cela tient toujours à ce que les quantités 4V figurant au numé- 
rateur et au dénominateur de la relation (8.3) ont des significations 
différentes, comme indiqué ci-dessus. 

4. La mise en œuvre de l'identité (8.3) ou (8.4) permet d'établir 
une relation entre le coefficient de dilatation thermique, le coeffi- 
cient de température de la pression et le module de compression 
triaxiale d’une substance homogène et isotrope. 

Le coefficient de dilatation thermique « est défini par le rapport 
de l'accroissement de volume d’un corps résultant de son échauffe- 
ment de 1 °C à son volume PV, à 0 °C, la pression P étant maintenue 
constante. Ainsi, par définition on peut écrire 


a— rar (P = const). 
0 
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Comme en général le volume varie lentement avec la température, 
la définition ci-dessus ne diffère pratiquement pas de la définition 
suivante, théoriquement plus satisfaisante : 

1 [ 9V 
=, (Gr) (:8) 

Le coefficient de température de la pression $ est défini par le rap- 
port de l'accroissement de pression d’un corps résultant de son échauf- 
fement de 1 °C à la pression P, à 0 °C, le volume V étant maintenu 
constant. En passant de nouveau des accroissements finis aux déri- 


vées, nous pouvons écrire 
1 [ 6P 
Be (Sr )ve (228) 


Enfin on définit le module de compression triaxiale K (ou module 
isotherme) d'une substance par le rapport d’un accroissement infi- 
niment petit de la pression à sa compression relative à température 
constante : 


por (—#)=-v(#).  G 


En vertu de l'identité (8.4) les trois quantités «&, f, X doivent 
être liées par la relation 


Vo ak 
+1. (8.8) 


L'expérience confirme cette relation et par suite l'existence d'une 
relation fonctionnelle entre P, V et 7. 

Prenons, par exemple, du mercure à 0 °C et à la pression atmosphé- 
rique normale. Son coefficient de dilatation thermique est 


a = 1,8.10-4 °C-1, 
le module isotherme de compression triaxiale est 
K = 2,56-105 atm. 
Par conséquent, 
p= À = 46°c-. 
0 


Il s'ensuit que pour maintenir constant le volume du mercure lors- 
qu'on l'échauffe de 0 °C à 1 °C on doit lui appliquer une pression 
d'environ 46 atm. 

5. Pour que l'identité (8.3) ou (8.4) soit vérifiée il importe peu 
de savoir quelle est la signification physique des quantités P, V et 
T. Ce sont des identités mathématiques exprimant sous forme dif- 
férentielle l'existence d’une relation fonctionnelle entre P, V et 7. 
Quelles que soient les quantités x, y, z liées par la relation f (x, y, z)}— 
= 0 il existe entre leurs dérivées partielles la relation suivante : 


Rte) (8.9) 
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ou 


HASARD 10 


Ces identités mathématiques sont largement utilisées en thermody- 
namique. 


$ 9. Paramètres macroscopiques 


1, En mécanique classique l’état instantané d’un système mé- 
canique est défini par les coordonnées et les vifesses des particules 
constituant le système. En physique moléculaire l'application di- 
recte de ce procédé de description de l’état des systèmes physiques 
impliquerait la détermination à tout instant des coordonnées et 
des vitesses de toutes les molécules, de tous les atomes, de tous les 
électrons, de tous les noyaux atomiques et de toutes les autres parti- 
cules entrant dans la composition des corps. Un état ainsi défini est 
dit étaf dynamique ou microscopique. La mécanique quantique four- 
nit un procédé de description différent que nous n'avons pas à préci- 
ser ici. Il importe de noter qu'une description aussi détaillée des 
états des systèmes macroscopiques renfermant un nombre énorme 
de particules est non seulement irréalisable, mais ne présenterait 
aucun intérêt. La notion d'état microscopique prise dans sa signi- 
fication classique ou quantique n'est utile que dans la mesure où 
on peut la relier aux propriétés macroscopiques des corps et peut donc 
servir à les définir. La thermodynamique décrit les états d'équilibre 
des systèmes macroscopiques d’une façon beaucoup plus grossière à 
l’aide d’un petit nombre de paramètres macroscopiques. Ce sont no- 
tamment la pression, la densité, la température, la concentration, 
le volume du système, l'intensité des champs magnétiques et élec- 
triques, etc. L’état défini à l’aide de paramètres macroscopiques 
est désigné sous le nom d’étaf macroscopique. C'est dans ce sens que 
la thermodynamique entend la notion d'état. L'état d'équilibre 
thermodynamique d’un gaz, par exemple, en l'absence de champs 
de force extérieurs est entièrement défini par sa masse, sa nature chi- 
miques, sa pression et sa température. Le volume V qu'occupe le gaz 
n'est pas unlparamètre indépendant et peut donc être calculé par 
l'équation d'état. 

2. Pour mettre en évidence la signification des paramètres macro- 
scopiques du point de vue de la physique moléculaire, prenons pour 
exemple la densité d’un corps gazeux, liquide ou solide. Délimitons 
en pensée, dans l'espace, une petite région de volume invariable Y. 
Soit A la masse de substance contenue dans ce volume. La densité 
(ou masse spécifique) de la substance contenue dans le volume V est 
le rapport p — M/V. Par suite de l'agitation thermique le nombre 
de molécules ou d’atomes contenus dans le volume Ÿ et donc la 
masse Â varient continuellement et de façon désordonnée avec le 
temps. La densité p varie elle aussi de façon désordonnée. Les va- 
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tiations désordonnées de la densité ou de toute autre grandeur phy- 
sique s'appellent fluctuations. Désignons pär p,, Pa - .., Pn les 
valeurs que prend la grandeur p aux instants £,, £,, . .., &,. Par 


définition leur moyenne arithmétique est égale à (1 + Pr + 


... + Pr). L'expérience montre que si les conditions extérieures 
restent inchangées, cette moyenne tend vers une certaine limite 


? à mesure que le nombre n et le temps d'observation #, — é, crois- 


sent. Dans les descriptions macroscopiques c'est cette valeur p qui 
est adoptée pour la densité de la substance. Si le volume V ne ren- 
ferme qu'une seule ou plusieurs molécules, les écarts des valeurs 


instantanées de p par rapport à sa valeur moyenne p deviennent com- 


parables à la densité p. À mesure que le volume Ÿ augmente, les 
écarts diminuent de plus en plus. Pour de grands volumes, conte- 
nant un nombre énorme de molécules, les fluctuations de la densité 
sont presque imperceptibles. Remarquons que la thermodynamique 
phénoménologique ne tient pas compte des fluctuations. 

Les autres paramètres macroscopiques, la pression des gaz par 
exemple, se comportent comme la densité. La pression qu’exerce un 
gaz sur la paroi du récipient qui le contient résulte des chocs contre 
cette paroi de molécules animées de vitesses thermiques. Considé- 
rons une petite partie de la paroi d’aire S. Soit F la valeur instanta- 
née de la force qu'appliquent sur cette aire les molécules. La force 
rapportée à l'unité d’aire est P = F/S. La grandeur P tout comme 
la densité fluctue dans le temps de façon désordonnée. En thermo- 
dynamique on considère non pas les valeurs instantanées, mais les 
valeurs moyennes de P rapportées à des intervalles de temps beau- 
coup plus longs que la durée d'un choc, l'intervalle entre deux chocs 
consécutifs des molécules contre la paroi ou tout autre temps ca- 
ractéristique. Dans les études macroscopiques c’est cette valeur 


moyenne P qui représente la pression du gaz. Le fait que nos instru- 
ments de mesure grossiers enregistrent la pression comme une force 
continue dans le temps et distribuée sur l’aire de façon continue tient 
à ce que le nombre de molécules bombardant la surface exposée est 
extrêmement grand et que les molécules sont très petites. Lorsque la 
sensibilité des instruments de mesure utilisés est suffisamment gran- 
de on arrive à enregistrer des fluctuations spontanées et désordonnées 
de la pression qui sont des fluctuations thermiques. 


Ces exemples montrent que les paramètres thermodynamiques 
macroscopiques sont assimilables aux valeurs moyennes (au cours d’un 
temps long) de certaines fonctions caractérisant l’état dynamique 
du système. La thermodynamique phénoménologique n’a affaire 
qu'à des grandeurs moyennes que nous noterons p, P, V, ... sans 
les affubler d'un trait ou de tout autre signe de moyenne. 

3. Les paramètres macroscopiques servant à définir l’état du 
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système et ses rapports avec les corps environnants se subdivisent 
en paramètres intérieurs et extérieurs. Les premiers définissent 
l’état interne du système, tandis que les seconds caractérisent les 
corps et les champs de force extérieurs exerçant leurs actions sur le 
système. Donnons quelques exemples de paramètres intérieurs et 
extérieurs. 

Considérons un gaz contenu dans un ballon à parois solides. Son 
volume est défini par la position des corps extérieurs que sont les 
parois ; c’est donc un paramètre extérieur. La pression qu'’exerce le 
gaz sur la paroi du ballon dépend des vitesses de mouvement thermi- 
que de ses molécules; c'est donc un paramètre intérieur. Si le gaz 
est bi- ou polyatomique, ses molécules se dissocient au chauffage, 
c’est-à-dire se scindent en atomes ou groupes-d’atomes. Si on pousse 
l’échauffement les atomes du gaz s'ionisent, se scindent en ions 
chargés et en électrons. Le rapport du nombre de molécules dis- 
sociées à leur nombre total caractérise le degré de dissociation des mo- 
lécules des gaz. On définit de même le degré d'ionisation qui est le 
rapport du nombre d'atomes ionisés au nombre total d'atomes. Le 
degré de dissociation et le degré d’ionisation sont des paramètres 
intérieurs. Dans un champ électrique le gaz se polarise et dans un 
champ magnétique il s’aimante, ce qui se traduit par l’apparition 
chez les gaz d’un moment électrique ou d’un moment magnétique. 
Ces grandeurs sont des paramètres intérieurs. Les intensités des 
champs électrique et magnétique extérieurs auxquels est soumis le 
gaz sont évidemment des paramètres extérieurs. 

Considérons maintenant un gaz contenu dans un cylindre muni 
d’un piston mobile. Plaçons sur le piston un poids Q. Si l’aire du 
piston est S, le poids © exerce sur l'unité de surface du piston une 
pression P = Q/S. Ainsi définie la pression P est un paramètre ex- 
térieur puisqu'elle résulte de la présence d’un corps extérieur — 
le poids Q. Le volume V du gaz dépend de la position de la paroi 
mobile, c’est-à-dire du piston. Maïs le volume V devient alors un 
paramètre intérieur puisque la position du piston chargé dépend 
de la pression intérieure exercée par le gaz sur le piston. 

A l'état d'équilibre thermodynamique chacun des paramètres inié- 
rieurs est une fonction univoque des paramètres extérieurs et de la tem- 
pérature du système. Cette proposition résulte d’une généralisation 
des faits expérimentaux. L'équation d'état en est un exemple. Le 
paramètre intérieur — ici c’est la pression du gaz P, est défini de 
façon univoque par la température du gaz et par le paramètre ex- 
térieur qui est le volume V du récipient dans lequel se trouve le gaz. 
La proposition générale que nous venons de formuler est l’un des 
principaux postulats de la thermodynamique axiomatique. L'équa- 
tion exprimant la relation fonctionnelle entre les paramètres inté- 
rieurs et extérieurs d’un système en équilibre thermodynamique 
est appelée équation généralisée d'état du système. 


CHAPITRE Il 


PREMIER PRINCIPE 
DE LA THERMODYNAMIQUE 


$ 10. Introduction 


Le premier principe de la thermodynamique exprime la conservation 
de l'énergie dans les phénomènes macroscopiques où la température 
est l'un des plus importants paramètres caractérisant l’état des corps 
qui y participent. La conception de ce principe remonte aux années 
quarante du XIXE® siècle, lorsqu'il fut bien établi que la chaleur 
n’était pas une substance matérielle mais un certain mouvement inter- 
ne aux Corps. 

En mécanique l'énergie totale se compose de l’énergie cinétique 
du mouvement macroscopique et de l'énergie potentielle des corps 
macroscopiques dans les champs de force extérieurs. On démontre 
en mécanique que dans tout système isolé l'énergie mécanique totale 
se conserve, autrement dit que la quantité d'énergie y est invariable. 
Cette assertion n’est valable que si les forces qui agissent dans le 
système sont conservatives. En présence de forces dissipatives (les 
forces de frottement) l'énergie mécanique d’un système fermé dimi- 
nue. L'expérience montre cependant que.le travail des forces dissi- 
patives s'accompagne toujours d'une production de chaleur. Il 
apparaît que le principe de la conservation de l'énergie reste valable 
en présence de forces dissipatives à condition d'introduire une nou- 
velle forme d'énergie — l'énergie dite interne ou, ce qui est moins 
heureux, énergie thermique. C'est à la découverte de ce principe gé- 
néralisé de la conservation de l'énergie que travaillèrent R. Mayer 
(1814-1878), Joule (1818-1889), Helmholtz (1821-1894) et d’autres 
savants. 

Du point de vue atomistique, les écarts à la loi mécanique de 
conservation de l'énergie résultent de ce que la mécanique macro 
scopique laisse échapper certains mouvements et certaines interac- 
tions. Elle ne tient aucun compte ni des mouvements internes des atomes 
et des molécules, ni des forces d'interaction s'exerçant entre ceux-ci. 
Les forces dissipatives ne conviennent qu’à la description des mou- 
vements macroscopiques. Dans le microcosme des atomes et des 
molécules il n'y a plus de forces dissipatives, n’y existent que des 
forces conservatives et gyroscopiques. Du point de vue atomistique, 
tout corps est un système conservatif constitué d'un nombre énorme 
de particules — atomes et molécules. La loi mécanique de conser- 
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vation de l'énergie ne s’appliquera à un tel système que si l’on tient 
compte, à côté de l'énergie de son mouvement macroscopique, de 
l'énergie du mouvement désordonné des atomes et des molécules. C’est 
<e dernier mouvement qui constitue la chaleur. La thermodynamique 
phénoménologique, pour être conséquente, doit introduire la notion 
généralisée d’énergie mécanique à partir d'une généralisation des 
faits expérimentaux sans recourir aux conceptions atomistiques. No- 
tre premier objectif sera d'introduire cette notion généralisée d’éner- 
gie mécanique. 


$ 11. Processus quasi statiques 


1. Les méthodes théoriques de la thermodynamique font large- 
ment appel aux transformations dites quasi statiques qui sont des 
transformations idéalisées constituées par une succession continue 
d'états d'équilibre. 

A titre d'exemple prenons un cylindre fermé par un piston mobile 
s'y déplaçant sans frottement. Lorsque le cylindre contient un gaz, 
le piston est maintenu dans sa position d’équi- 
libre par une charge Q reposant sur le piston 
(fig. 6). Si on diminue ou si on augmente la char- 
ge portée par le piston, l'équilibre sera rompu. En 
résultent un mouvement compliqué du gaz et des 
oscillations du piston qui s’amortissent au bout 
d’un certain temps le système revenant à un 
état d'équilibre. Ces processus hors d’équilibre 
sont très compliqués; les processus quasi stati- 
ques sont beaucoup plus simples. Pour provo- 
quer une dilatation ou une compression quasi 
statique du gaz, il suffit d'imaginer que les varia- 
tions de la charge Q du piston sont réalisées en 
enlevant ou en ajoutant des portions de charge 

Fig. 6 infiniment petites. On peut s'imaginer, par 
exemple, que la charge est constituée par du 

sable fin. Si on fenlève ou si on ajoute un grain de sable, 
l'équilibre ne sera qu'infiniment peu perturbé. Dès que l’équi- 
libre sera rétabli, nous enlèverons un nouveau grain de sable. 
En répétant de nombreuses fois cette opération, on peut arriver à 
décharger totalement le piston ou au contraire augmenter sa charge 
d'autant de fois qu’on le veut. Lorsque la charge aura ainsi varié, le 
volume du gaz variera d'une quantité finie. Cette transformation 
est composée d'une succession de transformations infinitésimales, 
chacune d’elles ne perturbant qu’infiniment peu l’état d'équilibre. 
À la limite où la masse de chaque grain de sable tenderait vers zéro 
et leur nombre tendrait vers l'infini, on aboutit à une transforma- 
#ion infiniment lente composée d’une succession d'états d'équilibre. 
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‘Cette transformation limite est appelée transformation réversible. 
En toute rigueur on devrait distinguer les transformations réversibles 
<t les transformations quasi réversibles. Mais comme les transfor- 
mations “parfaitement réversibles n'existent pas dans la nature, 
dans la majorité des cas on désigne les transformations quasi ré- 
versibles sous le nom de transformations réversibles. C’est ce que 
nous ferons chaque fois que cela ne tire pas à conséquence. 

2. L'intérêt des transformations quasi statiques réside en ce 
que leur mise en œuvre simplifie grandement les études thermodyna- 
miques. En effet, pour donner une description de l’état instantané 
d’un système effectuant une transformation quasi statique, il faut 
utiliser aufant de paramètres que pour décrire un état d'équilibre. Pour 
un gaz il suffit d'utiliser deux paramètres seulement, le volume et 
la température par exemple. Pour un système plus compliqué le 
nombre de paramètres sera plus grand, mais en général ce nombre ne 
sera jamais grand. Par contre, la description de l'état d'un système 
effectuant une transformation compliquée, qui n'est pas quasi 
statique (par exemple, écoulement turbulent d’un fluide) exige d’une 
façon générale la mise en œuvre d’un nombre infini de paramètres. 

Dans le sens rigoureux du terme, les transformations quasi sta- 
tiques ne se réalisent jamais dans la Nature. Ce sont des abstractions 
dont on peut se rapprocher aussi près qu’on le veut. Nombreuses 
sont les transformations réelles évoluant à des vitesses finies que 
l’on peut considérer comme approximativement quasi statiques. 
Telles sont, par exemple, les transformations de dilatation des gaz 
dans les cylindres des moteurs thermiques ou des compresseurs. 
La formation des zones de condensation et de dilatation de l'air 
dans une onde sonique peut également être considérée comme une 
transformation approximativement quasi statique. 

3. En thermodynamique on a souvent affaire aux transformations 
quasi statiques suivantes: À) transformations isochores — celles qui 
évoluent à volume constant (V = const) ; 2) fransformafions isobares — 
celles qui évoluent à pression constante (P = const) ; 3) transformations 
isothermes — celles qui évoluent à température constante (T — const). 
Comme toutes les transformations quasi statiques, ces trois trans- 
formations se laissent représenter graphiquement par des lignes 
continues (voir paragraphe suivant). Les courbes correspondantes 
s'appellent : l'isochore (V — const), l'isobare (P — const), l'isotherme 
(T = const). 


$ 12. Travail macroscopique 


1. Considérons de nouveau un gaz contenu dans un cylindre 
fermé par un piston mobile (fig. 7). Calculons le travail infiniment 
petit ou travail élémentaire A fourni par le gaz lors d’une dilatation 
quasi statique infiniment petite donnant lieu à une augmentation 
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de volume dV. La force de pression qu’exerce le gaz sur le piston est 
F = PS, S étant l'aire du piston. Si le piston se déplace d'une 
distance dx, le gaz fournit un travail 64 — 
— F dx = PS dx, soit 


6A = P dV, (12.4y 


où dV est l'accroissement de volume dV= 
= S dx. 

La formule (12.1) est vérifiée dans le 
cas général des variations quasi statiques 
de volume de n'importe quel corps soumis 
à une pression extérieure constante. Imagi- 
nons, par exemple, que le gaz est contenu 
dans une enveloppe à parois élastiques sus- 
ceptibles de se dilater de façon quasi stati- 

Fig. 7 que (fig. 8). Lorsque l'élément de surface 

dS de l’enveloppe se déplace de dn le long 

de la normale à dS, le gaz fournit un travail égal à P dS dnouP dV, où 
dV = dS dnest le volume élémentaire (région hachurée sur la figure 8). 
Pourtrouverletravailélémentaire 8A correspondant au déplacement 
de tous les éléments de l'enveloppe 
élastique, il suffit d'intégrer l’ex- 
pression P dV sur le volume de la 
couche comprise entre deux positions 
infiniment voisines de la paroi élas- 
tique. Comme la pression est partout 
la même, on peut la sortir de sous le 
signe d'intégration, ce qui conduit 


à 64 — P [dv = P AV, où AVest 


le volume de la couche que nous 
venons de définir et qui est égal à 
l'accroissement de volume du gaz 
dans le processus considéré. En uti- 
lisant la notation dV on retrouve la 
formule (12.1). La démonstration que nous venons de faire reste va- 
lable si au lieu d’un gaz on avait placé dans l'enveloppe élastique 
n'importe quelle autre substance se trouvant sous une pression 
constante. L'existence de l'enveloppe elle-même n’est pas essentielle, 
car la surface du corps peut fort bien faire office de l'enveloppe. 

Si la transformation est quasi statique, la pression intérieure P 
du gaz est à la limite toujours égale à la pression extérieure P,,+t 
s’exerçant sur le piston. Ce n'est qu’à cette condition que l'on peut 
caractériser l’état interne d’un gaz par deux paramètres P et V 
et ce n’est qu'’alors que la transformation peut évoluer avec une len- 
teur infinie et être réversible. S'il n’en est pas ainsi, on voit appa- 
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gaître un mouvement macroscopique accéléré de vitesse finie du 
piston et de certaines parties du gaz; pour décrire l’état interne 
du gaz il faudrait utiliser alors un nombre infini de paramètres. 
Si la pression extérieure s ‘exerçant sur la totalité de la surface du 
système est partout la même, mais la transformation n'est pas quasi 
statique, le travail fourni par les forces extérieures sera donné par 


OA ext = —Pext dV. (12.2) 
Pour une transformation quasi statique Pere — P et par suite 
6Aezt = —6A. Pour les transformations hors d'équilibre évoluant 


avec accélération, ce dernier résultat ne s applique généralement 
pas et le travail fourni par les systèmes ne peut s'exprimer simple- 
ment. Ainsi la formule (12.1) ne concerne que les transformations 
quasi statiques. Dans ce paragraphe nous ne considérerons que des 
transformations quasi statiques. 

2. Pour passer du travail élémentaire 8A au travail correspondant 
à une transformation finie, il faut calculer l'intégrale 


A = [P dv. (12.3) 


Ce calcul ne peut se faire que si la pression est une fonction définie 
du volume V. Or, d’après l'équation d'état, P dépend non seule- 
ment de V, mais encore de T. En faisant varier, lors des transforma- 
tions, la température de différentes façons, on peut faire passer le 
système de l’état initial à l’état final par un nombre infini de procé- 
dés différents. À chacun de ces procédés correspond sa propre fonction 
P = P (V}et donc sa propre valeur de l'intégrale figurant dans (12.3). 
Il s'ensuit que le travail À ne peut être calculé en définissant l’état 
initial et l'état final du système, car il dépend également de la « voie» 
empruntée pour faire passer le système de l'état initial à l'état final. 
On dit que les grandeurs de cette sorte ne sont pas des fonctions d'état. 
Par contre les grandeurs présentant des valeurs bien déterminées 
dans chaque état du système sont appelées des fonctions d'état. 
Un exemple en est la température d'un système se trouvant dans 
un état d'équilibre thermodynamique. 

3. La méthode graphique convient particulièrement bien pour 
mettre en évidence touces les particularités du problème étudié. 
Cette méthode se fonde sur le fait que l’état d'équilibre d'un corps 
physiquement homogène et isotrope est entièrement défini si on 
connaît deux de ses paramètres, V et P par exemple. La températu- 
re 7 se laisse alors déterminer à partir de l'équation d’état T — 
— T{V, P), En portant le volume V en abscisses et la pression P 
en ordonnées, l’état du corps se laisse représenter par un point 
du plan VP ainsi défini. Lorsque le système est le siège d’une trans- 
formation quasi statique, son point représentatif décrit sur le plan 
VP une courbe continue. Une transformation quasi statique est 
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donc graphiquement représentée par une courbe continue. À la. 
place des variables V, P on peut prendre les variables T, V ou T, P. 
Pour représenter l'évolution du travail il est cependant plus commode 
d'utiliser les variables V, P. Les états et les transformations hors 
d'équilibre ne peuvent être représentés par des points ou des courbes 
marqués sur un plan, car deux paramètres ne suffisent plus pour 
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définir un état hors d'équilibre, puisque ceux-ci exigent en générab 
la connaissance d’un nombre infini de paramètres. 

Considérons le passage quasi statique d’un système de l’état M 
à l’état N le long de la courbe MIN (fig. 9). Cette courbe caractérise: 
la pression P comme une fonction bien définie du volume V. Par 
suite le travail À fourni par le système est défini de façon univoque. 
Il est numériquement égal à l'aire du «trapèze curviligne + 
M,MINN,M,. Si on fait passer le système du même état initial 
dans le même état final suivant une autre courbe M2N, le travail 
correspondant À, sera donné par une aire M,M2NN,M, différente. 
En général 4, = À. 

Calculons, par exemple, le travail fourni par une mole de gaz 
parfait lors de sa détente isotherme (i.e. à température constante). 
Pour fixer les idées considérons un gaz enfermé dans un cylindre 
muni d’un piston mobile portant une certaine charge. Faisons 
décroître la charge de façon infiniment lente et continue tout en 
échauffant le gaz afin que sa température reste constante pendant 
la détente. Sous forme graphique la détente du gaz se traduit sur 
le plan VP par un segment d'hyperbole PV = RT = const (fig. 10). 
Le travail fourni par le gaz est égal à 


Va Va 
A= | PdV=RT À ë 


Vi Vs 


V y 
y —RTM. (12.4) 
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Pour faire passer le gaz de l'état initial 7 dans l’état final ? 
on peut utiliser un nombre infini d’autres procédés. On peut, par 
exemple, maintenir constante la pression (ce qui revient à maintenir 
constante la charge appliquée sur le piston) et par échauffement du. 
gaz augmenter son volume jusqu'à la valeur V = V,. Sur la figure 
10 ce processus est représenté par la droite horizontale Z—3; le 
travail fourni par le gaz est alors 
A1 = P;,(V;: — V,). Ensuite, après 
avoir immobilisé le piston, on refroi- 
dira le gaz jusqu’à ce que sa pression 
devienne égale à P,. Ce processus ne 
s'accompagne d'aucun travail; sur la 
figure 10 il est représenté par la droite 
verticale 3—2. Ainsi le système par- 
vient dans le même état final 2 ayant 
fourni un travail 4, = P, (V, — V,)> 
A. Cet exemple montre bien que le 
travail fourni dépend non seulement 
des états initial et final, mais encore Fig. 11 
du procédé utilisé (ou du chemin suivi) 
pour faire passer le système de l’état initial à l’état final. On em 
conclut que le travail n’est pas une fonction d'état. 

4. Si à la suite de plusieurs transformations (ou processus) le- 
système se trouve ramené à son état initial, on dit que le système 
a parcouru un cycle ou effectué une transformation cyclique. Un: 
processus cyclique quasi statique se traduit sur le diagramme VP' 
par une courbe fermée (fig. 11). Le travail fourni par un système 
ayant parcouru un cycle est numériquement égal à l'aire du cycle- 
(surface hachurée sur la figure 11). Si le point figuratif de l’état 
du système parcourt le cycle dans le sens des aiguilles d’une montre, 
le travail fourni par le système est positif. Dans le cas où le parcours. 
se fait dans le sens contraire des aïguilles d’une montre, le travail. 
est négatif. 

5. Nous avons trouvé l'expression du travail élémentaire et. 
avons précisé ses propriétés dans le cas d’un gaz ou d'une substance. 
homogène et isotrope soumise à une pression extérieure invariable. 
Comme l’état interne de tels systèmes est défini par deux paramètres. 
tels P et V, on peut les désigner sous le nom de systèmes simples: 
ou de systèmes à deux degrés de liberté. Ï1 existe des systèmes à plu- 
sieurs degrés de liberté, dont l'état interne est défini par la tempé- 
rature T et plusieurs paramètres extérieurs 4,, @&:, . .., an. Dans. 
ce cas le travail dépend encore du chemin suivi pour faire passer le. 
système de l'état initial à l’état final, mais à la place de la formu- 
le (12.1) on écrira 


SA = À; da + À, da, — ... + À, das, (42.5) 
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où À,, As, ... sont des fonctions des paramètres a;, @, . .. et 
de la température T; on appelle ces fonctions forces généralisées. 
Considérons, par exemple, une 
substance homogène et  isotrope 
ayant la forme d’un parallélépipède 
droit (fig. 12). Sises différentes faces 
sont soumises aux pressions norma- 
les P,,P,,P;,letravail élémentaire 
fourni par lesystème est donné par 
l'expression 


A — PS; dt; + P383 dre + 
+P3S3 dx 


Fig. 12: où dr, drs, dx, sont les accrois- 

: sements des longueurs des arêtes 

du parallélépipède, et S,, S,, S, les aires des faces correspondantes. 

Les . généralisées sont alors À, = P,S,, A, = P,Sa, A3 == 
= PSS 3. 


$ 13. Premier principe de la thermodynamique 
appliqué à un système contenu dans une 
enceinte adiabatique 


4. Soit un système thermodynamique placé dans une enceinte 
qui le sépare des autres corps. Nous supposerons que les parois de 
cette enceinte sont mobiles comme dans le cas d’un cylindre à piston 
mobile contenant un gaz. On peut modifier l'état du système conte- 
nu dans l'enceinte de plusieurs façons différentes. Un de ces procédés 
consiste en un déplacement mécanique de l’une des parois de l'enceinte 
ou, plus généralement, en une variation des paramètres extérieurs 
dont dépend, en plus de la température, l’état interne du système. 
En général ce procédé donne lieu à la production d’un travail méca- 
nique. Le travail des forces extérieures lié au déplacement de la 
paroi ou à une variation des paramètres extérieurs est le travail 
macroscopique fourni au système par le milieu extérieur. Nous note- 
rons ce travail par le symbole 4, pour le distinguer du travail À 
fourni par le système lui-même. Dans le paragraphe précédent 
nous avons établi des formules pour le calcul de À ou de A.,4 dans 
le c1s de transformations quasi statiques pour lesquelles on a tou- 
jours À — —A4,,4. Ici nous considérons un cas plus général où 
la transformation n'est pas nécessairement quasi statique, et donc 
A Æ Aext- 

La production d’un travail n’est pas nécessairement liée à une 
variation de volume du système. Ainsi dans les fameuses expériences 
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de Joule consacrées à la détermination de l'équivalent mécanique 
de la chaleur, les palettes fixes font partie du vase calorimétrique 
contenant le système étudié, par exemple de l’eau. Lorsqu'on met 
en mouvement les palettes mobiles, on fournit au système du tra- 
vail mécanique qui se manifeste par l’échauffement de l’eau conte- 
nue dans le calorimètre. | 

Donnons un autre exemple où l’état interne d'un système se 
modifie lorsqu'on lui fournit du travail mécanique. Prenons un 
tube en plexiglas à parois épaisses à l’intérieur duquel glisse un 
piston bien ajusté. Attachons à la partie inférieure du piston un 
petit morceau de coton-poudre. En enfonçant rapidement le piston, 
l'air contenu dans le tube s’échauffe tellement que le coton-poudre 
s'enflamme (briquet pneumatique). 

On peut modifier l’état des corps contenus dans une enceinte 
sans avoir à déplacer ses parois. Ainsi on peut porter l’eau du calori- 
mètre. de Joule ou l'air contenu dans le tube de plexiglas à la même 
température que celle atteinte par déplacement mécanique, à, l’aide 
d'un bec à gaz. En définitive ces corps se trouveront dans les mêmes 
états finals. L’état des corps contenus dans une enceinte peut aussi 
être modifié en les soumettant à l’action de différents champs de 
force, le champ électrique ou le champ magnétique par exemple. 
D'une façon générale on peut modifier l'état des systèmes enfermés 
dans une enceinte en modifiant les paramètres extérieurs et la tem- 
pérature des corps environnants. 

2. Dans le $ 4 nous avons introduit la notion d'enceinte adiaba- 
tique et donné quelques exemples d’enceintes approximativement 
adiabatiques. Donnons maintenant une définition plus précise de 
l'enceinte adiabatique. Une enceinte est dite adiabatique si l'état 
du système qui s’y trouve enfermé reste invariable quelles que soient 
les variations de la température des corps environnants, les para- 
mètres extérieurs restant constants. Autrement dit, on ne peut 
modifier l’état du système enfermé dans une enceinte adiabatique 
qu’en faisant varier les paramètres extérieurs. Tout système contenu 
dans une enceinte adiabatique est dit adiabatiquement isolé. 

3. La principale proposition qui permet à la thermodynamique 
de généraliser la notion d'énergie est la suivante. Lorsqu'un système 
de corps se trouve dans une enceinte adiabatique, le travail fourni au 
système par les forces extérieures ne dépend que de ses états initial et 
final, sans dépendre du procédé mis en œuvre (ou du chemin suivi) 
pour le faire passer de l'état initial à l’état final. Cette proposition 
ne contredit nullement l’assertion du $ 12 selon laquelle le travail 
fourni dépend du chemin suivi dans les transformations. En effet 
nous envisageons ici non pas toutes: les transitions possibles, mais 
seulement celles qui assurent l'isolement adiabatique du système. 

Nous considérerons-cette proposition comme un postulat expri- 
mant le contenu -du premier principe de la thérmodynamique. Sa 
V—N1734 
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validité est vérifiable par l'expérience. Les expériences directes 
confirmant la validité de ce postulat sont les expériences classiques 
de Joule consacrées à la détermination de l'équivalent mécanique de la: 
chaleur. Files sont universellement connues et il n’est donc pas 
utile de les décrire. Il importe cependant de bien préciser ce que 
démontrent ces expériences. Les parois du calorimètre utilisé dans 
les expériences de Joule peuvent être assimilées avec une bonne 
approximation à une enceinte adiabatique contenant de l’eau ou 
tout autre liquide. L'état du liquide se trouvant au repos dans le 
calorimètre est défini par deux paramètres, par exemple par la 
pression et la température. Dans ces expériences la pression était 
constante, de sorte que l’état du liquide au repos étais complètement 
déterminé par la température qui dans ce cas est le seul paramètre 
variable. L'état du liquide contenu dans le calorimètre peut être 
modifié par différents procédés. On peut utiliser un système de 
palettes fixes et de palettes mobiles de formes différentes fabriquées 
en matériaux différents et on peut en modifier le nombre et la dis- 
position, autrement dit on peut faire varier l’arrangement du calo- 
rimètre. On peut faire tourner les palettes à grande et à petite vites- 
se, d'une façon uniforme ou non uniforme. Le liquide se trouvant 
dans les états intermédiaires peut présenter un écoulement laminaire- 
ou turbulent. Ces divers facteurs se répercutent sur la marche et. 
sur la vitesse d'évolution du phénomène. Or les expériences de 
Joule ont montré que le travail mécanique qu'il faut fournir aw 
système pour le faire passer d'un état strictement défini dans un 
deuxième état aussi bien défini, ne dépend pas du chemin suivi 
pour passer de l’état initial à l’état final. C’est là le résultat essen- 
tiel des expériences de Joule. Un autre résultat est la détermination 
de la valeur numérique de l'équivalent mécanique de la chaleur. 

La justesse du postulat de base du premier principe de la thermo- 
dynamique ne découle pas seulement d’expériences directes comme 
celles de Joule. Ce postulat permet de tirer de nombreuses consé- 
quences et des corrélations quantitatives sans avoir à connaître 
le mécanisme des phénomènes. C'est ce qui en fait toute sa valeur. 
La confirmation expérimentale de ces conséquences et de ces rela- 
tions constitue une preuve plus sûre de la justesse du postulat que 
n'importe quelle expérience directe. 

4. Nous avons encore une remarque à faire qui nous sera utile 
dans le paragraphe suivant. Lorsqu'on met en mouvement les palet- 
tes dans le calorimètre de Joule à parois adiabatiques, l’eau qui y est. 
contenue s’échauffe toujours, mais ne se refroidit jamais. On ne peut 
faire revenir l'eau de son état final à son état initial d'une façon 
adiabatique par mise en rotation des palettes. Plus tard nous dé- 
montrerons, en nous appuyant sur le second principe de la thermo- 
dynamique, que si l'eau est adiabatiquement isolée, aucun procédé 
ne peut permettre de lui faire retrouver son état initial. Cette asser- 


st L'ÉNERGIE INTERNE 51 


tion vaut pour n’importe quel système thermodynamique. Lorsqu'un 
système adiabatiquement isolé passe de l’état 4 à l’état 2, la trans- 
formation adiabatique inverse peut s'avérer irréalisable. Aïnsi il 
n’est pas toujours possible de faire passer un système d'un état 
à un autre par une transformation adiabatique. Mais quels que 
soient les états 1 et 2 considérés, l'expérience montre que l’une des 
deux transformations adiabatiques est toujours possible, que ce 
soit de l’état 4 à l’état 2 ou de l'état 2 à l’é:at 1 *). Pour réaliser 
ces transitions entre états, les seules transformations quasi statiques 
ve suffisent plus et il faut faire intervenir des transformations adiaba- 
tiques hors d'équilibre. Considérons, par exemple, deux états de 
l'eau contenue dans le calorimètre de Joule: l’état 1 à 20 °C et 
l’état 2 à 30 °C. Comme la pression est maintenue constante dans 
le calorimètre, l’état de l’eau est complètement défini par sa tem- 
pérature. Il est impossible de faire passer adiabatiquement l’eau 
de l'état 2 de plus haute température à l'état 1 de température plus 
basse, bien que la transformation adiabatique inverse de 1 à 2 soit 
possible et se réalise dans les expériences de Joule. 


:$ 14 L'énergie interne 


1. La notion d’énergie interne ne s'applique qu'aux états d’équi- 
libre des systèmes thermodynamiques. Nous supposerons donc dans 
tout ce qui suit que les états initial et final des systèmes sont des 
états d'équilibre. Quant aux transformations assurant le passage 
de l’état initial à l’état final, ils peuvent être hors d'équilibre, de 
même que tous les états intermédiaires du système. 

On appelle énergie interne U d'un système une fonction d'état 
telle que son accroissement, lors des transformations évoluant dans une 
enceinte adiabatique, est égal au travail fourni au système par les 
forces extérieures pour le faire passer de l’état initial à l’état final. 
L'introduction de cette nouvelle fonction d'état résulte de ce que 
le travail fourni au systime en régime adiabatique ne dépend que 
de l'état initial et de l’état final du système, mais ne dépend pas 
du procédé utilisé pour réaliser cette transition. Nous noterons par 
l'indice 1 l’état initial et par l'indice 2 l’état final. Pour un système 
placé dans une enceinte adiabatique, nous écrirons done 


U,—U,= At, (14.1) 


*) Comme on le verra plus tard, le second principe de la thermodynamique 
introduit une nouvelle fonction d'état des systèmes, dénommée entropie, dont 
la mise en œuvre permet de formuler un critère général de la réalisabilité des 
processus envisagés. Selon ce critère, dans un système adiabatiquement isolé, 
les seuls processus possibles sont ceux pour lesquels l’entropie augmente ou 
reste invariable. 


[La 
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où VU, et U, sont les énergies internes du système dans les états 1 
et 2 et Atxt est le travail fourni par les forces extérieures au système 
lorsqu'il passe de l’état 1 à l’état 2 en suivant un chemin quelconque. 
Il va de soi que le terme « accroissement » doit être pris dans sa 
signification algébrique et non arithmétique. L'énergie interne d’un 
système peut croître ou décroître et le travail A®xt peut être positif 
ou négatif. 

I1 peut arriver que le passage adiabatique de l’état 1 à l'état 2 
soit impossible. La définition (14.1) est alors dénuée de sens. Or 
nous avons signalé au paragraphe précédent que dans ce cas on peut 
s'attendre à la transformation adiabatique inverse de l’état 2 à l'é- 
tat 1. C’est cette transformation-là que l’on doit utiliser pour déter- 
miner la variation d'énergie interne, ce qui revient à remplacer 
la formule (14.41) par la formule 


Ui—U,= Ag. (14.2) 


Ainsi, utilisant soit la transition adiabatique 1 —+ 2 soit la transi- 
tion adiabatique inverse 2 —+ 1, on arrive toujours à déterminer la 
différence des énergies internes correspondant aux états 1 et 2 quel- 
conques. 

2. Comme toute énergie, l'énergie interne n'est déterminée qu’à 
une constante additive près. Le caractère non univoque de cette 
grandeur ne peut se répercuter sur le contenu réel des lois physiques. 
Ce n’est pas l’énergie elle-même mais les différences d'énergie corres- 
pondant à des états différents qui importent, puisque leurs valeurs 
ne dépendent pas du choix de la constante arbitraire. L'un des 
états, peu importe lequel, peut être pris pour état zéro et on posera 
que dans cet état l'énergie interne du système est nulle. L'énergie 
interne dans n'importe quel autre état devient alors parfaitement 
définie. On peut alors donner la définition suivante de l'énergie 
interne. L'énergie interne d'un système se trouvant dans n'importe 
quel état d'équilibre est égale au travail que doivent fournir les forces 
extérieures pour faire passer le système par un procédé adiabatique 
quelconque de l’état zéro à l'état considéré. Si la transformation envi- 
sagée est impossible, on aura recours à la transformation inverse 
et la définition ci-dessus devra être remplacée par la suivante. 
L'énergie interne d'un système se trouvant dans n'importe quel état 
d'équilibre est égale au travail changé de signe que doivent fournir les 
forces extérieures pour faire passer le système par un procédé adiabatique 
quelconque de l'éfat considéré à l'état: zéro. 

3.4Si on adopte un autre état de référence, les valeurs de l'énergie 
interne de tous ‘les autres états varieront d’une même quantité. 
Soient O,.0” et 1 trois états arbitrairement choisis d'un système 
thermodynamique, les états O et O0" étant les deux états de réfé- 
rence. Notons Ü'.ét Ui les énergies internes du système à l’état 7 
lorsqu'on les rapporte aux états de référence O et O'.. Puisqu’il est 
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toujours possible de réaliser une transformation adiabatique assurant 
le passage d’un état quelconque à un autre état tout aussi arbitraire- 
ment choisi, on peut envisager les quatre cas différents représentés 


0e ———— 01 0e =—— 1! 
ÿ'e ÿ'e 
2) b) 
0e —— ©] fe =———— CHI 
g’e o) Fe d) 
Fig. 143 


sur la figure 13. Les flèches indiquent les sens des transformations 
adiabatiques. Dans le cas a nous choïsirons, pour déterminer l’éner- 
gie U,, la transformation adiabatique 

faisant passer le système de l’état O” à De — à) 


l’état Z par l’état intermédiaire O, donc 
suivant le chemin O'’O1. Par définition 
de l'énergie interne on a 

U;= Ao:0+ 4, ‘ 


Ui= Aos, Uoo = 400. Fig. 14 
Par suite 
EE LEO (14.3) 


Cette même relation s'applique à tous les autres cas. En effet dans 
le cas d le même raisonnement vaut pour la transformation inverse 
100". Dans le cas b on peut envisager deux alternatives suivant 
que l’une ou l’autre des transformations adiabatiques O0’ — 1 ou 
1 — 0" est réalisable. Il suffit de considérer une seule transforma- 
tion, par exemple la première (fig. 14). Pour une transformation 
adiabatique faisant passer le système de O’ en O par l'intermédiaire 
de l’état Z, on doit avoir 


Uoo’ = 401 + 410 = Ug Us. 


résultat identique à (14.3). Nous voyons ainsi que la différence 
U; — U, ne dépend pas du choix de l'état 7, n'étant déterminée 
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que par le choix des états O et 0’. Or c'est ce que nous voulions dé- 
montrer. Le cas c est en tout point analogue au cas b. 

4. Pour les processus quasi statiques A°xt — — 4. On peut alors 
remplacer (14.1) par l'égalité 


U,—U,=A (14.4) 


qui signifie que dans les transformations adiabatiques le travail 
fourni par le système l’est aux dépens de son énergie interne. 


5. Nous voulons signaler une difficulté inhérente à notre procédé d’intro- 
duction de la notion d'éncreie interne. Aux très hautes températures toutes les 
substances passent à l’état de gaz complètement ou partiellement ionisés, appelés 
plasma. 11 n'existe donc aucun matériau pouvant constituer une enceinte Arabe 
tique pour le confinement du plasma *). 


Cet exemple montre qu’il n’est pas toujours possible de réaliser même ap- 
proximativement un isolement adiabatique du système. Dès lors la notion 
d'enceinte adiabatique devient une abstraction vidée de tout contenu réel. 
Simultanément la définition de l'énergie interne fondée sur la mise en œuvre 
d’une enceinte adiabatique perd toute signification. Il n'existe qu’une seule 
voie pour surmonter cette difficulté : s'appuyer sur les conceptions de la théorie 
cinétique et moléculaire. Selon cette théorie, l'énergie interne d'un corps est 
définie comme la somme de l'énergie cinétique des mouvements internes des 
particules qui le constituent et de l'énergie potentielle des champs de force 
assurant l'interaction de ces particules (molécules, atomes, électrons, etc.). 
Néanmoins si les températures en cause ne sont pas trop grandes, la définition de 
l'énergie interne fondée sur la notion d'enceinte adiabatique est parfaitement 
utilisable et correspond d'ailleurs parfaitement à l'esprit de la thermodynamique 
axiomatique, : 


6. Il importe de remarquer que lorsqu'on invoque l'énergie 
interne on n'a à tenir compte ni des mouvements macroscopiques 
du système, ni des actions qu'exercent sur celui-ci les champs de 
force extérieurs. L'énergie interne ne dépend que des paramètres 
caractérisant l’état interne du corps et ne peut être affectée explici- 
tement par ses mouvements macroscopiques ou par l’action des 
champs extérieurs. En toute rigueur la notion d'énergie interne 
ne concerne que les corps à l’état d'équilibre thermodynamique. 
On ne peut l'appliquer à des états hors d'équilibre que lorsque le 
système de corps considéré peut être subdivisé en des parties macro- 


*) On ne peut assurer le confinement du plasma qu'à l’aide de champs de 
force. Dans les étoiles le confinement du plasma est réalisé par les champs de 
gravitation. Sur la Terre le problème du confinement de plasmas chauds fut posé 
à l’occasion des tentatives de produire de l'énergie au moyen d’une réaction de 
fusion contrôlable. On essaye de confiner le plasma par d’intenses champs magné- 
tiques qui agissent sur les particules chargées constituant le plasma. Ce procédé 
ne permot cependant pas de réaliser un isolement adiabatique complet du système, 
ne serait-ce que parce que le plasma étant très chaud perd de l'énergie sous forme 
de rayonnement électromagnétique. D'autre part, les champs de confinement 
exercent une influence sur l'état du plasma ot par suite modifient sa réserve 
d’énergie. 
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scopiquement petites, chacune se trouvant à l'instant considéré 
pratiquement dans un état d'équilibre. Les parties macroscopique- 
ment petites du système peuvent être animées de vitesses différentes, 
être soumises à des pressions différentes et avoir des températures 
différentes. Dans ces conditions l'énergie totale du système se 
compose : 1) de l’énergie cinétique des mouvements de ses différen- 
tes parties macroscopiques, 2) de l'énergie potentielle du système 
par rapport aux champs de force extérieurs et 3) de son énergie 
interne. 

L'énergie interne est elle-même égale à la somme des énergies 
internes des sous-systèmes mucroscopiques résultant d’une subdivi- 
sion imaginaire du système considéré et des énergies d'interaction 
de ces sous-systèmes. L’interaction entre les sous-systèmes est 
assurée par les forces moléculaires dont le rayon d'action est de 108 
à 10-7 cm. Par suite l'énergie d'interaction mutuelle des sous-systè- 
mes macroscopiques est proportionnelle à l'aire de leurs surfaces 
de séparation. Cette énergie est dite énergie superficielle. Dans la 
majorité des cas on n’en tient pas compte, car elle ne concerne que 
les molécules d'une couche limite de faible étendue dont le volume 
est très petit par rapport aux volumes des sous-systèmes. Dans cette 
approximation l'énergie interne jouit de la propriété d’additivité: 
l'énergie interne d'un système est égale à la somme des énergies 
internes de ses parties constitutives. Il n’est cependant pas toujours 
possible de négliger l'énergie superficielle. On ne peut le faire, par 
exemple, dans l’étude de la fension superficielle puisque ce phéno- 
mène est déterminé par l'existence de l'énergie superficielle. 

Si l’enceinte adiabatique contenant le système est indéformable, 
le travail fourni par le système est nul, quelles que soient ses trans- 
formations. En l'absence des champs de force extérieurs, le système 
se comporte comme un système isolé ou fermé. Dans toutes les 
transformations l'énergie interne du système reste constante. 

7. La définition thermodynamique de l'énergie interne donnée 
ci-dessus suggère un procédé de mesure de cette grandeur. On doit 
isoler adiabatiquement le corps et mesurer le travail fourni à ce 
corps par les forces extérieures lorsqu'il passe par un chemin quel- 
conque de l'état de référence à l'état considéré ou dans le sens inverse. 
Ce procédé permet de trouver l'énergie interne en fonction des para- 
mètres macroscopiques caractérisant son état actuel. 

En procédant ainsi on réalisera une « graduation en énergie » 
de ce corps en ce sens qu’on fera correspondre à chacun de ses états 
une valeur bien déterminée de son énergie interne. Un corps ainsi 
« gradué » peut servir de calorimètre pour la mesure de l'énergie 
interne d'autres corps. En fait tout calorimètre est un corps placé 
dans une enceinte adiabatique indéformable qui a été préalablement 
graduée en énergie interne. Un tel corps est appelé corps calori- 
métrique. On placera dans la même enceinte les autres corps dont 


56 PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE {CH. TT 


on veut mesurer l'énergie interne. Une masse déterminée d’eau ou 
de tout autre liquide peut servir de corps calorimétrique. L'énergie 
interne des liquides ne dépend pratiquement que de la température 
puisque la pression est généralement maintenue constante ou ne 
varie que fort peu. Or du fait de la faible compressibilité des liquides, 
les petites variations de pression n'affectent pratiquement pas leurs 
énergies internes. Ainsi la mesure de l'énergie interne d'un corps 
se ramène à la mesure plus commode de sa température. Si la tem- 
pérature du corps immergé dans le calorimètre est différente de la 
température de celui-ci, un processus d’égalisation des températures 
s'établit aussitôt. Les énergies internes du corps et du calorimètre 
varieront jusqu’à ce que la température du système devienne uni- 
forme. L'énergie interne perdue par le corps sera égale à l’accroisse- 
ment d'énergie interne du calorimètre, puisque le corps et le calo- 
rimètre constituent un système fermé dont l’énergie ne peut varier. 
Ainsi, connaissant la variation d'énergie interne du calorimètre, 
on détermine la variation correspondante de l'énergie interne des 
corps à étudier. Du point de vue de notre exposé les recherches 
classiques de Joule sur l'équivalent mécanique de la chaleur se 
ramènent à une graduation du calorimètre à circulation d'eau en 
unités mécaniques de l'énergie. 


$ 15. Quantité de chaleur. 
Formulation mathématique du premier principe 
de la thermodynamique 


1. Lorsqu'un système est enfermé dans une enceinte adiabatique, 
on ne peut faire varier son énergie interne qu’en lui fournissant 
un travail macroscopique; pour cela il faut faire varier les para- 
mètres extérieurs. Dans le cas où le système ne serait pas isolé 
adiabatiquement, on pourrait faire varier son énergie interne sans 
lui fournir de travail macroscopique. Ainsi en mettant en contact un 
corps chaud avec un corps froid, on fait passer de l’énergie interne 
du premier corps au second, sans qu'aucun travail macroscopique 
ne leur soit fourni. 

On appelle échange de chaleur le processus d'échange d'énergie 
interne par des corps en contact ne s’accompagnant d'aucune production 
de travail macroscopique. L'énergie transmise par échange de chaleur 
à un corps par le milieu ambiant est dite quantité de chaleur reçue par 
le corps. 

La variation d'énergie interne se produisant lors d'un échange 
de chaleur est déterminée en fait par le travail de certaines forces 
extérieures. Mais ce n’est pas un travail macroscopique lié à la 
variation des paramètres macroscopiques extérieurs ; c’est un fravail 
microscopique résultant des travaux fournis par les forces moléculaires 
qu'’exercent les molécules et les atomes du corps sur les molécules 
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et les atomes du milieu ambiant. Lorsqu'on met un corps en contact. 
avec un gaz chaud, le transfert de chaleur du gaz au corps s'effectue: 
grâce aux chocs des molécules du gaz avec les molécules du corps. 

2. Nous allons donner maintenant une 
formulation mathématique du premier 
principe de la thermodynamique tenant 
compte des échanges dechaleur. Mettons 
le système thermodynamique 7 à étudier 
en contact thermique avec un système 
IT (fig. 15). Plaçons le système global 
I + IT dans une enceinte  adiabatique 
tout en: veillant à ce que la frontière AB 
entre les systèmes Z et II ne s'oppose 
pas aux échanges de chaleur. Dans ces 
conditions le système Z -+ ZI ne peut 
échanger de chaleur avecle milieu am- 
biant, mais rien ne s'oppose à l'échange 
de chaleur entre les systèmes Z et II. Fig. 15 
Supposons encore que l’enceinte dans 
laquelle est placé le système 7 est indéformable, de sorte 
que le système /7 ne peut fournir aucun travail, tandis que le 
système J, lui, peut fournir du travail au milieu environ- 
nant. Sur la figure 15 le système J se présente sous forme d’un cylin- 
dre fermé par un piston mobile non conducteur de la chaleur. Les. 
parois du cylindre sont adiabatiques tandis que son fond AB est. 
perméable à la chaleur. Sur la figure les parois adiabatiques sont 
représentées par un trait double et la paroi conductrice AB par un 
trait simple. 

Supposons que le système Z + II soit passé d'un état arbitraire À 
à un état 2 et qu'il ait fourni un travail À,, aux corps extérieurs. 
Ce travail a été produit par le seul système 7. Or comme le système 
composé J + IT est adiabatiquement isolé, on a 


Aw= (UV; +0) —(U:+U,), 


où U est l'énergie interne du système Z et U” celle du système ZI. 
Comme c'est le comportement du seul système Z qui importe, nous 
récrirons la relation précédente comme suit: 


Au =Us—Ui+(U;—U,). 


Par définition la diminution d'énergie interne du système II est. 
égale à la quantité de chaleur reçue par le système Z au cours de læ 
transformation considérée. En désignant cette quantité de chaleur 
par @, nous avons par définition 


Q=U;—U; = —AU!, (45.1} 


58 PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE [CH. II 


æt la relation précédente s'écrit maintenant 
Q=U;—-U, + A, (15.2) 


Cette équation est l’expression mathématique du premier principe 
-de la thermodynamique. Elle montre que {a chaleur Q reçue par le 
système est utilisée pour accroître son énergie interne d'une quantité 
AU = U, — U, et pour fournir du travail au milieu extérieur. 

3. Pour mieux dégager la notion de quantité de chaleur, il est 
utile de faire la remarque suivante. Selon la définition donnée, 
on évalue la grandeur Q en déterminant non pas le changement d'état 
du système I concerné, mais le changement d'état du système IT avec 
lequel le système I échange de la chaleur. S'il n'en était pas ainsi, 
la relation (15.2) aurait exprimé non pas une loi physique, mais une 
simple définition de la quantité de chaleur Q. Mais si on définit 
la grandeur Q par mesure de la variation de l'énergie interne du 
système ZI, la relation (15.2) est une assertion physique susceptible 
d'être vérifiée par l'expérience. En effet les trois grandeurs U, — U;, 
A, et Q figurant dans (15.2) peuvent être mesurées indépendamment 
les unes des autres, ce qui permet de vérifier si les résultats des 
mesures satisfont ou non à la relation (15.2). Rappelons que la 
notion quantitative de chaleur apparut à la suite de mesures calori- 
métriques où on évaluait la quantité de chaleur fournie à un corps 
en mesurant la variation de température du calorimètre après que 
celui-ci ait échangé de la chaleur avec le corps à étudier. Ces consi- 
dérations cadrent bien avec la définition de Q, résultant de la rela- 
tion (15.1), où le système ZZ joue le rôle de calorimètre. 

4. La relation (15.2) reste valable dans le cas général, i.e. quels 
que soient les changements d'état du système 7. Quant à l’expres- 
‘sion (15.1) elle doit être généralisée. Supposons, par exemple, que 
le système composé Z + JT est placé dans une enceinte adiabatique 
‘et que l’enceinte entourant le système ZI est élastique. Dans ces 
conditions le système ZI peut fournir du travail. Si on désigne par 
Atot le travail total fourni par le système composé 7 + ZT, on doit 
“avoir 


Atot = Ui=Us+(U;—U,). 
Ce travail total se compose du travail A,, fourni par le Dar I 
et du travail À,, fourni par le système 11: At = Aa + 
“On peut donc mettre la relation précédente sous Ta forme (15. 63 
à condition de définir la grandeur Q@ par l'expression suivante: 
Q=U;—U,—A,;.. (15.3) 


5. Appliquée à une transformation infiniment petite ou à une 
transformation quasi statique élémentaire, l'équation (15.2) s'écrit 


<omme suit : 
| 6Q = dU + 6A (15.4) 
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ou 


8Q = dU + P dv. (15.5) 


Dans le cas d’une suite cyclique de transformations, c'est-à-dire 
d'un processus ramenant le système à son état initial, on a U, = U,, 
d’où Q@ = A. Dans un processus cyclique toute la chaleur reçue 
par le système est utilisée pour fournir du travail au milieu exté- 
rieur. 

Dans le cas où U, = U, et Q = 0, on a À = 0. Ceci signifie 
qu'il est impossible d'imaginer une transformation dont lunique 
résultat seraitfune production de travail ne s'accompagnant d'aucune 
variafion des paramètres d’autres corps. Le mécanisme qui aurait été 
<apable de réaliser une telle transformation a été dénommé perpetuum 
mobile. Le premier principe de la thermodynamique affirme ainsi 
l'impossibilité de réaliser un perpetuum mobile. Durant des siècles 
d'innombrables tentatives furent faites pour élaborer un perpetuum 
mobile et comme elles se soldaient toujours par des échecs, l’impos- 
sibilité du perpetuum mobile fut érigée en principe équivalent au 
principe de la conservation de l'énergie. 

6. Il est bien évident que les unités de mesure du travail et de 
l'énergie peuvent servir d'unités de mesure de la quantité de cha- 
leur, mais historiquement il en fut tout autrement. Tant que la 
théorie cinétique de la chaleur ne fut pas admise, on utilisait pour 
ces grandeurs des unités de mesure spéciales. Tout autant pour la 
recherche théorique que pour la pratique industrielle il est commode 
de pouvoir utiliser les mêmes unités de mesure pour toutes ces 
grandeurs, afin d'éliminer entre toutes les relations les facteurs 
numériques représentant les coefficients de conversion des unités 
thermiques en unités mécaniques et vice versa pour la quantité 
de chaleur. Dans le système SI l'unité de quantité de chaleur est le 
joule et dans le système C.G.S$. c'est l'erg. Du temps de la théorie 
de phlogistique on avait introduit une unité spéciale de quantité 
de chaleur — la calorie. La calorie ou la gramme-calorie est la quantité 
de chaleur nécessaire pour élever de 1 °C la température de un gramme 
d'eau pure. Mille calories constituent une kilocalorie. Pour être plus 
précis, on distinguait la calorie à 0°, la calorie à 15°, la calorie 
à 20° et ainsi de suite. La calorie à 20° était définie comme la quan- 
-tité de chaleur nécessaire pour faire passer la température de 4 g 
d’eau pure de 19,5 à 20,5 °C. Actuellement il n’est nul besoin d’avoir 
une unité de mesure spéciale pour la quantité de chaleur, de sorte 
que la calorie ne fait pas partie des unités de mesure des systèmes 
SI et C.G.S. ; c'est une unité hors système. Mais par suite des habitu- 
des et du caractère concret de la calorie, on continue à l'utiliser 
dans certains cas particuliers. On utilise actuellement la kilocalorie 
internationale qui contient par définition 4,1868 kilojoules. La mil- 


&ll PREMIER PRINCIPE DË LA THERMODYNAMIQUE (GE. IF 


lième partie de celle-ci est la calorie. Il est utile de remarquer que 
la constante universelle des gaz R exprimée en calories est égale à 


R — 1,9858 cal/(K -mole) & 2 cal/(K-mole). 


$ 16. Dans quel cas peut-on utiliser la notion 
de quantité de chaleur contenue 
dans un corps ? 


1. La quantité de chaleur reçue par un corps n'est pas une fonction 
d'état. Pour s’en rendre compte il suffit de considérer l'équation 
(15.3). En effet la différence U, — U, ne dépend que de l'état initial 
et de l’état final, tandis que le travail 4,, dépend du chemin suivi 
pour passer d’un état à un autre. Par suite la quantité de chaleur 
Q = U, — U, + A,, dépend elle aussi du chemin suivi, donc du 
procédé qui avait été mis en œuvre pour ramener le système dans 
l’état considéré. Or cela signifie que la grandeur @ n'est pas une 
fonction d'état du système et que l'on peut amener le système dans 
l'état considéré par un nombre infini de procédés. Dans tous ces 
procédés on communique au système la même énergie interne, mais 
la répartition de cette énergie en travail et en chaleur fournie aw 
système est différente suivant le procédé. Si on connaît l'état du 
système sans connaître le procédé mis en œuvre pour l’amener dans 
cet état, on ne peut connaître la quantité de chaleur emmagasinée 
dans le système pendant la transformation qui l’amena dans l'état 
considéré. En ce sens on ne peut parler de la quantité de chaleur 
emmagasinée ou contenue dans le corps. Mais on peut fort bien’ 
indiquer quelle réserve d'énergie interne renferme un système puis- 
que celle-ci ne dépend pas du procédé qui avait été utilisé pour 
arriver à l’état considéré. Il ne convient cependant de parler de la 
quantité de chaleur fournie au corps que si on connaît la transforma- 
tion qui amena le système dans l'état considéré. 


L’analogie suivante peut aider à saisir le fond de la question. Soit un lac 
alimenté en eau par un fleuve et par les pluies. On peut fort bien évaluer la 
quantité d'eau qui.est déversée journellement dans le lac par le fleuve et la 
quantité d’eau déversée par jour par les pluies. Mais il serait absurde d'affirmer, 
sans se référer au mode d'aliieniation: que le lac contient tant de mètres cubes 
d’eau de rivière et tant de mètres cubes d’eau de pluie. Le lac ne contient qu'une 
seule sorte d’eau qui s'y accumule par des voies différentes. Il en est de même 
de l'énergie interne contenue dans un corps et il est dénué de sens de dire qu'elle 
comporte tant d'unités de travail et tant d'unités de chaleur. Quelles que fussent 
les transformations à la suite.desquelles le corps accumula son énergie interne, 
sa subdivision en travail et en chaleur n’a pas de sens. 


2. Un terme largement répandu est l’« énergie thermique ». 
En aucun cas on ne doit l’interpréter comme la quantité de chaleur 
mise en réserve par un corps lors d’un échange de chaleur. On doit 
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entendre par énergie thermique l'énergie interne d'un corps; le 
terme « énergie thermique » est donc superflu. Mais si on l'interprète 
correctement on peut l'utiliser afin de faire ressortir la filiation du 
terme scientifique « énergie interne » et des sensations physiologiques 
de chaud et de froid qui se trouvent à son origine. D'autre part, le 
terme « énergie thermique » exprime parfaitement bien le fait qu'il 
s'agit de l'énergie déterminée par le mouvement désordonné des 
molécules et des atomes à l’intérieur des corps. En thermodynamique 
tout corps ayant une réserve d'énergie thermique (interne) est 
appelé source de chaleur. 

On dit aussi d'une source de chaleur qu'elle est un réservoir de 
chaleur. Mais dans ce dernier cas on doit entendre par chaleur l'éner- 
gie interne et non pas la quantité de chaleur accumulée par le corps 
par échange de chaleur. Ces ambiguïtés terminologiques, tout comme 
le terme « quantité de chaleur», sont un héritage de la théorie du 
phlogistique. Cette théorie considérait la chaleur comme un fluide 
hypothétique impondérable, contenu dans tous les corps et ne pou- 
want être ni créé ni détruit. On invoquait une loi de conservation 
du phlogistique analogue à la loi de la conservation d’une substance 
ordinaire. Dans le cadre de cette conception il était tout indiqué 
de parler d’une réserve de chaleur ou de phlogistique, sans avoir 
à préciser par quel procédé le corps fut amené dans l’état considéré. 
Ces conceptions aujourd’hui périmées subsistèrent longtemps dans 
des sciences, car elles se trouvaient confirmées par les mesures calo- 
rimétriques et certains phénomènes naturels. Aujourd’hui encore 
on raisonne souvent en calorimétrie comme s’il existait une « loi 
de conservation de la quantité de chaleur ». C'est ce que l'on fait 
lorsqu'on calcule la température d’un mélange de deux liquides ou 
da capacité calorifique des corps dans les mesures calorimétriques. 
Cette conception est utilisée également dans la théorie mathémati- 
que de la conductibilité thermique dont les fondements ont été 
établis par le mathématicien français Fourier (1768-1830) au début 
du XIX® siècle et dont l'œuvre conserve encore toute son importance. 
La théorie mathématique de la conductibilité thermique des corps 
solides et liquides part de l'idée que quelles que soient Les transfor- 
wmations subies par les corps, la chaleur ne peut être ni créée ni 
détruite et ne fait que se déplacer d’une région de l'espace à une 
autre. Cette conception est contraire à la théorie mécanique de la 
chaleur, mais il existe des conditions où les phénomènes évoluent 
comme si cette conception était correcte. Il est non seulement histo- 
riquement intéressant de préciser ces conditions, mais il est nécessai- 
re de le faire pour une meilleure compréhension des questions étudiées. 

3. La notion de quantité de chaleur considérée comme une entité 
bien définie contenue dans les corps et conservative découle d’expé- 
riences où on imposait certaines, limitations aux transformations 
du système. Considérons, par exemple, un système enfermé dans 
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une enceinte adiabatique. Subdivisons-le en pensée en deux sous- 
systèmes B et C en contact mutuel le long d’une certaine surface. 
Ni l’un ni l'autre sous-système n’est donc plus adiabatiquement. 
isolé et si la transformation se produisant dans l’enceinte est quasi 
statique, l'application du premier principe aux deux sous-systèmes 
conduit aux résultats suivants : 


Q°=UE — UB+ 4”, 
Q°=US-UE+ 4°, 


où @8B et QC sont les chaleurs reçues et AB et AC les travaux fournis: 
par les sous-systèmes B et C. En supposant que l'énergie interne: 
du système tout entier est égale à la somme des énergies internes. 
des sous-systèmes: U = UB + UC, on obtient en additionnant les 
égalités ci-dessus : 


Q8 + Q = (Us — V3) + (48 + AO). 


Le travail AB fourni par le sous-système B se compose du travail. 
fourni aux corps extérieurs et du travail fourni au sous-système C. 
Il en est de même du sous-système C. Du fait de l'égalité de l’action 
et de la réaction, le travail que B fournit à C est égal et opposé au 
travail que fournit € à B. Par suite ces travaux doivent être soustraits: 
de la somme AB + AC, ce qui donne AB + AC = À, À étant le 
travail fourni par le système tout entier aux corps extérieurs. Par- 
conséquent : 


QB + QG U, — U, + 4. 
Mais pour lesystème adiabatiquement isolé U, — U, — À, et donc: 


QB + QC = 0. 


La quantité de chaleur reçue par le sous-système B est égale et 
opposée à la quantité de chaleur reçue par le sous-système C. On en 
conclut que dans un système adiabatiquement isolé tout se passe- 
comme si la « loi de conservation de la quantité de chaleur » était 
vérifiée. 

Ce résultat s'applique à un cas plus général. Supposons qu'un: 
système thermodynamique enfermé dans une enceinte adiabatique- 
se compose de r sous-systèmes qui sont immiscibles, ne réagissent. 
pas entre eux (chimiquement) et ont des températures différentes. 
Entre tous ces sous-systèmes ne peuvent se produire que des échanges 
de chaleur. En notant Q; la chaleur reçue par le i-ème sous-système.. 
on à 
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4. Etudions maintenant les transformations à volume constant. 
et à pression constante. Ce sont des transformations de ce type qui 
furent à l’origine de la « loi de conservation de la quantité de cha- 
leur », car toutes les expériences de calorimétrie étaient effectuées 
soit à volume constant, soit à pression constante, de même d'ail- 
leurs que les études de la conductibilité thermique des corps. Si le- 
volume est maintenu constant, le travail 4,, est nul et la formu- 
le (15.2) se transforme en 


Q=U,—U, = AU (V = const). (16.1 
Si on maintient constante la pression, on a 4,9, = P (V, — V,) - 


— À (PV), d'où 
Q = AU + A (PV). 
Introduisons une nouvelle grandeur définie par 
I = U + PY. (16.2) 


Il est clair que cette grandeur est une fonction d'état, puisque les 
grandeurs Ü, P, V le sont. On peut écrire alors 


Q=1,—1,= AI (P = const). (16.8) 


La fonction 7 joue en thermodynamique un rôle fort important ; 
on l’appelle enthalpie. Parfois on l’appelle contenu de chaleur, mais, 
ce terme étant malencontreux, nous ne l’utiliserons pas. On peut 
définir l'enthalpie comme la fonction d'état dont l'accroissement dans: 
une transformation isobare représente la chaleur reçue par le système. 

Ainsi, à volume constant, la chaleur Q est égale à l’accroisse- 
ment de l’énergie interne du système, tandis qu’à pression constante 
la chaleur Q correspond à l’accroissement de l’enthalpie du système. 
-Dans les deux cas la grandeur Q ne dépend pas du chemin suivi et. 
dépend uniquement de l’état initial et de l’état final du système. 
C'est pour cela qu’en se fondant sur les résultats d'expériences 
effectuées à volume ou à pression constants, on avait été conduit 
à concevoir une grandeur @ qui, étant contenue dans le corps, ne 
dépendait pas du procédé mis en œuvre pour le faire passer de son 
état de référence à l'état considéré. La signification de la grandeur @ 
est différente suivant qu’on envisage des transformations à volume 
constant. ou à pression constante. Dans le premier cas Q représente 
l'énergie interne et dans le second l’enthalpie. Or comme les pre- 
mières expériences concernaient des corps solides et liquides caracté- 
risés par de faibles coefficients de dilatation thermique, les expéri- 
mentateurs ne purent s’apercevoir de cette distinction. Dans les 
deux cas il y a conservation de la grandeur @, mais cette conservation 
se ramène à la loi de conservation de l'énergie. 

5. Puisque ni la chaleur ni le travail ne sont pas des fonctions 
d'état, nous noterons les quantités infiniment petites de chaleur 
et de travail 6Q et 64 et non pas dQ et dA, afin d'indiquer que les 
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quantités 6Q et Ô4 ne sont pas des différentielles totales et ne peu- 
vent donc être représentées toujours comme des accroissements infi- 
niment petits d’une fonction d’état. On ne peut le faire que dans 
des cas particuliers, par exemple pour 6Q dans le cas des transforma- 
tions à volume constant ou à pression constante. Les quantités 
&Q et 6A sont des quantités infinitésimales, mais ne sont pas des 
accroissements de fonctions déterminées. Par contre les accroisse- 
ments infiniment petits d'énergie interne, d’enthalpie, de pression, 
de volume, de température, etc., seront notés dU, dl, dP, dV, 
AT, etc., afin de bien marquer que ces quantités sont des différentiel- 
des totales et peuvent donc être toujours considérées comme des 
accroissements infiniment petits des fonctions d'état U, 7, P, V, 
T, ... Si on oubliait que les quantités telles que 8Q et 6A ne sont 
pas des accroissements de fontions d'état et si on les traitait comme 
des différentielles totales, on serait conduit à des erreurs grossières. 
Nous en donnerons des exemples au $ 47. 


$ 17. La loi de Hess 


1. Appliquons les équations (16.1) et (16.3) à des réactions chimiques. En 
‘thermochimie on désigne par chaleur de réaction la quantité de chaleur libérée par 
da réaction chimique. Si la réaction conduit à la formation d’un composé défini, 
on désigne la chaleur de réaction sous le nom de chaleur de formation de ce com- 
posé. On dit que la réaction est exothermique si elle donne lieu à un dégagement 
de chaleur; si la réaction absorbe de la chaleur, on dit que c'est une réaction 
-endothermique. Dans le premier cas la chaleur de réaction est considérée comme 
‘positive et dans le second cas comme négative. En notant W la chaleur de 


xéaction on peut écrire W — —Q. Si la réaction évolue à volume constant, 
d'application de (16.1) conduit à 
Wy = U; — U; = —AU. (17.1) 


L'indice V sert à indiquer que pendant la réaction le volume du système est 
maintenu constant. De même, dans le cas d’une réaction évoluant à pression 
constante, on tire de (16.3) 


N:= = AT, (17.2) 


I1 résulte directement des équations (17.1) et (17.2) que la chaleur de réaction 
ne dépend que de la nature et de l'état physique des corps initiaux et des produits 
-de la réaction et ne dépend pas des étapes intermédiaires de la réaction. Cette pro- 
position fut empiriquement établie en 1840 par le chimiste russe G.I. Hess 
(1802-1850) bien avant que fût formulé le premier principe de la thermodyna- 
mique dont elle est une conséquence directe. Cette proposition s'appelle Loi ou 
règle de Hess. 11 est bien évident que cette loi s'applique aux réactions évoluant 
à volume constant ou à pression constante. 

2. Dans le cas où les substances initiales et les produits de la réaction sont 
tous des corps solides ou liquides, les quantités W,, et W sont pratiquement les 
mêmes. Cela tient à ce que, le volume du système étant pratiquement invaria- 
ble, le travail fourni par le système à l’encontre de la pression extérieure est 
négligeable. 11 en va tout autrement s’il se trouve parmi les substances initiales 
ou les produits de la réaction des substances gazeuses. Dans ce cas le travail 
produit contre les forces extérieures est comparable à la variation d'énergie in- 
terne accompagnant la réaction, de sorte que W et W sont nettement: diflé- 
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rents. Généralement on considère la chaleur de réaction à pression constante. 
À température constante la chaleur de réaction W, ne dépend que faiblement 
de la pression extérieure supposée maintenue constante; dans Île cas des gaz 
parfaits W, ne dépend pas du tout de la pression extérieure. La chaleur de réac- 
tion déterminée à 25 °C et sous une pression de 760 mm Hg est appelée chaleur 
de réaction standard. On indique la chaleur de réaction dans le cond membre de 
l'équation chimique. Ainsi la réaction 


Hit + 0, =(HyO)1 + 287 kT 
indique que par combustion d'une mole M vs gazeux (à 25 °C et 760 mm 
Hg) il se forme une mole d’eau liquide avec libération de 287 kJ de chaleur. 
Les symboles chimiques H,, O:, H,0 figurant dans ce type d'équations indi- 
qu non seulement la composition et les quantités des substances correspon- 

antes, mais aussi les valeurs de leurs enthalpies (ou les énergies internes lorsque 
la réaction évolue à volume constant). L'équation ci-dessus indique, par exem- 
ple, que la somme des enthalpies de l'hydrogène et de l'oxygène gazeux est 
plus grande que l'enthalpie de l’eau liquide formée de 287 kilojoules. Pour 
préciser l'état d'agrégation des substances on met les symboles chimiques des 
substances solides entre crochets, ceux des substances liquides entre parenthèses 
et ceux des substances gazeuses entre accolades. Par exemple [H,01, (H:0), 
et (H,0} représentent respectivement une mole de glace, une mole d'eau liquide 
et une mole de vapeur d'eau. Avec ces notations Rréguatfon précédente s'écrit 


Es}+ 3 (O1) (40) 4287 KL. 


3. On peut traiter les équations de ce type comme des équations algébriques 
usuelles, ce qui facilite grandement les calculs thermochimiques. A l’aide de 
l'équation de Hess on arrive ainsi à calculer les chaleurs des réactions qu’il est 
impossible ou tout au moins difficile à réaliser. Par exemple, on ne peut pas 
mesurer directement la chaleur de formation de l’oxyde de carbone gazeux formé 
par réaction du carbone solide et de l'oxygène pour la bonne raison que le carbone 
ne s’oxyde jamais en ne donnant que de l’oxyde de carbone; cette réaction donne 
toujours lieu à la formation d'une certaine quantité de bioxyde de carbone. 
Dans ces conditions, pour déterminer la chaleur de formation de l’oxyde de 
carbone, on commence par mesurer la chaleur dégagée par la combustion com- 
plète du carbone solide: 


[C) + {0,} — {CO,} + 394 k]J. 


Puis on mesure la chaleur dégagée par la combustion de l’oxyde de carbone avec 
formation de bioxyde de carbone: 


{CO} + (02}= (C03)+283 KI. 


En retranchant la première équation de la seconde, nous trouvons la chaleur de 
formation de l’oxyde de carbone: 


(CI {01} =(G0} +414 KI. 


$ 18. Capacité calorifique des corps 


1. La capacité calorifique C d'un corps.est le rapport d'une quantité 
infiniment petite de chaleur 6Q reçue par le corps à l'accroissement 
correspondant dT de sa température: 


_ 8Q 
CE. (18.1) 


MAT 
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Si on la rapporte à l'unité de masse on l’appelle chaleur spécifique 

ou massique et on la désigne par la lettre minuscule c. Il est plus 

commode d'utiliser la chaleur massique molaire qui est la capacité 

ue d’une mole de substance; on la désignera par un € ma- 
juscule. 

L’accroissement d7 de la température ne définit pas complète- 

ment l'état dans lequel passe le système et qui est infiniment proche 

de l’état considéré. Considérons, par 

exemple, un corps physiquement 

T homogène dont l’état est parfaite- 

ment défini par deux paramètres 

R N___S T+dT tels que la température etle volu- 


me. Supposons que son état initial 
est représenté par le point M (V, T) 
sur le diagramme de la figure 16. 
Traçons une droite RS parallèle à 


AGDE l'axe des volumes et distante de dT 

du point M. Tousles points de cette 

v droite représentent des états ayant 

UT même température T + dT mais 

Fig. 16 des volumes différents. De l’état M 

| le système peut passer dans diffé- 

rents états R,N,S$, ...infiniment proches de l’état initial et repré- 


sentés par des points se trouvant sur la droite RS. Toutes les transfor- 
mations infinitésimales correspondent à la même élévation de la 
température du système mais à des quantités de chaleur 6Q diffé- 
rentes. Il s'ensuit que les capacités calorifiques seront différentes 
suivant la transformation envisagée. Cela signifie que la capacité 
calorifique caractérise non pas un état donné du système, mais deux 
états infiniment proches, l'un étant l'état initial et l’autre l’état 
final de ce système. Au lieu de définir deux états infiniment rappro- 
chés on peut n’en définir qu’un seul tout en indiquant le sens du 
chemin menant à un état infiniment proche. Ainsi la capacité calori- 
fique n’est pas une fonction d'état, mais caractérise une éransforma- 
tion infinitésimale du corps. 

Donnons à ces considérations une forme mathématique. 
D'après les formules (48.1) et (15.5) nous pouvons écrire 


_ dU+P aV 
= 7 + 
Comme 
au (H) ar (He), ar, 
on a 


c(H)+(HL+P HR 669 
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Or comme le.volume V dépend de la température 7 et de la pres- 

sion P, le rapport ue 7 peut prendre n'importe quelle valeur suivant 

la variation de la ei Pour rendre univoque l’expression (18.2) 
PO D dv : ‘ PS 

on doit fixer la valeur du rapport gr» Ce qui revient à indiquer 


dans le plan VT la direction du chemin que prend le système pour 
passer de l’état donné dans un état infiniment proche. Puisque la 
direction de la transformation infinitésimale peut être quelconque, 
la capacité calorifique C peut prendre toute valeur comprise entré 
— 00 et +00. Dans le cas particulier d’une transformation isotherme 
C = +oo puisque dans ce cas dT = 0, 80 0. Pour une trans- 
formation adiabatique 6Q = 0, € = 0. 

Du plus grand intérêt sont les chaleurs massiques à volume 
constant et à pression constante, que l’on note C; et Cp. Si le volu- 
me est constant, dV = 0 et donc 


= (T)- (18.3) 


à AT . 14 : 
Si on maintient constante la pression, le rapport LA devient une 


dérivée partielle ( %): et la formule (18.2) donne 
Cet Tr t 2] (18.4) 
La différence des chaleurs massiques C2 — Cv est égale à 
CC [fo +21()e (18.5) 


On utilise fréquemment une expression différente pour Cp. 
Si la transformation s'effectue à pression constante, on a par défi- 
nition de l’enthalpie 8Q = dI, et par suite 
Cri 
Cra(%),. cas) 
3. A l'aide des formules (18.3) et (18. 6) on peut calculer la varia- 
tion des chaleurs de réaction en fonction de la température. Diffé- 


rentions les équations (17.1) et (17.2) par rapport à la températuré 
et utilisons les formules (18.3) et (18.6). Nous obtenons alors ? 


AS 


= (Cy)i— (Cv) (18.7) 


7 (0) 6 (48. 8) 


Ici la lettre C munie d'indices correspondants désigne les capacités 
calorifiques du:système tout entier avant et après la réaction; 
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$ 19. Énergie interne des gaz parfaits. 
Loi de Joule 


1. Pour que les relations thermodynamiques générales que nous 
avons établies dans les paragraphes précédents puissent être utilisées 
pour obtenir des résultats concrets, on doit connaître tout d’abord 


l’équation d'état 
f(P, V, T)=0. (19.1) 


D'autre part, on doit connaître la loi de variation de l’énergie 
interne du corps en fonction des paramètres dont dépend son état, 
par exemple 


U = U( V, T). (49.2) 


Les relations telles que (19.2) s’appel- 
lent équations d'état caloriques pour 
les distinguer des relations telles que 
(19.1) que l’on désigne sous le nom 
d'équations d'état thermiques. Ces deux 
types d'équations peuventêtre établis 
théoriquement par application de la 
thermodynamique formelle en utili- 
sant pour cela les données expérimen- 
tales. 
2. Appliquons tout d’abord le pre- 
Fi. 17 mier principe de la thermodynamique 
aux gaz parfaits. L’équation d'état 
thermique des gaz parfaits est l'équation de Clapeyron qui pour une 
mole de gaz s'écrit 


PV = RT. 


Pour trouver l'équation d'état calorique nous devons connaître 
la variation de l’énergie interne U d’un gaz en fonction du volu- 
me . 

La première expérience qui permet de donner une réponse appro- 
ximative à cette question est celle qui fut imaginée par Gay-Lussac ; 
notons cependant que Gay-Lussac n’a pas su en tirer toutes les 
conclusions qui s'imposaient. Deux réservoirs en cuivre À et B 
de même volume (fig. 47) ont été réunis par un tube muni d'un 
robinet C. Dans l’état initial le réservoir À était rempli d'air, 
‘tandis que dans le réservoir B on avait fait le vide. Lorsqu'on ouvrait 
le robinet C l'air s’écoulait dans le réservoir B. Gay-Lussac avait 
observé que la température du réservoir À s’abaissait et celle du 
réservoir B s'élevait. Cette variation de température s’explique 
par ce que la détente de l’air contenu dans À fournit du travail aux 
dépens de son énergie interne. Lorsque les réservoirs À et B arrivaient 
à l'équilibre thermique, leurs températures s’égalisaient et deve- 
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paient égales à la température initiale de l’air dans le réservoir À. 
Quelles conclusions peut-on tirer de cette expérience? Tout l'air 
était enfermé dans une enceinte constituée par les parois rigides 
des réservoirs À et B et le tube qui les reliait. Ainsi aucun travail 
n’a été fourni au milieu extérieur. Même si le milieu extérieur appor- 
tait de la chaleur au système, cet apport ne pouvait être que fort 


8 N N° 8° 


Fig. 18 


petit, la durée de l'expérience étant courte. On en conclut que 
l'énergie interne de l'air ne pouvait varier. Le principal résultat 
de l'expérience était que la température du gaz n'avait pas varié 
quoique son volume eût doublé. Il en résulte qu'à température 
constante l'énergie interne d’un gaz ne dépend pas de son volume. 
Cette expérience sous une forme remaniée fut reprise par ‘Joule. 
L'un des réservoirs contenait de l’air sous une pression de 22 atm 
et l'autre était évacué. Les deux réservoirs étaient immergés dans 
l’eau d’un calorimètre ; l'eau était brassée pour que la température 
fut partout la même pendant l'expérience. Lorsqu'on ouvrait le 
robinet C, l'air s’écoulait dans le récipient évacué. On n'observait 
aucune variation de la température de l'eau. 

3. La sensibilité des expériences de Gay-Lussac et de Joule 
était faible, surtout parce que la capacité calorifique de l'air est 
petite comparée à celle des réservoirs et de l’eau du calorimètre. 
Dans ces conditions il était difficile de détecter les faibles variations 
de la température. Des expériences indiscutables furent réalisées 
de 1852 à 1862 conjointement par Joule et W. Thomson. Ces études 
classiques, d’une part, apportèrent une réponse à la question de la 
dépendance de l’énergie interne d’un gaz avec son volume, et d’autre 
part, conduisirent à une découverte physique importante qui reçut 
le nom d'effet Joule-Thomson. 

Dans les expériences de Joule et Thomson on utilisait un tube 
cylindrique convenablement calorifugé. Au milieu de ce tube on 
plaçait entre deux grilles métalliques MN et M'N' un tampon 
d’ouate ou de soie grège (fig. 18). Sous l’action d’une différence 
de pression le gaz étudié s’écoulait lentement à travers le tampon. 
Du fait de la présence du tampon l'écoulement était lent, sans aucune 
turbulence, ce qui permettait de négliger l’énergie cinétique du gaz 
qui est proportionnelle au carré de la vitesse d'écoulement. Dans 
ces conditions le gaz se trouvant de part et d’autre du tampon était 
à tout instant en équilibre thermodynamique. Grâce au calorifu- 
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geage du tube, le processus d'écoulement était adiabatique. Les 
pressions P, et P, régnant des deux côtés du tampon étaient mainte- 
nues constantes. Pendant l'écoulement il y avait échange de chaleur 
entre le tampon et le gaz. Lorsque l’écoulement devenait permanent, 
tout l'échange de chaleur cessait et l’état physique et l'énergie 
interne du tampon ne variaient plus. Pendant l'écoulement perma- 
nent du gaz, d’un côté du tampon s’établissait la température 
coustante du gaz 7, et de l’autre côté la température constante T.. 
Ce sont ces températures que l’on mesurait dans les expériences. 
L'écoulement permanent du gaz à travers le tampon constitue la 
transformation de Joule-Thomson et les variations concomitantes de 
la température du gaz constituent l'effet Joule-Thomson. 

4. Délimitons en pensée dans la partie de gauche (par rapport 
au tampon) un volume V, de gaz occupant l’espace ABNM. Une 
fois que cette portion de gaz aura traversé le tampon, elle occupera 
l’espace M’'N'B'A' de volume V,. Appliquons à cette quantité de 
gaz le premier principe de la thermodynamique. Lorsque la frontière 
AB passe en MN, on fournit au gaz le travail P,-S-AM — P,V, 
(S est l'aire de la section droite du tube). La frontière M'N' passant 
en À’B", le gaz fournit au milieu extérieur le travail P,-S.M'A' = 
— P,V3. Le travail total produit par le gaz est égal à À — P,V, — 
— P,V;. Le gaz ne reçoit aucune chaleur de l'extérieur puisque 
l'enceinte est adiabatique. L'état physique et l'énergie interne du 
tampon ne changent pas. Par conséquent on peut écrire 


U,;, — U, + A = 0, 


où Ü désigne l'énergie interne de la masse considérée de gaz. Cette 
égalité peut s'écrire 


U, + PV, = U, + P,Ve. 


Comme par définition de l'enthalpie ? — U + PV, cette der- 
nière égalité exprime que dans le processus J oule- Thomson l' enthalpie 
Î ne varie pas: 


= 1% (19.3) 


5. Les conclusions que l’on peut tirer de cette relation qui est 
le résultat le plus important de la théorie de l'effet Joule-Thomson 
doivent s'appuyer sur le deuxième principe de la thermodynamique. 
Nous les exposerons aux $$ 46 et 104. Ici nous nous contenterons 
de donner quelques résultats d'une portée plus limitée, Partant 
des résultats de l'expérience de Joule-Thomson, nous allons déter- 
miner comment varie l'énergie interne d'un gaz parfait en fonction 
de son volume. 

L'expérience donne les températures mesurées de part et d'autre 
du tampon lors de l’écoulement permanent du gaz. Joule et Thomson 
constatèrent que la température de tous les gaz qu'ils utilisèrent 
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s'abaissait légèrement, à l'exclusion des cas où le gaz était de l'hy- 
drogène ; dans ce dernier cas la température s'élevait un peu. La dif- 
férence T, — T; était d'autant plus petite que l'équation de Clapey- 
ron PV — RT était mieux vérifiée pour un gaz donné, ce qui revient 
à dire que son comportement était plus proche de celui d’un gaz 
parfait. On en conclut que pour un gaz parfait T, — T,;. Comme 
selon la loi de Boyle-Mariotte P,V, = P,V,, on tire de (19.2) que 
U, = U,, soit 


U(T, VD =UUT, Va). (19.4) 


Ainsi à température constante l'énergie interne d'un gaz parfait ne 
dépend pas de son volume. Autrement dit l'énergie interne U d'un 
gaz parfait ne dépend que de sa température. Ce résultat expérimental 
constitue la loi de Joule. Nous verrons plus tard ($ 34) qu’à l’aide 
du deuxième principe de la thermodynamique on peut déduire la 
loi de Joule de l'équation de Clapeyron. Mais les méthodes de la 
thermodynamique ne permettent pas d'établir la forme de la fonction 


U = U (T). (19.5) 


On ne peut l’exprimer qu’en fonction de la chaleur massique Cy 
du gaz parfait. En effet, pour n'importe quel corps, la grandeur 
Cv est définie par (18.3), mais comme pour un gaz parfait U ne 
dépend pas de V 

au 


Érer 


(19.6) 
Il en résulte que la chaleur massique à volume constant Cy ne dépend 
que dé la température, quel que soit le volume du gaz parfait. Par 
suite pour un gaz parfait 


U = | Cy(T) dT. (19.7) 


L'expérience montre que dans nombre de cas Cy reste presque 
constant dans un large intervalle de température. Ainsi entre 100 K 
et 1000 K environ C reste constant pour l'hydrogène, l'hélium, 
l'argon, le néon, l'azote, l'oxygène, etc. Si on néglige complètement 
la variation de Cy avec la température, on peut remplacer (19.7) 
par une formule plus simple 


U = CyT. (19.8) 


Aussi bien l'expérience que la théorie cinétique et moléculaire 
montrent que pour les gaz monoatomiques Cy & 8 cal/(K-mole), 
pour les. gaz biatomiques Cy & 5 cal/(K-mole) et pour les gaz 
polyatomiques Cy Æ 6 cal/(K :mole). 
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PROBLÈMES 


1. Démontrer que l’enthalpie d’un gaz parfait est indépendante de la pres- 
sion et ne dépend que de sa température. 

2. Lorsque les substances réagissantes et les produits d'une réaction sont 
des gaz parfaits, la chaleur de la réaction W; ne dépend pas de leurs volumes et 
W, ne dépend pas de leur pression avant et après réaction. Démontrer que ces 
deux grandeurs ne dépendent que de la température du gaz avant et après réac- 
tion. 

3. Démontrer que l'énergie interne de l’air d’un local ne dépend pas de la 
température tant que la pression de l'air extérieur est constante, Assimiler 
l'air à un gaz parfait. 

Indication. Représenter l'énergie interne sous la forme 


$ 20. L’équation de Robert Mayer 
4. Appliquons la formule (18.5) à un gaz parfait. Selon la loi 


de Joule (D), = 0 et selon l'équation de Clapeyron (%), = R/P. 
Il s'ensuit que 
Cp—Cy=R. (20.1) 


Cette égalité importante est l'équation de Robert Mayer. 
Donnons une autre déduction de l’équation (20.1). Plaçons une 
mole de gaz parfait dans un cylindre muni d’un piston. Après avoir 
fixé le piston, élevons de 47 la température du gaz. Comme le volu- 
me est maintenu constant, la quantité de chaleur que l’on doit 
fournir au gaz pour élever sa température de dT est égale à 8ÿQ — 
= Cy dT. Comme ce processus ne s'accompagne d’aucun travail, 
cette quantité de chaleur sert à accroître l'énergie interne du gaz: 


Cv dT = dU. (20.2) 


Soumettons ce gaz à une expérience différente. Prenons-le dans 
le même état initial (7, V) que dans l'expérience précédente, mais 
en rendant au piston sa mobilité afin qu’il puisse se déplacer sous 
l’action d’une pression extérieure P constante. Selon la définition 
de la chaleur massique C >, pour élever de d7 la température du gaz 
on devra lui fournir une quantité de chaleur 8L2Q = Cp dT. Le gaz 
fournira alors un travail 64 = P dV. Comme la pression est main- 
tenue constante, on peut écrire 84 = d (PV) = d(RT) = R aT. 
Puisque l'énergie interne du gaz ne dépend que de la température, 
sa variation sera exactement la même que dans l'expérience précé- 
dente. Ainsi dans cette deuxième expérience 


C»dT = dU + R dT. 


En remplaçant dU par l'expression (20.2) nous retrouverons la 
formule (20.1). 
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Cette seconde démonstration laisse apparaître clairement que 
pour un gaz parfait la différence entre C- et CL n’est déterminée 
que par le travail que produit le gaz lors de la détente contre la 
pression extérieure constante. On notera que cette démonstration 
fait appel à la loi de Joule affirmant que l'énergie interne d’un 
gaz parfait ne dépend pas du volume qu'il occupe. 

2. Ayant mesuré les chaleurs massiques C, et C d’un gaz on 
peut calculer l'équivalent mécanique de la chaleur en utilisant notam- 
ment l'équation (20.1) de R. Mayer. En mesurant la quantité de 
chaleur en calories, on peut trouver expérimentalement la diffé- 
rence Cp — Cy exprimée en unités calorifiques. D'autre part, on 
peut mesurer la constante des gaz À en unités mécaniques. En utili- 
sant la calorie 20°, les mesures conduisent au résultat suivant: 


Cp — Cy — 1,986 cal/(K-mole), 
R = 8,314-107 ergs/(K mole). 

En égalant ces deux quantités on trouve 
4 cal — 4,18-107 ergs — 4,18 J. 


C'est justement par ce procédé que le médecin allemand R. Mayer 
calcula en 1842 l'équivalent mécanique de la chaleur. Il est vrai 
que la valeur qu'il calcula était notablement plus petite que la 
valeur vraie, erreur due à des valeurs incorrectes des chaleurs massi- 
ques CP et Cy de l'air. Une valeur suffisamment précise de l’équi- 
valent mécanique a été obtenue dans les expériences bien connues 
de Joule commencées en 1847. Les mesures ultérieures apportèrent 
des corrections aux valeurs de C- et de C; de différents gaz. Utili- 
sant ces valeurs exactes de CL et Cy, il a été démontré que les métho- 
des de R. Mayer, de Joule et les autres méthodes directes conduisent 
à une même valeur de l'équivalent mécanique de la chaleur. Cette 
concordance des résultats aurait été impossible si l'énergie des gaz 
parfaits dépendait non seulement de la température mais encore. 
du volume. La concordance des résultats constitue donc une confir- 
mation expérimentale de la loi de Joule exprimant que l'énergie 
interne des gaz parfaits ne dépend pas du volume. 


$ 21. Les transformations adiabatiques 
et l'équation de Poisson 


{. Les transformations qui évoluent sans échange de chaleur sont 
dites adiabatiques. Voyons quelles seront dans ce cas les relations 
vntre les paramètres définissant l’état d’un gaz parfait. En posant. 
dans (15.5) 60 = 0, dU = Cy dT on obtient 


Cy dT + P dV = 0. 
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De l'équation de Clapeyron on tire 
ar d{PV) _ PdV+VaP _ PadV+VaP 
Er R 7 Cp—Cy 
Eliminons dT entre ces équations 


CPP dv + CyV dP en 0. 
Notons 


A (21.1) 
4 
L'équation précédente s’écrit 
yP dV + V dP = 0. (21.2) 


C’est l'équation différentielle d’une transformation adiabatique 
quasi statique d’un gaz parfait. Les chaleurs massiques C > et Cy 
des gaz parfaits peuvent dépendre de la température, mais dans 
de nombreux cas elles restent pratiquement constantes dans une 
large gamme de température. Dans ce dernier cas leur rapport y 
est constant et l'équation (21.2) s'intègre aisément et donne 


PVY = const. (21.3) 


C'est l'équation de Poisson (1781-1840) ou équation de l'adiabatique, 
i.e. de la courbe représentant la transformation adiabatique quasi 
statique. La quantité y est la constante adiabatique. Puisque PV — 
— RT, l'équation de l’adiabatique peut s’écrire sous deux autres 
formes encore : 


TVY-1 = const, (21.4) 
1 
= const. (21.5) 


Comme y > 1, il résulte de (21.4) que le gaz doit s’échauffer 
par compression adiabatique et se refroidir par détente adiabatique. 
C'est sur cette propriété qu'est basé le fonctionnement de l'allumage 
pneumatique (ou briquet à air) (cf. $ 13). Cet effet trouva des appli- 
cations dans les moteurs diesel où l’inflammation du mélange com- 
bustible résulte d’une compression adiabatique. L’échauffement du 
gaz lors de sa compression adiabatique est dû à ce qu’à la compres- 
sion le travail fourni au gaz est utilisé pour accroître son énergie 
interne. Puisque l’énergie interne d'un gaz parfait ne dépend que 
de sa température, l'accroissement d'énergie interne donne lieu 
à une élévation de la température du gaz. Le refroidissement du gaz 
par détente adiabatique s'explique par des considérations analogues. 

2. Les équations de l’adiabatique (21.3), (21.4) et (21.5) ne 
s'appliquent qu'aux transformations adiabatiques quasi statiques. 
Si la transformation adiabatique n'est pas quasi statique, ces équa- 
tions ne sont plus valables. Considérons, par exemple, un cylindre 
à parois adiabatiques divisé en deux parties égales par une paroi 
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adiabatique. Supposons que le gaz n’occupait initialement qu’une 
de ces parties du cylindre, Si on enlève instantanément la paroi 
de séparation, il se produira une détente adiabatique du gaz dans 
le vide. Cette transformation n’est pas quasi statique et aux premiers 
instants de la détente apparaît un état hors d'équilibre ‘s’accompa- 
gnant de mouvements macroscopiques turbulents du gaz. Par la 
suite ces mouvements s’amortissent par frottement interne et leur 
énergie cinétique se transforme en énergie interne, et finalement 
il s'établit un état d'équilibre, le gaz occupant tout le volume du 
cylindre avec une densité et une température uniformes. Pendant 
cette transformation le gaz n’a fourni aucun travail et il n'a reçu 
de l'extérieur aucune chaleur; son énergie interne n’a donc pas 
varié. En vertu de la loi de Joule on en conclut que dans l'état final 
la température du gaz doit être la même que dans son état initial. 
Il serait donc incorrect d'appliquer à l’état initial et à l’état final 
du gaz l'équation de l’adiabatique (21.4), par exemple, car si on 
le faisait on serait amené à conclure que le gaz devrait se refroidir 
dans cètte expérience. 

Il est évident que si les écarts par rapport à une transformation 
réversible sont petits, on peut utiliser l’équation de l’adiabatique. 
C'est le cas des expériences de Clément-Desormes et Desormes (cf. 
$ 22) dont l’objet était la détermination de la constante adiaba- 
tique +. Ces conditions prévalent aussi dans les ondes sonores usuel- 
les se propageant dans les gaz. 


PROBLÈMES 


1. La transformation qui se produit à chaleur massique constante s'appelle 
transformation polytropique et la courbe qui la représente sur un graphique est la 
courbe polytropique. Trouver l'équation de la courbe polytropique d’un gaz parfait 
si C'est sa chaleur molaire dans une transformation polytropique. 

Réponse. TVn-1— const ou PV? = const; 


_ C—C? 
C—Cy' 


La constante n est l'erposant polytropique. 

2. Pour quelles valeurs de l’exposant polytropique un gaz parfait s’échauffe 
par compression et pour quelles autres il se refroidit ? | 

Réponse. Le gaz s'échauffe pour n > 4 et se refroidit pour n < 1. 

3. Un gaz parfait qui se détend à pression constante s’échauffe-t-il ou se 
refroidit-il ? 

4. Calculer le travail que peut fournir dans une transformation polytropique 
unx mole de gaz parfait dont le volume varie de V, à V4. 

Réponse. 


n 


ALES Rés , 
ARE (PSV) EL (VE VE. 


5. En passant à la limite n —+ { déduire de l'équation précédente une expres- 
Ji du travail que peut fournir un gaz parfait lors d'une transformation iso- 
therme. 
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6. Par un point arbitraire du diagramme PV (fig. 19) on fait passer l’iso- 
therme TT et l’adiabatique SS d’un gaz parfait dont la chaleur massique Cy 
ne dépend pas de la température. Montrer qu'à une courbe polytropique passant 
par ce même point correspond une chaleur massique négative si elle est comprise 
dans la zone hachuréc et une chaleur massi- 
P S que positive si elle passe en dehors de la zone 
. hachurée. 

7. Soit un gaz parfait enfermé dans une 
enceinte adiabatique élastique; lorsqu'il est 
soumis à une pression P, sa température est 
Ti. Calculer sa température 7, lorsque la 
pression extérieure prendra brusquement la 
valeur P,. Comparer cette variation de tem- 
pérature avec celle que l’on observerait si 
cette transformation adiabatique était quasi 
statique. 

Solution. Lorsque le gaz passe de 
l'état initial (volume V,, température T;) à 

V l'état final (volume V,, température A) le 

travail de la pression extérieure que reçoit 
Fig. 19 le gaz est Aeyt = Pa (Vi — Va); ce travail 
détermine un accroissement de l'énergie in- 
terne égal à U, — U, = Cy (Ta — T;). Mettant en œuvre l'équation de Clapey- 
ron PV = RTet la relation de R. Mayer Cp — Cy — R, on obtient après 
quelques réarrangements 


Tan (a+ Rens) Ta. 


Pi 
Si le processus adiabatique était quasi statique, l'équation (21.5) donnerait 
v-1 
Pa \V 
Tau-st 7, (+) : 


Dans le premier cas la variation de 7, est linéaire et dans le second la tempé- 
rature varie suivant une puissance de P,; mais dans le voisinage infiniment 
petit du point P, les taux de variation de 7, sont les mêmes dans les deux cas. 


Mais comme 0 << ? — : < 1 on a toujours TU-5t 7. Par conséquent l'élé- 


vation de température accompagnant une compression adiabatique rapide est 
plus grande que si la transformation était quasi statique. Dans le cas d'une dé- 
tente brusque l’abaissement de température sera plus petit que dans une trans- 
formation quasi statique. 

8. Dans un tube de grande longueur fermé à un bout peut se déplacer sans 
frottement un piston de masse M qui est grande par rapport à la masse du gaz 
contenu dans le tube. A l'équilibre la distance entre le piston et le fond du tube 
est %. Calculer la période des petites oscillations qui spa lorsqu'on écarte 
Je piston de la position d'équilibre en supposant qu'elles sont isothermiques et 
que le gaz est parfait. On désignera l'aire de la section droite du tube par S et 
la paon atmosphérique normale par P,. Considérer le cas limite où P, = 0. 

ponse. 


Mn — 


T=2n Me Pa + 


Dans le cas limite où P, = 0, T = 2n 4 lo , c'est-à-dire que dans ce cas 


la période des oscillations du piston coïncide avec la période d’un pendule simple 
de Jongueur à. 
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9. Résoudre le problème ci-dessus en supposant que les oscillations sont 
adiabatiques. Est-ce que le résultat obtenu dépendra de la variation de Ja cons- 
tante adiabatique y du gaz en fonction de la température ? 

{ Mi £ : 

Réponse. T=2n 14 MT PS Ce résultat reste valable si y 
dépend de la température, car pour établir cette formule on utilise la forme 
différentielle de l'équation de l’adiabatique. Dans le cas limite où P, = 4, 


T= 2x V 1h. 
Ÿ 


$ 22. Mesure du rapport C?/Cy par la méthode 
de N. Clément-Desormes et de Ch. B. Desormes 


1. En 1819, N. Clément-Desormes (1779-1842) et Ch. B. Desormes 
(1777-1862) ont conçu et réalisé la méthode suivante pour la déter- 
mination du rapport des chaleurs massiques y = CP/Cy pour les 
gaz. On introduit le gaz à la pression atmosphérique dans un ballon 
de verre d’une capacité de plusieurs litres (fig. 20). Ensuite à l’aide 
d'une pompe on y injecte une petite quantité supplémentaire de 
ce même gaz et on ferme le robinet K,. Au bout d'un certain temps, 
lorsque la température du gaz contenu dans le ballon sera devenue 
égale à la température de l’air ambiant, on mesure avec un mano- 
mètre à eau la pression du gaz dans le ballon. Notons P, cette pres- 
sion et 7, la température du gaz. Ouvrons le robinet K, pour laisser 
s'échapper une partie du gaz jusqu'à ce que sa pression 2, devienne 
égale à la pression atmosphérique. Le gaz qui reste dans le ballon 
subit ainsi une détente adiabatique en produisant du travail contre 
la pression de l’air ambiant. De ce fait sa température s’abaissera 
jusqu’à 7. Pendant tout le temps (court) que s'effectuent ces diffé- 
rentes transformations, le robinet X, reste ouvert. Ensuite on ferme 
le robinet K, et on échauffe lentement le gaz jusqu'à ce que sa 
température atteigne la température 7, de l'air ambiant. Notons 
P;, la pression du gaz à cette température. Ayant mesuré les pres- 
sions P,, P,, P, on peut calculer le rapport des chaleurs spécifiques 

= CplCy. 
i Pour effectuer ce calcul isolons en pensée à l'intérieur de notre 
ballon une portion arbitraire de gaz délimitée par une surface fer- 
mée, qui est représentée sur la figure 20 en pointillé. Cette surface 
fermée joue le rôle de l'enceinte contenant la portion de gaz consi- 
dérée. Au cours des différentes transformations successives le gaz 
renfermé dans cette « enceinte » se dilate ou se comprime, effectue 
du travail contre la pression du gaz environnant et échange avec 
celui-ci de la chaleur. Comme l'énergie cinétique du mouvement 
macroscopique du gaz est petite, on peut considérer que toutes ces 
transformations sont quasi statiques. Aux instants où on mesure 
les pressions, les paramètres caractérisant l'état du gaz contenu dans 
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l’« enceinte » imaginaire sont les suivants: 


Etat 1: P,T,V:, 
Etat 2: P,T V,, 
Etat 3: P,ToVa. 


Les différences de pression P, — P, et P, — P; sont des cen- 
taines et des milliers de fois plus petites que la pression atmosphéri- 
que P,, aussi pour simplifier peut-on les assimiler à des différen- 
tielles infiniment petites. On agira de même vis-à-vis des variations 
de volume correspondantes de la 
portion de gaz délimitée. Le pas- 
sage du gaz de l’état À à l’état 
2 étant adiabatique, les varia- 
tions correspondantes de pression 
et de volume sont liées par l’équa- 
tion de l’adiabatique (21.2). En 
y posant dV = V,— V, et dP = 
=Py — P;, on écrira 
YP (Va — Vs) + V(Po — P;) 0. 

Dans les états 1 et 3 le gaz 
a même température; par suite 
le produit PV a même valeur 
dans ces deuxétats et les varia- 
tions correspondantes de volume 
et de pression sont liées par la 
Fig. 20 relation P dV + V dP — 0, soit 


P (Va —V;) + V (Pa — P;) — O0. 


On tire des deux dernières relations 
RTS Pr AUS (22.1) 


Comme c’est un rapport des différences de pression, peu importe 
en quelles unités de mesure on exprime les variations de pression. 
Le plus simple est de les mesurer en millimètres de colonne d’eau 
avec le manomètre à eau, comme indiqué.sur la figure 20. 


PROBLÈME 


En admettant que la constante adiabatique y ne dépend pas de la tempé- 
rature, généraliser la formule (22.1) sans postuler que les-différences de pression 
P;, — Ps et P, — P, sont petites. ‘ à 


la 


3 


Réponse. y— 
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Pour établir la formule (22.1) nous avons utilisé l’équation de l’adiabatique 
sous sa forme différentielle (21.2): par suite la formule (22.1) est valable aussi 
bien si y est constant que dans le cas où y varie avec la température. C’est pour 
cela que nous avons donné la préférence à la forme différentielle de l'équation 
de l’adiabatique, devant sa forme intégrale (21.3) qui implique que y — const. 


$ 23. Célérité du son dans les gaz 


4. En mécanique (cf. volume I, $ 85) on avait établi pour la 
vitesse de propagation du son (célérité) dans les gaz la formule 


y (23.1) 


où p est la densité du gaz. Or la pression P dépend non seulement 
de p mais aussi de la température T. Il importe donc de préciser 
la signification de la dérivée dP/dp. Newton estimait que la pression 
était liée à la densité par la loi de Boyle-Mariotte: P/p = const. 
Cette relation implique que les différences de température entre 
les tranches d’air comprimé et dilaté de l’onde sonore s’égalisent 
instantanément, ce qui revient à considérer la propagation du son 
comme un processus isothermique. Si cette hypothèse est correcte, 


la dérivée dP/dp doit représenter la dérivée partielle É )r, et la 
formule (23.1) doit se ramener à la formule de Newion 


P RT 
ex +=V À, (23.2) 
où Lu est le poids moléculaire du gaz; l'indice N indique que cy 
est la célérité du son calculée par la formule de Newton. En posant 
pour l'air u — 28,8, T = 273 K, la formule (23.2) donne cxy — 
= 280 m/s, la valeur expérimentale étant c — 330 m/s. 

2. Pour éliminer l'écart existant entre les valeurs théorique et 
expérimentale, Laplace (1749-1827) fit remarquer que les variations 
de la densité et de la température de l'air dans une onde sonore 
sont tellement rapides et la conductibilité thermique de l'air est 
tellement petite que dans les processus envisagés les échanges de 
chaleur n'interviennent pas. Les différences de température entre 
les tranches d'air comprimé et dilaté n'arrivent pas à s'égaliser, 
du sorte que la propagation du son peut être considérée comme un 
processus adiabatique. 11 faut donc utiliser à la place de l'équation 
de l'isotherme l'équation de l’adiabatique (21.2). Si on remplace 
dans (21.2) le volume V par la densité p = 1/V, cette équation 
s'écrira 


+ 


YP dp — p dP = 0, (23.3) 
d'où pour un processus adiabatique 
dP ôP : P 0P 
ne boat lue 2) 
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On obtient ainsi à la place de la formule de Newton la formule de 
Laplace: 


a ven Vi. (23.5) 


Cette formule donne une valeur de la célérité du son V7 fois plus 
grande que la formule de Newton. Les mesures de y pour l'air ont 
donné la valeur y = 1,4. Par suite, d’après la formule de Laplace, 
la célérité du son dans l'air à 273 K doit être égale à 


c—280;V 1,4 330 m/s, 


ce qui s'accorde bien avec l'expérience. 

3. La mise en œuvre des formules de Newton et de Laplace sert 
de base à une méthode de mesure du rapport des chaleurs massiques y 
dont la précision est beaucoup plus grande que dans la méthode 
de N. Clément-Desormes et Ch. B. Desormes. On mesure la célérité 
du son c dans un gaz donné, et on calcule y par la formule 


v=(£), (23.6) 


où cn est la célérité newionienne du son qui se calcule par la formu- 
le (23.2). La valeur calculée par la formule (23.5) est appelée célérité 
laplacienne du son. 


PROBLÈME 


Démontrer que la relation (23.5) entre la célérité du son calculée par la 
formule de Laplace (conditions adiabatiques) et celle calculée par la formule de 
Newton (conditions isothermiques) est valable pour n'importe quelle substance 
physiquement homogène et isotrope. 

Solution. Pour une transformation adiabatique du + P du = 0, où 
u et v sont les valeurs spécifiques de ects interne et du volume de la sub- 
stance. En prenant P et v pour variables indépendantes, on obtient 


in (ee 
( ôv Je ( ôu L : 


Si le volume v est maintenu constant, il ne subsiste qu’une seule variable indé- 
pendante dont dépendent toutes les autres grandeurs. Cette variable indépen- 
dante peutJêtre soit P soit 7. En considérant v (P) comme une fonction composée 
u [T (P)], on obtient par différentiation 


=), (5) 
6P Jo \0T o\3P Jo 


ou en utilisant (8.4) et (18.3) 


(le (C5) 
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En procédant de même on obtient d'autre part 


Cote) (etre 
=[(),+r (Sr )e] (er (SR }>. 


ôP __tP ôP 
ee Ce (23.7) 
Les relations (23.4) et (23.5) sont dérivées de (23.7) en posant p = {/v. 


On obtient finalement 


$ 24, Remarques concernant les méthodes 
expérimentales de détermination de Cr»? 
et de CYy pour les gaz 


Pour les gaz parfaits, connaissant la valeur de y = C?/Cy, on 
connaît aussitôt leurs chaleurs massiques C'} et Cÿ puisque celles-ci 
sont liées par la relation 


Cp—Cy =R. (24.1) 
En résolvant ces deux équations par rapport 
à CP et Cy on trouve 
Cyr Cy= en . (24.2) 
Comme la description des méthodes de 
mesure des chaleurs massiques C2 et Cy 
des gaz sort du cadre de notre cours, nous 
nous contenterons de faire une seule remar- 
que à ce propos. La mesure expérimentale ( 
directe de Cy est assez ardue, car V étant C— 


—— 


+ 


maintenu constant, la masse du gaz et donc \. 

sa chaleur massique sont toujours petites 
par rapport aux grandeurs correspondantes Fig. 21 

du calorimètre utilisé. Il est plus commode 

de mesurer C et la constante adiabatique y et en déduire la va- 


leur de Cy: Cy = À Cp. 


Pour mesurer C le gaz à étudier porté à une température donnée 
ust forcé de s’écouler à travers un tube métallique enroulé en spirale 
(serpentin) plongeant dans l’eau du calorimètre (fig. 21). A l'entrée 
du serpentin on maintient constantes la pression P, et la tempéra- 
ture T, du gaz et à sa sortie on maintient une pression constante P; 
et on y mesure la température T, du gaz sortant. Cette température 
T; est plus petite que 7;, puisque le gaz cède de la chaleur à l’eau 
du calorimètre pendant son écoulement à travers le serpentin. 
Généralement le gaz se refroidit jusqu’à la température de l'eau. 
On peut faire passer à travers le serpentin une importante masse 


CETTE 
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de gaz et élever notablement la température de l’eau du calorimè- 
tre, ce qui permet d'éviter les difficultés que l’on rencontre dans 
les mesures directes de Cy. En mesurant l’élévation de température 
de l’eau du calorimètre, on peut calculer la quantité de chaleur Q 
reçue par le calorimètre. Cette même quantité changée de signe 
représente la quantité de chaleur reçue par le gaz ayant traversé 
le serpentin. Pour simplifier le calcul nous supposerons qu'une 
mole de gaz avait traversé le serpentin et que ce gaz était parfait. 
Calculons le travail À de ce gaz: A = P,V, — P,V, = R (Ta — Ti). 
L'accroissement de l'énergie interne du gaz U, — U, = Cy (T: — 
— T;). En portant ces expressions dans l'équation — Q = U, — 
— U, + À, on obtient 


Q = (Cv +R) (Ti — Ta) 
ou en utilisant l'équation de R. Mayer (24.1) 
7 Q = Cp(Ti — Ta). 
De là on trouve la chaleur massique C:. 


$ 25. L’équation de Bernoulli 


1. Nous avons introduit l'équation de Bernoulli dans le $ 94 
du volume I de notre cours, mais nous n’y avons étudié que l’écoule- 
ment des fluides incompressibles, Comme l'étude des écoulements 
des fluides compressibles s'appuie largement sur les lois de la thermo- 
dynamique, nous compléterons l'exposé du vol. I par des considé- 
rations thermodynamiques. 

L'’équation de Bernoulli concerne les écoulements laminaires 
permanents des fluides parfaits. Le caractère idéal des fluides s'entend 
ici dans le sens hydrodynamique; quel qu’en soit l'écoulement on 
n'y voit jamais apparaître des forces tangentielles de frottement 
interne; les interactions entre filets élémentaires du fluide sont 
assurées par les forces de pression normales. Nous négligerons aussi 
les échanges de chaleurs entre différentes parties du fluide, esti- 
mant qu'ils sont très petits. Vis-à-vis de toute partie mobile du 
fluide, le fluide environnant se comporte comme une enceinte adia- 
batique. Par conséquent notre exposé concernera l'écoulement lami- 
naire adiabatique d'un fluide parfait compressible. 

2. Il est évident qu'un fluide en mouvement ne peut être consi- 
déré comme un système thermodynamique en équilibre. Néanmoins, 
si la vitesse d'écoulement macroscopique du fluide ne varie que 
lentement dans l’espace et le temps, en pensée on peut subdiviser 
le fluide en parties macroscopiques suffisamment petites pour que 
chacune de ces parties animée d’une vitesse macroscopique v bien 
déterminée puisse être définie par les mêmes paramètres que ceux 
que l'on utilise pour définir l’état d'équilibre thermodynamique: 
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température, pression et densité. Ces paramètres sont liés les uns 
aux autres par l'équation d'état f (7, P, p) = 0. Il existe entre 
ces paramètres une relation supplémentaire exprimant le caractère 
adiabatique de l'écoulement. Pour un gaz parfait les paramètres 
sont reliés par l'équation (21.2), ou bien si y — const par la relation 
P = const pv. Pour d’autres fluides la condition adiabatique ne 
peut s'exprimer aussi simplement, mais si l'écoulement est adiabati- 
que, l'existence d’une équation d’état implique qu'un seul des 
trois paramètres T, P, p peut être indépendant, par exemple la 
densité p. 

8. L'équation de Bernoulli affirme que pour un écoulement 
laminaire permanent d'un fluide parfait la quantité e + P/p reste 
constante le long d’une ligne de courant : 


e++=const. (25.1) 


Comme dans le volume Î nous avons démontré cette équation sans 
postuler que p était constante, il n’est pas nécessaire de reprendre 
la démonstration. La seule chose qui nous reste à faire est de préciser 
ce que l'on doit entendre par énergie totale &, compte tenu de la: 
compressibilité du fluide. e est l'énergie totale de l'unité de masse 
de fluide. Elle comporte trois parties: l'énergie cinétique v°/2 du 
mouvement macroscopique, l'énergie potentielle ® par rapport au 
champ de force extérieur et l'énergie interne uw. S'il n’y a aucun 
autre champ extérieur que le champ de pesanteur, on a p = gh, 
h étant la hauteur au-dessus d’un niveau de référence donné. Dans 
ce cas l'équation (25.1) s'écrit 


P v? 
Dr gh+ -==Const, (25.2) 


i.e. les quantités figurant dans le premier membre restent constantes 
le long d’une ligne de courant. 

La quantité 1/p est égale au volume spécifique du fluide; par 
suite u + P/p représente l’enthalpie spécifique, i.e. l’enthalpie de 
l'unité de masse de fluide, En la notant à, l'équation de Bernoulli 
s’écrira : 

i+ gh+ = const. (25.3) 


Si l'écoulement est horizontal, la quantité gh est constante, 
de sorte que l'équation se réduit à 


14 = const. (25.4) 


Si la vitesse d'écoulement v est grande, on peut utiliser la rela- 
tion (25.4) même si l'écoulement n’est pas horizontal puiqu’on peut 
négliger alors les variations de l'énergie potentielle gh avec la 
hauteur. Autrement dit on peut ne pas tenir compte de la force de 
pesenteur; dans ce qui suit nous ne considérerons que ces cas-là, 


ne 
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Si l'écoulement est lent, on négligera l'énergie cinétique et 
l'équation ci-dessus se réduit à 


i = const, (25.5) 


ce qui signifie que l’enthalpie reste constante le long d’une ligne 
de courant. L'étude de l'expérience de Joule-Thomson nous avait 
conduit au même résultat. 

4, On peut réaliser l'effet Joule-Thomson sans utiliser de tampon. 
Pour cela on fait écouler un gaz sous forte pression (une centaine 
d'atmosphères) à travers une valve ou un orifice étroit dans un 
espace où règne une faible pression (de l’ordre de la pression atmosphé- 
rique). Ce processus de détente dénommé laminage (ou étranglement) 
du gaz est analogue à l'écoulement d’un fluide dans un tuyau large 
dans lequel il pénètre à travers un si petit orifice qu’il se détend 
aussitôt dans un espace indéfiniment étendu. On peut alors appli- 
quer à l’état initial et à l’état final du gaz la formule (25.5). Si on 
applique l’équation de Bernoulli (25.4) à une ligne de courant qui 
commence et qui se termine en amont et en aval de l’orifice d'entrée 
où la vitesse d'écoulement du gaz est très petite, on peut alors 
y négliger l'énergie cinétique et on se trouve ramené à (25.5). On 
peut donc définir l'effet Joule-Thomson, qu'il soit réalisé en faisant 
passer le gaz à travers un tampon ou à travers une valve, comme un 
processus caractérisé par ce que l’enthalpie du gaz est la même dans 
son état initial et dans son état final. 


$ 26. Vitesse d'écoulement du gaz à travers 
un orifice 


1. Calculons la vitesse d'écoulement d’un gaz comprimé à travers 
un petit orifice ou une tuyère (fig. 22). Considérant que l’écoulement 
est laminaire et permanent, prenons 
une ligne de courant quelconque, 
s'étendant entre un point (2) situé 
à l'extérieur du ballon près de l’ori- 
——— fice et un point (1) situé à l’intérieur 
2 du ballon où la vitesse v, du gaz est 

très petite. Appliquons l'équation de 
Bernoulli (25.4) à la ligne de cou- 
rant comprise entre ces points: 


: DE d v 
nt ei + 


On peut négliger la quantité v? qui est très petite. Rejetons l'indice 
auprès de v,. De l'équation précédente on tirera alors 


ve V2). (26.1) 
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Cette formule est vérifiée pour les gaz parfaits et pour ceux qui ne 
le sont pas. Supposons que nous avons affaire à un gaz parfait, 
ce qui nous permet de négliger la variation de C avec la tempé- 
rature. On écrira 
isux2=21c,rs<i er, 

(9 H U 
et en vertu de (20.1) 

es + CPT. (26.2) 
Par conséquent 


v=V/ + Cr(Ti—T). (26.3) 


Sous cette forme la formule ne convient pas aux calculs puisqu'on 
ne connaît pas la température T, du jet de gaz à sa sortie du ballon. 
On ne connaît que la pression P, et la température T, du gaz contenu 
dans le ballon et la pression P, du gaz en dehors du ballon. L'équa- 
tion de l’adiabatique permet de calculer la température T,: 


Pyct _ PY! 
— . 
TI T2 


d’où 
y-1 


ner (a). 
En portant cette valeur de 7, dans (26.3) on obtient 
BE pe. r Vol 
: 2 LP)? 1 (26.4) 
Vans ()°] 


La vitesse d'écoulement atteint son maximum lorsque le gaz s'échap- 
pe dans le vide: 


Vyide = 4 <CrT. (26.5) 


(Nous avons rejeté l'indice 1 auprès de T.) En remplaçant C» par 
son expression (24.2) on obtient 


bo CRT + RT. (26.6) 


Pour l'hydrogène moléculaire à T = 1000 K, cette formule donne 


vide ÿ/ 4E8,314.10%. 109 5400 m/s. 


2. L'obtention de As vitesses d'écoulement des gaz est 
un des principaux objectifs de la technique des fusées. La formu- 
le (26.6) montre que la vitesse d'écoulement est proportionnelle 
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à la racine carrée de la température absolue du gaz et inversement 
proportionnelle à la racine carrée de son poids moléculaire. Il est 
donc avantageux d'utiliser des carburants de faible poids molécu- 
laire et dégageant à la combustion une grande quantité de chaleur 
(afin que la température du gaz T soit grande). 

En comparant (26.5) et (26.3) on constate que lorsque le gaz 
s'échappe dans le vide T, — 0, ce qui signifierait que le gaz se 
refroidit jusqu'au zéro absolu. On ne doit cependant pas attribuer 
à ce résultat une trop grande importance, car il a été obtenu en 
supposant que l'écoulement était laminaire, tandis qu’en réalité 
l'écoulement dans le vide est toujours turbulent. D’autre part, dans 
nos Calculs, nous avons utilisé une extrapolation illégitime en 
admettant que le gaz restait parfait jusqu'au zéro absolu et que 
ses chaleurs massiques CP? et Cy avaient des valeurs constantes, 
indépendantes de la température du gaz. 


PROBLÈME 


Soit un corps (un vaisseau spatial par exemple) se déplaçant avec la vitesse v 
dans un gaz parfait. En quel point de ce corps la température sera-t-elle maxi- 
ae ? tu cette température sachant que la température du gaz ambiant est 

gale . 

Solution. Choisissons un référentiel par rapport auquel le corps est au 
po En supposant que l'écoulement du gaz est permanent, on peut lui appliquer 
l'équation de Bernoulli (25.4). Cette équation se présente ici sous la forme 
cpT + v?/2 = const. La température sera maximale là où v = 0, donc au point 
dit critique. En hydrodynamique on appelle ainsi le point pris sur la surface du 
corps où la vitesse du liquide qui afflue devient nulle. Au point critique i = 
æ CpÎmax, Par conséquent 


Tmax=æT ( He) 


Tmax=T [14292 |, 


où 4f = v/c est le nombre de Mach (e est la célérité du son), 


ou 


CHAPITRE üll 


DEUXIÈME PRINCIPE 
DE LA THERMODYNAMIQUE 


$ 27. Quelques remarques générales sur le premier 
et le deuxième principe de la thermodynamique 


1. La mise en œuvre du premier principe ne permet pas de déter- 
miner le sens d'évolution des processus naturels. Si nous l’appliquons 
à un système isolé, il n’imposera qu'une seule condition, à savoir 
que l'énergie du système reste constante quelles que soient ses 
transformations. Si on désigne par 4 et 2 deux états quelconques de 
ct système, le premier principe ne permettra pas de décider si le 
système doit passer de l’état 1 à l’état 2 ou au contraire de l'état 2 
à l’état 1. D'une façon plus générale l'application du premier prin- 
cipe ne donne aucune indication sur la possibilité des transforma- 
tions d’un système isolé. 

Considérons un système adiabatiquement isolé de deux corps 
en interaction mutuelle mais sans aucune interaction avec d’autres 
corps. Nous avons montré au $ 16 que l'échange de chaleur entre 
ces corps doit vérifier l'égalité Q, = —@,. La chaleur @, reçue 
par le premier corps est égale à la chaleur — Q, cédée par l’autre 
corps. Mais le premier principe ne fournit aucune indication relative 
au sens de transmission de la chaleur. Le premier principe admettrait 
fort bien que la chaleur s'écoule spontanément du corps moins 
chaud dans le corps le plus chaud. Ce principe ignore complètement 
la mesure quantitative de la température et son application ne pou- 
vait servir à établir une échelle de température rationnelle. 

Le deuxième principe permet au contraire de préciser le sens 
d'évolution des transformations réelles. D’autre part, il permet de ré- 
soudre d’une façon satisfaisante le problème de la mesure quantita- 
tive des températures et d'établir une échelle rationnelle ne dépen- 
dant pas du choix toujours arbitraire du corps thermométrique et de 
l'agencement du thermomètre. Conjointement les deux principes per- 
mettent de déduire un grand nombre de relations quantitatives 
exactes entre les paramètres macroscopiques des corps se trouvant 
en équilibre thermodynamique. Toutes ces relations s'appellent rela- 
tions de la thermodynamique. 

2. Le second principe de la thermodynamique est dû à l’ingé- 
nieur et physicien français Sadi Carnot qui, dans une brochure inti- 
tulée « Réflexions sur la puissance motrice du feu et les machines 
vropres à développer cette puissance », publiée en 1824 (donc bien 
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avant que R. Mayer, Joule et Helmholtz découvrirent le premier 
principe) exposa les conditions requises pour transformer la chaleur 
en travail. Or, comme à cette époque de sa vie Carnot était un adepte 
de la théorie du phlogistique (qu’il renia plus tard), il ne put formu- 
ler nettement ce que nous appelons aujourd’hui le second principe de 
la thermodynamique. Ce fut fait en 1850-1851 par le physicien alle- 
mand Rudolf Clausius et par le physicien écossais William Thomson 
(lord Kelvin). Ces physiciens formulèrent le postulat exprimant le 
second principe de la thermodynamique et en tirèrent nombre de 
conséquences. 


$ 28. Formulations du postulat fondamental 
exprimant le second principe 
de la thermodynamique 


1. Pour formuler le postulat fondamental du second principe 
en se plaçant dans le cadre historique de l’évolution de la science, 
nous devons considérer le schéma de fonctionnement d’une machine 


Fig. 23 


thermique. Dans le cylindre de la machine se trouve un gaz ou une 
substance différente que l'on appelle fluide moteur (fig. 23). Pour 
fixer les idées admettons que ce soit un gaz dont l’état initial est repré- 
senté sur le diagramme VP par le point 7. Mettons le fond du cylindre 
en contact avec la chaudière qui est un corps ayant une température 
plus élevée (source chaude) que celle du gaz contenu dans le cylindre. 
Le gaz s'échauffe et se détend ; ces transformations sont représentées 
sur le diagramme par la courbe 142. Le fluide moteur reçoit de la 
chaudière une quantité de chaleur @, et fournit le travail positif 4.. 
Selon le premier principe 


Q — U; ae U, + A: (28.1) 


Il s'agit maintenant de ramener le piston dans sa position initiale, 
ce qui aura pour effet de comprimer le gaz. Cette opération doit être 
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exécutée de telle manière que le travail 4, dépensé pour comprimer 
le gaz soit plus petit que le travail ÀA,. Pour y arriver nous mettons 
le fond du cylindre en contact thermique avec un condenseur (ou 
source froide) qui est un corps dont la température est plus basse 
que celle du gaz contenu dans le cylindre et nous comprimerons le 
gaz sur le chemin 2b1. On ramène ainsi le gaz à l’état initial 7. 
Le gaz cède à la source froide une quantité de chaleur @.,. Selon le- 
premier principe 


—Qs = VU —U, — Ax (28.2} 
En faisant la somme de (28.1) et (28.2) on obtient 
Qi — Qs = Ai; — A» (28.3) 


Ainsi la machine thermique a effectué un cycle de transformations 
à la suite duquel la source chaude a fourni au gaz la chaleur Q, et 
la source froide a reçu la chaleur @;, la différence Q = Q, — Q4. 
ayant été transformée en travail À, — 4,. Le rapport 


= À, Qi—Q 
170 Q1 Ci, 
porte le nom de rendement de la machine thermique. 

2. Peut-on construire une machine thermique à fonctionnement. 
cyclique sans condenseur, donc une machine telle que Q@, = 0 et 

— 4? Une telle machine pourrait alors transformer en travail toute 
la chaleur fournie par la source chaude. La possibilité de réaliser une 
telle machine thermique ne contredit pas à la loi de la conservation 
de l'énergie et son importance pratique serait comparable à celle 
du perpetuum mobile puisqu'elle permettrait de transformer en 
travail les réserves d'énergie interne pratiquement inépuisables con- 
tenues dans les eaux océaniques, dans l'atmosphère et dans les pro- 
fondeurs de la Terre. Wilhelm Ostwald (1853-1932) appela cette. 
machine perpetuum mobile de seconde espèce pour la distinguer 
du perpetuum mobile de première espèce qui est un moteur produisant 
du travail à partir de rien, ce qui est en contradiction avec la loi 
de la conservation de l'énergie. 

Carnot avait bien compris qu’il était par principe impossible de: 
réaliser une telle machine thermique. Il comparait le fonctionnement 
des machines thermiques à celui des machines hydrauliques qui pro- 
duisent du travail grâce à la chute de l’eau d’un niveau supérieur à un 
niveau inférieur. Selon Carnot la production de travail dans les. 
machines thermiques est liée à un transfert de chaleur d’un corps chaud 
à un corps froid. En s'appuyant sur cette analogie, il énonça plu- 
sieurs propositions que nous examinerons plus loin. La seule erreur: 
que commit Carnot a été d'admettre avec ses contemporains que la 
chaleur ne pouvait être ni créée ni détruite. 

Les données expérimentales démontrent qu’il est impossible d'éla- 
borer un perpetuum mobile de seconde espèce. C'est pour cela que 
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d’impossibilité de construire un perpetuum mobile de seconde espèce 
a été érigée en postulat que l’on désigne sous le nom de postulat du 
second principe de la thermodynamique, qui est donc une généralisa- 
tion des données expérimentales. Ce postulat se trouve démontré 
par la concordance de toutes les conséquences qu’on peut en tirer 
avec l'expérience. Jusqu’à présent l'application de ce postulat 
à des systèmes macroscopiques dont les dimensions ne sont pas trop 
petites n’a jamais été contradictoire. On peut donc affirmer que ce 
postulat repose sur de solides bases expérimentales. Nous donnons 
ci-après trois formulations de ce postulat. 

3. En 1851, William Thomson (qui se vit conférer par la suite 
le titre de lord Kelvin) donna l'énoncé suivant du postulat du se- 
cond principe: « On ne peut réaliser un cycle de transformations dont 
l'unique résultat serait de produire du fravail par refroidissement d'une 
source de chaleur ». 

On désigne par source de chaleur tout corps ou tout système de 
corps se trouvant dans un état d'équilibre thermodynamique et pos- 
sédant une réserve d'énergie interne qu'elle peut transmettre à un 
autre corps ou à un système de corps, mais sans fournir de travail 
macroscopique. Si le système étudié fournit du travail aux dépens de 
l'énergie interne qu’il emprunte à la source de chaleur, il porte le 
nom de fluide moteur. Ainsi, selon Thomson, «on ne peut réaliser 
un cycle de transformations dont l'unique résultat serait de produire 
du travail aux dépens de l'énergie interne d'une source de chaleur ». 

4. En concrétisant la nature du travail produit, on arrive à une 
multitude d’énoncés différents du postulat fondamental. Indiquons 
la formulation de Planck (1858-1947) : « On ne peut élaborer une machi- 
ne à fonctionnement périodique qui aurait pour unique résultat la re- 
montée d'un poids par refroidissement d'une source de chaleur ». 

Il est essentiel de préciser dans la formulation de Planck que la 
machine est à fonctionnement périodique et dans celle de Thomson 
que les transformations constituent un cycle fermé. Il est en effet 
possible de réaliser une transformation (non cyclique) dont l'unique 
résultat serait la remontée d’un poids aux dépens de l'énergie interne. 
empruntée à une source de chaleur. Planck en donne l'exemplesuivant. 
Soit un gaz parfait enfermé dans un cylindre (voir fig. 7). On dispose 
sur le piston un poids P et on met le fond du cylindre en contact ther- 
mique avec une source de chaleur dont la température est supérieure 
à celle du gaz d'une quantité infiniment petite. Faisons décroître 
la charge P par portions infiniment petites. Le gaz se détend alors 
isothermiquement et remonte le poids en produisant le travail À. 
Selon le premier principe 


Q=UV,;,-U,+A 


Comme l'énergie interne U d’un gaz parfait ne dépend que de la 
température, qui dans notre exemple reste constante, U, — U, = 0, 
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et par suite 
Q = À. 


Ainsi la chaleur Q prise à la source de chaleur a été entièrement 
transformée en travail. Î[l n’y a là aucune contradiction avec le postu- 
lat du second principe puisque la transformation envisagée n'est 
pas cyclique et la machine ne fonctionne pas périodiquement. Le 
postulat du second principe aurait été mis en défaut si on avait réus- 
si, par un moyen quelconque, à comprimer le gaz de manière à le 
ramener dans son état initial, et tout en maintenant le poids à la 
hauteur qu'il avait atteinte à ramener le piston dans sa position 
initiale sans qu'aucun corps extérieur n'ait subi de changement, 
excepté la source de chaleur dont une partie de l'énergie interne a été 
utilisée pour produire du travail. Le second principe de la thermody- 
namique affirme que ce cycle de transformations est irréalisable. 

L'énoncé de Planck ne diffère de celui de Thomson que par la 
forme. Pour raison de commodité nous appellerons transformation 
de Thomson-Planck une transformation cyclique imaginaire dont 
l'unique résultat serait de produire du travail par refroidissement 
de la source de chaleur. On pourra dire alors que le postulat consiste 
à affirmer que la transformation de Thomson-Planck est irréalisable. 

5. En 1850, Clausius (1822-1888) donna une autre formulation 
du postulat fondamental : « La chaleur ne peut spontanément passer 
d’un corps moins chaud à un corps plus chaud ». On doit entendre 
ici par chaleur l'énergie interne du corps. L'énoncé de Clausius ne 
se réduit pas du tout à affirmer que du fait d’un contact direct des 
corps la chaleur passe toujours du corps le plus chaud à un corps 
moins chaud. Cette proposition est non pas l'énoncé d’une loi physi- 
que, mais une simple définition de ce qu'il faut entendre par corps 
plus chaud et par corps moins chaud (cf. $ 4, pt. 4). L'échange de 
chaleur (ou plus précisément l’échange d'énergie interne) peut être 
effectué non seulement par contact thermique, mais par une infinité 
d’autres procédés. Par exemple, tous les corps émettent et absorbent 
des radiations visibles et invisibles (ondes électromagnétiques). 
Le rayonnement émis par un corps donné peut être focalisé sur un 
autre corps à l’aide d’une lentille ou d’un miroir sphérique et assurer 
ainsi une transmission de chaleur. Or on ne peut réaliser n’importe 
quelle transmission de chaleur et le postulat de Clausius affirme 
justement qu’il n'existe aucun procédé permettant de prendre de la 
chaleur à un corps plus froid et de la transmettre à un corps plus 
chaud sans qu'aucun changement ne se produise par ailleurs. Tous 
les processus imaginaires qui permettraient de le faire sont appelés 
transformations de Clausius. Le postulat affirme donc que la fransfor- 
mation de Clausius est irréalisable. 

Or le postulat de Clausius n'implique pas que la transmission 
de chaleur d’un corps froid à un corps chaud soit absolument impos- 
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sible. Il affirme qu'elle n’est impossible que si aucun changement ne 
se produit dans tous les autres corps. C’est ce qu’il faut entendre par 
le mot spontanément figurant dans l'énoncé de Clausius. Mais si on 
admet ‘que d’autres corps sont le siège de transformations, la trans- 
mission de chaleur d’un corps froid à un corps chaud devient possible. 
Ces transformations sont dites de compensation. Ainsi, dans les réfri- 
gérateurs, la chaleur prise à un corps froid est transmise à un corps 
chaud. Iln'y a là aucune contradiction avec le postulat de Clausius 
puisque cette transmission de chaleur n’est pas spontanée, étant réali- 
sée à l’aide d'un moteur électrique. Le réfrigérateur électrique cesse 
de fonctionner dès qu’on coupe le courant d'alimentation. La machine 
thermique la plus simple dont il a été question au début de ce para- 
graphe (voir fig. 23) peut fonctionner comme réfrigérateur. Pour celæ 
la détente du fluide moteur doit s’effectuer suivant le chemin 1b2 
et sa compression suivant le chemin 241. Lors de la détente suivant 
1b2 la machine prend à la source froide la chaleur Q, et lors de la 
compression suivant 2a1 elle cède à la source chaude la chaleur Q,> 
> Q2 La machine reçoit simultanément le travail positif A” = 
= Q, — Q: qui constitue ici la transformation de compensation. 

6. Du fait que la transformation de Thomson-Planck est irréali- 
sable, il découle que la transformation de Clausius l’est également. 

Pour démontrer cette assertion nous allons supposer que la trans- 
formation de Clausius est possible. Faisons parcourir un cycle à la 
machine thermique la plus simple lors duquel elle prend à la source 
chaude la chaleur Q., transmet à la source froide la chaleur Q, et 
produit un travail positif À = Q, — Q.. Après cela, à l’aide d’une 
transformation de Clausius, prenons à la source froide la chaleur Q; 
pour la restituer à la source chaude. Ainsi sera réalisé un cycle dont 
l'unique résultat serait la production d'un travail À aux dépens 
d’une quantité de chaleur équivalente Q@, — @, prise à la source 
chaude. Aucun autre changement ne s’est produit nulle part ailleurs. 
Or tout cela constitue une transformation de Thomson-Planck 
qui, par hypothèse, est irréalisable. La contradiction qui apparaît 
ainsi démontre notre proposition. 

7. Inversement, l'impossibilité de réaliser la transformation de 
Clausius implique que la transformation de Thomson-Planck est 
irréalisable. Pour le démontrer nous allons supposer que la trans- 
formation de Thomson-Planck est réalisable. En faisant parcourir 
à la machine un cycle de Thomson-Planck, nous pourrons alors 
prendre à la source froide une quantité de chaleur Q et l'utiliser pour 
fournir un travail mécanique tel que la remontée d’un poids. Nous 
utiliserons ensuite l'énergie du poids remonté pour réchauffer, par 
frottement par exemple, la source chaude. On réalisera ainsi le 
transfert à la source chaude de la chaleur Q prise à la source froide 
sans aucun autre changement dans la Nature. Or c’est la transforma- 
tion de Clausius qui, par hypothèse, est irréalisable. Le fait qu'on 
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aboutit ainsi à une contradiction démontre notre proposition. Dans 
cette démonstration nous avons utilisé, en plus du postulat de Clau- 
sius, l'hypothèse que l'énergie potentielle du poids qui a été relevé 
peut être intégralement transformée en chaleur. Cette assertion 
découle de l'expérience quotidienne selon laquelle un corps pesant 
qui rencontre en tombant un obstacle finit toujours par s'arrêter. 
L'énergie potentielle du corps pesant disparaît mais de la chaleur 
apparaît. Selon le premier principe, cette quantité de chaleur est 
exactement équivalente à l'énergie potentielle perdue du corps pesant. 

te postulats de Clausius et de Thomson-Planck sont donc équi- 
valents. 


$ 29. Transformations réversibles 
et irréversibles 


1. Lorsqu'à la suite d’une certaine transformation le système 
passe d'un état À dans un état B différent et s'il existe ne serait-ce 
qu'un procédé unique pour le faire revenir à l’état initial À sans faire 
subir à tous les autres corps le moindre changement, on dit que cette 
transformation est réversible. Dans le cas où on ne peut le faire d’au- 
cune façon, on dit que la transformation envisagée est irréversible. 
Un exemple de transformation irréversible est le transfert de chaleur 
d’un corps plus chaud à un corps moins chaud par le procédé de con- 
tact thermique. L’irréversibilité de cette transformation résulte 
directement du postulat de Clausius. La production de chaleur par 
frottement est un autre exemple d’une transformation irréversible. 
L'irréversibilité est alors un corollaire du postulat de Thomson- 
Planck. 

Une transformation est dite réversible dans le sens large du terme 
{ou parfaitement réversible) si on peut faire revenir le système de l’état 
final B à l’état initial À par n'importe quel procédé et sans exiger que 
Je système passe par la même succession d’états intermédiaires que 
dans le sens direct À —+ B. Dans le cas où dans la transformation 
inverse B —+ À le système doit passer par la même succession d'états 
intermédiaires que dans la transformation directe À —+ B, la trans- 
formation À —+ B est dite réversible dans le sens restreint du terme 
(ou simplement réversible). Il est évident.que tout processus réversible 
dans le sens restreint du terme est aussi réversible dans le sens large. 

2. Toutes les transformations quasi statiques sont simplement réver- 
sibles. En effet, toute transformation quasi statique est une transfor- 
mation infiniment lente constituée par une succession d'états d’équi- 
libre, ou plus exactement d'états infiniment proches des états d’équi- 
libre. Si on considère un état d'équilibre, par définition même de 
l'équilibre en l’absence d'actions extérieures il subsiste indétiniment. 
Pour faire démarrer une transformation on doit rompre l'équilibre 
par des actions extérieures, c'est-à-dire modifier les paramètres exté- 
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rieurs et la température du milieu ambiant. Pour que la transforma- 
tion soit quasi statique, il faut que ces changements soient telle- 
ment lents qu’à tout instant le système se trouve dans un état d’équi- 
libre ou dans un état infiniment proche d’un état d'équilibre. A la 
limite on obtient une transformation idéalisée évoluant à une vitesse 
infiniment petite etconstituée par une succession d'états d'équilibre. 
A l’aide de telles transformations on peut faire passer le système 
d'un état initial À à un état final B aussi éloigné qu’on le veut de 
l’état initial, à condition d’y mettre le temps nécessaire. Si on inverse 
les signes des accroissements infiniment petits des paramètres exté- 
rieurs et de la température, on fera revenir le système à l’état initial 
À en parcourant dans l’ordre inverse une succession d’états intermé- 
diaires infiniment peu différents des états parcourus lors de la trans- 
formation directe. À la limite, lorsque les transformations directe et 
inverse correspondent rigoureusement à l'équilibre, cette petite diffé- 
rence disparaît complètement. À la suite des transformations directe 
et inverse, les corps environnants n’auront subi aucun changement 
puisque les paramètres extérieurs et la température du milieu ambiant. 
reprennent exactement les mêmes valeurs qu'ils avaient initiale- 
ment. On peut donc dire qu'une transformation quasi statique est 
réversible aussi bien dans le sens large du terme que dans son sens 
restreint. Cette proposition est largement utilisée en thermodynami- 
que où on admet que tout cycle quasi statique peut évoluer dans le sens 
direct et dans le sens inverse. 


3. Pour illustrer ces considérations, considérons à titre d'exemple un systè- 
me adiabatique isolé tel qu’un gaz contenu dans un cylindre fermé par un piston 
mobile. Pour créer la pression extérieure P on placera sur le piston un poids donné. 

Pour modifier commodément le 
poids, on supposera qu’il est cons- 


F titué par du sable fin. Provoquons 
une détente adiabatique du gaz qui 

M le fait passer de l’état d'équilibre 
ÈS initial M dans l’état d'équilibre fi- 
IN nal N (fig. 24). Cette transforma- 


4 tion sera réalisée en enlevant du 
sable grain par grain. Lorsqu'on 
enlève le pe grain de sable, : 

n-ÿ pression extérieure diminue et le 
| T4 gaz se détend. La détente est alors 


y tellement petite qu'on a peine à la 
; déceler, maïs en fait c'est une trans- 
formation hors d'équilibre s'accom- 
pagnant de mouvements macrosco- 
piques compliqués du gaz. En fin de 
compte le gaz retrouve un état d'équilibre représenté sur le diagramme par 
le point 7, En enlevant un deuxième grain de sable, on provoque une nouvelle 
transformation du gaz, elle aussi hors d'équilibre, qui aboutit finalement à 
l’état d'équilibre 2. En répétant cette opération nr fois de suite, on fera passer 
le gaz dans l’état d'équilibre N, après avoir parcouru un nombre fini (7 — 4) 
d'états d'équilibre intermédiaires 7, 2, ..., (n — 1). Comme chacun de ces 


Fig. 24 
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états découle de l’état précédent au prix d’une petite transformation hors 
d'équilibre, la transformation M— N est une transformation hors d'équilibre. 

Essayons maintenant de ramener le gaz dans son état initial M en augmen- 
tant grain par grain la charge du piston. Nous parcourons alors la même suite 
finie d’états d'équilibre (n — 1),(n — 2), ..., M que lors de la transformation 
directe. Mais les petites transformations hors d'équilibre intermédiaires ne 
seront plus les mêmes. Par exemple, lors de la transformation inverse N —+ 
— (n — 1) le gaz sera comprimé sous une pression un peu plus grande fpuisqe 
le nombre de grains de sable se trouvant sur le piston a été augmenté de un) 
que lors de la transformation directe (n — 1) + N. Par suite on devra fournir 
au gaz un travail plus grand que celui qu'il avait fourni lors de la transformation 
directe. La transformation M — N qui est constituée par un nombre fini d'états 
d'équilibre est donc elle-même irréversible. 

Supposons maintenant que le poids des grains de sable diminue indéfiniment 
et que leur nombre augmente lui aussi indéfiniment, le poids total du tas de sable 
étant maintenu constant. À la limite la transformation hors d'équilibre M — N 
deviendra quasi statique et se laissera représenter par la courbe continue MN. 
La transformation inverse sera représentée par la même courbe, mais parcourue 
dans le sens inverse. Le travail fourni par le gaz lors de la transformation directe 
sera égal au travail fourni pendant la transformation inverse; ce travail est 
représenté par l’aire d’un trapèze curviligne limité dans sa partie supérieure 

ar la courbe MN. Pour ramener le gaz dans son état initial, on devra dépenser 
e même travail que celui qui fut fourni par le gaz lors de sa détente. Il est évi- 
dent que la détente quasi statique du gaz est une transformation réversible 
dans le sens limité de ce terme. 


PROBLÈMES 


1. Une mole de gaz parfait de chaleur massique Cy est contenue dans ur 
cylindre à parois adiabatiques muni d'un piston mobile pouvant s’y déplacer 
sans frottement. Le piston est soumis à une pression extérieure P, constante. 
À un certain instant on fait croître ou décroître brusquement la pression exté- 
rieure jusqu’à la valeur P,. (On y arrive en enlevant une partie de la charge portée 
par le piston ou en rajoutant une certaine charge.) Du fait de cette variation 
brusque de la charge, le volume du gaz varie adiabatiquement. Calculer la 
température et le volume du gaz lorsque celui-ci retrouve son état d'équilibre: 
thermodynamique. 

Solution. Lorsqu'un gaz est détendu ou comprimé adiabatiquement, il 
ne reçoit ni ne cède aucune quantité de chaleur, maïs fournit un travail À — 
= P, AV; par suite AU + P, AV = 0. Comme U = C;;T, on en tire 


Cy (Ta — Ti) + Po (Va — Vo = 0 
ou 
Cy (Ta — T1) + Ro = PV 


l'ur conséquent 


CyTi +PoVy 
Ta : (29.1) 
_ RTA 
Va PF, (29.2} 


2. Reprenons le problème précédent et supposons qu’une fois l'équilibre 
rétabli, on fait revenir d'un seul coup la pression à sa valeur initiale P,. Calculer: 
la température finale 7, et le volume final V, du gaz lorsqu'il retrouvera à 
nouveau son état d'équilibre thermodynamique. 
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Solution. En utilisant les résultats du problème précédent, on obtient 


Ts= CyTa+PiVa 

CP : 
y Re (29.3) 
8 P, . 


À l'aide de l'équation de Clapeyron PV = RAT et de la relation de R. Mayer 
€p — Cy = R, on peut mettre l'expression de 7, sous la forme suivante: 


rues 2 
Ta= it en. (29.4) 


Cette formule montre qu'après deux transformations adiabatiques consécutives 
la température et le volume du gaz augmentent toujours. Si la variation de pres- 
sion est infiniment petite, selon (29.4) les variations de la Fran et du 
volume seront des inAimont petits de second ordre. Au premier ordre de grandeur 
près, les paramètres restent constants. On en conclut que si on effectue une détente 
‘adiabatique du gaz en diminuant par portions infinitésimales la charge du piston, 
puis en l'augmentant de la même façon, la température et le volume du gaz dans 
l'état final ne se distingueront de leurs valeurs initiales que d'une quantité 
infiniment petite. À la limite, lorsque les portions dont on diminue ou dont on 
augmente la charge du piston tendent vers zéro et que leur nombre tend vers 
l'infini, le gaz exécute une transformation finie en repassant à la compression 
par mêmes états d'équilibre successifs que ceux qu'il avait parcourus pendant 
sa détente, 


$ 30. Le cycle de Carnot et le théorème de Carnot 


1. Parmi les différents cycles de transformations une importance 
“particulière revient en thermodynamique au cycle de Carnot. C'est 
“une transformation quasi statique lors de laquelle le système étudié 
est successivement mis en contact thermique avec deux sources de 
chaleur, l’une ayant la température T, et l’autre la température T.. 
On supposera dans tout ce qui suit que 7, >> T,. La source de chaleur 
ayant la température plus haute 7, est désignée sous le nom de source 
chaude (ou chaudière) et celle dont la température 7, est plus basse 
s'appelle source froide (ou condenseur). Le cycle de Carnot comporte 
les opérations suivantes. Tout d’abord le système se trouvant à la tem- 
pérature 7, est mis en contact thermique avec la source chaude, et en 
diminuant de façon infiniment lente la pression extérieure on pro- 
voque sa détente quasi statique suivant l'isotherme 72 (fig. 25). 
Pendant cette transformation le système reçoit de la source chaude 
une quantité de chaleur @, et fournit contre la pression extérieure 
le travail 4,,. Ensuite on rend le système adiabatique et on le sou- 
met à une détente quasi statique suivant la courbe adiabatique 23 
jusqu’à ce que sa température devienne égale à T, qui est la tempé- 
rature de la source froide. Pendant la détente adiabatique le système 
fournit le travail À,, contre la pression extérieure. Lorsque le systè- 
me se trouve dans l'état 3 on le met en contact thermique avec la 
source froide et en augmentant de façon continue la pression exté- 
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rieure on le comprime de façon isotherme jusqu'à ce qu ‘il parvienne 
à l'état 4. Pendant tout ce temps on fournit au système du travail 
(le système fournit donc un travail négatif 4,,) et on restitue à la 
source froide une quantité de cha- 

leur @,. L'état 4 doit être tel que 4 

l'on puisse ramener le système dans fr 

son état initial Z par une compres- 

sion quasi statique le long de la Re 
courbe adiabatique 47. Une telle \ 
transformation exige que le système A 
reçoive un travail (ou que le systè- 4 

me fournisse un travail négatif A,.). T- 
A la fin du cycle de Carnot l'énergie 

interne du système reste la même 

qu'au début et par conséquent le y 
travail produit par le système est 

A = A3 + A5 + Ag + Au = Fig. 25 

—=Q, — Q:. Enintroduisant le ren- 

dement n du cycle de Carnot défini par la relation (28.4), nous 
pouvons écrire 


Qs = (4 — 1) Qr. (80.1) 


2. Nous allons donner maintenant une démonstration du théorème 
dé Carnot: quels que soient la machine thermique et le fluide moteur 
utilisés, le rendement d'une machine thermique parcourant. un cycle 
de Carnot ne dépend que des températures T, et T, de la source:chaude et 
de la source froide. 

Pour en faire la démonstration, nous considérerons deux:machines 
de Carnot ayant une source chaude commune de température T7, 
et une source froide commune de température Ts Posons que n est: 
le rendement de la première machine et n’ celui de la seconde. Sup- 
posons que n > n’. Nous allons démontrer que cette hypothèse est 
en contradiction avec le postulat du second. principe de la thermody- 
namique. Comme le cycle de Carnot est quasi statique, il peut être 
parcouru dans le seus direct et dans le sens inverse. Faisons fonction- 
ner la première machine dans le sens direct qui est le sens où la. 
machine produit du travail. Posons qu'après m cycles cette machine 
a reçu de la source chaude une quantité de chaleur Q,, qu'elle a resti- 
tué à la source froide une quantité de chaleur Q, et qu’elle a fourni 
un travail À = Q, — Q@, qui a été utilisé, par exemple, pour la re- 
montée d’un poids. Arrêtons la première machine et utilisons l’éner- 
gie potentielle du poids pour faire fonctionner la deuxième machine 
dans le sens inverse. Cette deuxième machine fonctionnera donc com- 
me une machine frigorifique. Posons qu'après m’ cycles elle aura reçu 
de la source froide une quantité de chaleur Q;, aura cédé à la source 
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chaude une quantité de chaleur Q° et aura accompli un travail A’ — 
= Q' — Q:. Le bilan de m cycles de la première machine et de m° 
cycles de la seconde se présente comme suit: 

la source chaude a fourni une quantité de chaleur (Q, — Q;); 

la source froide a fourni une quantité de chaleur (Q, — Q:); 

la machine a fourni un travail A — 4° -= (Q,—Q:)— (Q, —Q:)= 
= nQ; — n'Q. 

La suite de la démonstration dépend du choix du postulat du 
second principe: celui de Thomson-Planck ou celui de Clausius. 
Si on se réfère au postulat de Thomson-Planck on raisonnera de la 
façon suivante. Choisissons les nombres entiers m et m' de manière 
que Q, — Q° = 0, chose qu'il est toujours possible de faire puisque 
Qi = mg, Q, = m'g;, qi étant la quantité de chaleur que prend par 
cycle la première machine à la source chaude et g; étant la quantité 
de chaleur que restitue par cycle la seconde machine à la même 
source chaude. Si les quantités g, et g; sont commensurables, on peut 
toujours choisir des entiers m et m’ tels que mgy— m'q; = 0, soit 
Q1 — Q; — 0. Si ces quantités sont incommensurables, on peut 
prendre des entiers m et m’ suffisamment grands pour que l'égalité 
ci-dessus soit vérifiée avec une précision fixée d'avance. II est donc 
toujours possible de choisir des entiers m et m’ tels que Q, — Q; = 0. 
Le bilan du cycle se présentera alors sous la forme suivante: 

L'état de la source chaude ne s'est pas modifié. 

La source froide a fourni une quantité de chaleur (Q; — Q,) = 
5 n—-1n)0>0. 

La machine a fourni un travail nQ, — n'Q; = (n — n')@ > 0. 

Ainsi l’unique résultat du cycle serait la production du travail 
(n — n’) Q, > 0 aux dépens d’une quantité équivalente de chaleur 
puisée à la source froide. Or c’est la transformation de Thomson- 
Planck dont la réalisation mettrait en défaut le postulat du second 
principe de la thermodynamique. Il s'ensuit que l'hypothèse selon 
laquelle n > n’ n’est pas valable. Il en est de même de l'hypothèse 
n° > 1. Pour s’en rendre compte il suffit de faire fonctionner la deu- 
xième machine dans le sens direct du cycle de Carnot et la première 
machine dans le sens inverse du cycle de Carnot et de reprendre le 
raisonnement ci-dessus. Îl s'ensuit que n — n’, ce qui démontre 
le théorème. 


8. 11 est instructif de déduire l'inégalité ci-dessus du postulat de Clausius. 

En prenant pour base de raisonnement le postulat de Clausius, la démons- 
tration devient quelque peu différente. Choisissons les nombres entiers m et m’ 
tels que le travail fourni par les deux machines soit nul: nQ, — n'Q; = 0. Le 
bilan du cycle est alors: 


la source chaude a reçu une quantité de chaleur Q — @, = 1 — 1 Qi > 0, 
la source froideafourni une quantité de chaleurQ; — Q, = (1 — n°) X 


XQ—(i—-nA=Q—-Q>0. 
Pa LEnQrs tien n'a changé. 
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Le seul résultat du cycle est un transfert de chaleur de la source froide à la source 
chaude, ce qui est en contradiction avec le postulat de Clausius et démontre 
ainsi le théorème de Carnot. 


$ 31. L’échelle thermodynamique de température 


1. En 1848, William Thomson (lord Kelvin) fit remarquer que 
le théorème de Carnot pouvait être utilisé pour établir une échelle 
de température rationnelle, indépendante des propriétés individuelles 
du corps thermométrique et de la conception du thermomètre. 

D'après le théorème de Car- 
not le rendement du cycle de [P ’ 

Carnot ne dépend que des tem- : 
pératures des sources chaude et 

froide. En notant #, et #, les 

températures empiriques de ces +4 
deux sources mesurées à l’aide 


TL 
d'un thermomètre quelconque (à NS 
gaz, à mercure, à résistance, etc.), n 
le rendement s’exprimerait alors 
TT 5 


par une formule telle que 


Donner, 4 


1 


(31.2) Fig. 26 


où f(l1, t») est une fonction universelle des températures empiriques 
choisies t, et t,. Comme la forme de cette fonction ne dépend 
absolument pas de la construction de la machine de Carnot et de la 
nature du corps thermométrique, W. Thomson proposa d'utiliser 
le cycle de Carnot pour définir une échelle de température. 

2. Pour établir une échelle thermodynamique de température, intro- 
duisons une fonction universelle des températures £, et t, plus simple: 


= pts ta), (31.2) 


Il est facile d'exprimer cette fonction à l’aide de l’ancienne fonction 
Î (ti te). Pour trouver la forme générale de la fonction œ (t,, t»)} 
prenons trois sources de chaleur dont les températures sont mainte- 
nues constantes. Soient t,, £, et t, les températures empiriques de ces 
trois sources de chaleur. Avec ces trois sources faisant fonction de 
sources chaudes et froides, réalisons les trois cycles de Carnot repré- 
sentés sur la figure 26. Pour les cycles de Carnot 7234 et 4356 on 
peul écrire 
Q@ 


= (trs Le), 


rs 
Q» _ 
Ge = P (ar DE LEE 
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En éliminant @, entre ces deux équations on obtient 
De O (bn à) D (la ts). 


Ces deux cycles combinés selon le schéma de la figure 26 sont équiva- 
lents au cycle de Carnot 2256 puisque l’isotherme 43 est parcourue 
deux fois en sens opposés et peut donc être rejetée. Il s'ensuit que 


PL = pu ts). 


En comparant les deux dernières égalités on obtient 


P (és ol P (os Ês) — P (és ta), (31.3) 
d'où 
_ Pur ts) 
(és te) = CIE 1) ; (31.4) 
soit 
Q1 _ Pr ts) (31,5) 


Qù Pln ts) ? 


Cette relation est vérifiée pour toute valeur de £,. Comme le premier 
membre ne dépend pas de #3, le rapport figurant dans le second membre 
ne peut dépendre de #4. On peut donc fixer la valeur de t, sans chan- 
ger la valeur de ce rapport. Mais alors le numérateur figurant dans le 
second membre de la formule (31.5) ne dépend que de la seule varia- 
ble ?,. Notons @ (f,) cette dernière fonction. De même le dénomina- 
teur ne sera fonction que de la variable #,. Aïnsi 


Q: “ © (t:) (31.6) 


Q Or)" 

La fonction œ (t, t,) est donc le rapport de deux valeurs d'une seule 
et même jonction © (t) pour £ = t, et t = t,. Comme la valeur de 
@ (t) ne dépend que de la température, on peut l’adopter pour mesu- 
rer la température du corps. La quantité © (t) s’appelle température 
thermodynamique absolue. Le rapport de deux températures thermo- 
dynamiques O, = © (t,) et ®, = 6 (t,) est défini par la relation 


ro, (31.7) 


8. En principe on peut déterminer expérimentalement la valeur 
du rapport @,/6,. Il suffit pour cela de mesurer les quantités de 
chaleur Q, et Q,. Mais une fois connue la valeur de ce rapport, les 
températures ©, et 0, nes’en déduisent pas univoquement puisque la 
fonction © (t) = o (ft, t;) dépend du paramètre t, dont la valeur 
est arbitraire. La valeur du rapport (31.7) ne dépend pas de la valeur 
du paramètre £,. Suivant la valeur de ce paramètre les températures 
thermodynamiques seront différentes. A la place de la fonction @ (t) 
on pourrait adopter comme température thermodynamique la quantité 
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O° (t) = 1 (t3) © (t), où 1 (#3) est une fonction arbitraire. La valeur 
du rapport (31.7) n'en sera pas affectée, mais en donnant au para- 
mètre &, des valeurs différentes on arriverait à définir une énfinité 
d'échelles de température se distinguant par l'unité de température. 
Afin de définir de manière univoque la température thermodynamique 
O, on peut envisager deux procédés. 

Premièrement, on choisit deux repères thermométriques fixes, par 
exemple le point normal de fusion de la glace et le point normal d’ébul- 
lition de l’eau. Notons ©; et O4, les températures thermodynamiques 
de ces points fixes et Q. et Qa, les quantités de chaleur correspondantes 
dans le cycle de Carnot. Choisissons une valeur donnée pour la dif- 
férence de température en — @;, posons, par exemple, qu'elle est 
égale à 100 degrés. Ainsi l’intervalle de température éntre les points 
normaux de fusion de la glace et d’ébullition de l’eau sera divisé 
en 100 parties égales ; chacune de ces parties fut appelée degré Kelvin 
et depuis peu s’appelle kelvin tout court. Disposant de deux équations 


be. 64-6100 (31.8) 


nn peut calculer les valeurs de @4, et de @+. Pour cela il faut mesurer 
la valeur du rapport Qa/Qr. Quoique ce rapport n'ait été déterminé 
dans aucune expérience réelle, des mesures indirectes ont permis de 
trouver les valeurs suivantes: 


= 273,15K, Op Æ 373,15 K. (31.9) 


On peut calculer la température thermodynamique @ de n'importe 
quel corps par la formule 

der 

Pr PE (31.10) 
après avoir réalisé un cycle de Carnot entre le corps étudié et la 
glace fondante et mesuré les quantités de chaleur correspondantes 
QetOr. L'échelle de température ainsi définie est l'échelle thermody- 
namique absolue de température. 

Deuxièmement, on peut attribuer conventionnellement une valeur 
© déterminée à un repère thermométrique fixe, puis calculer à l’aide 
d’une formule analogue à (31.10) la température de tout corps. 
Comme repère thermométrique fixe on peut choisir la température 
de fusion de la glace et par convention attribuer à ce repère la tem- 
pérature 6; = 273,15 K. Nous définirons ainsi une échelle thermo- 
dynamique absolue de température qui, aux erreurs expérimentales 
près, coïncidera avec l'échelle définie suivant le premier procédé. 
Les mesures ont montré que dans cette échelle la température du 
point triple de l’eau vaut 273,16 K environ. 

4. Nous voyons ainsi que dans le premier procédé on utilise 
deux repères thermométriques fixes et un seul dans le second procédé. 
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Du point de vue théorique les deux procédés sont équivalents, mais 
pour la pratique il faut tenir compte des erreurs entachant la repro- 
ductibilité des repères fixes. L'erreur de reproduction du point 
normal d'’ébullition de l'eau est comprise entre 0,002 et 0,01 °C 
et celle du point normal de fusion de la glace entre 0,0002 et 1),001 °C. 
Le point triple de l’eau peut être connu avec une erreur n’excédant 
pas 0,0001 °C. C'est pour cela que la Xe Conférence générale des 
poids et mesures (1954) a adopté le procédé de définition de l'échelle 
thermodynamique absolue, utilisant un seul repère thermométrique — 
le point triple de l’eau, et lui attribua la température 273,16 K 
(valeur exacte). Par suite, dans l'échelle thermodynamique absolue 
moderne, la différence entre les températures de fusion de la gla- 
ce et d’ébullition de l’eau n'est qu'approximativement égale à 
100°. Les températures de ces points fixes 273,15 K et 373,15 K 
sont elles aussi approchées. Mais la température 273,16 K du point 
triple de l’eau est exacte par définition. 

5. La température thermodynamique absolue ne peut changer 
de signe. Par convention, la température absolue du point fixe utilisé 
pour définir l'échelle de température étant positive, la température 
thermodynamique absolue ne peut prendre de valeurs négatives. C'est 
ce que nous allons démontrer maintenant. 


Supposons qu'il existe un corps dont la température absolue 
6, est négative: 9, < 0. Utilisons ce corps comme source froide 
dans la machine thermique de Carnot. Comme source chaude nous 
prendrons un autre corps dont la température absolue 6, est positive : 
6, >> 0 (il doit bien exister un corps ayant une température positive 
puisque par définition la température absolue du repère fondamental 
est positive). Posons que dans l'évolution du cycle de Carnot la 
source chaude a fourni une quantité de chaleur Q, >> 0. La source 


froide recevra alors une quantité de chaleur Q, — à. Q,. Puisque 
L 
par hypothèse = << 0, on a Q, < 0. Cela signifie qu'en réalité 
la source froide a fourni et non pas reçu la chaleur: -—Q, = | Q, |: 
Dans le parcours du cycle un travail positif a été produit: À = 
= Q, — Q: = Q, + | Q, |. Considérons que la source chaude et la 
source froide constituent un seul réservoir de chaleur. Le seul résultat 
du cycle de Carnot consiste en ce que ce réservoir de chaleur à fourni 
la quantité de chaleur Q, + | Q, | aux dépens de laquelle a été 
produit le travail équivalent À = Q, + | Q, |. Or c’est la transfor- 
mation de Thomson-Planck dont la réalisation infirmerait le postu- 
lat du second principe de la thermodynamique. Il s'ensuit que l'hy- 
pothèse 6, << 0 est erronée, ce qui signifie que la température ther- 
modynamique absolue ne peut être négative. La température la plus 
basse dont l'existence èst admise par le postulat du second principe 
est Q = 0. C'est le zéro absolu de température qui se trouve à 273,16 K 
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au-dessous de la température du point triple. Ainsi le second prin- 
cipe de la thermodynamique implique l'existence du zéro absolu. Il 
est évident que ce principe ne peut dire si le zéro absolu de tempé- 
rature est accessible ou ne l’est pas, mais il affirme qu'aucun corps 
ne peut être refroidi au-delà du zéro absolu. 

Les considérations que nous venons de développer démontrent 
seulement que la température thermodynamique absolue est une 
grandeur qui a toujours le même signe. Les températures absolues 
de deux corps ne peuvent être de signes différents. Quel signe choisir, 
positif ou négatif, est une affaire de convention. Il a été convenu 
que la température du principal point de repère devait être posi- 
tive, par suite toutes les températures absolues sont positives. On 
aurait pu faire l'inverse et alors toutes les températures absolues 
auraient été négatives. 

6. En physique statistique quantique on donne une généralisa- 
tion de la notion de température. Certains systèmes quantiques peu- 
vent se trouver dans des états qui, tout formellement, peuvent être 
définis comme des états de températures absolues négatives. 11 n’y a 
là aucune contradiction avec la thermodynamique, car celle-ci n’envi- 
sage que Ja température des éfats d'équilibre thermodynamique. Les 
états de température absolue négative envisagés en physique statisti- 
que sont des états hors d'équilibre thermodynamique; à ces derniers 
la notion thermodynamique de température ne s'applique plus. 


$ 32. Identité de l’échelle thermodynamique 
de température et de l’échelle du thermomètre 
à gaz parfait 


Nous allons démontrer que l'échelle thermodynamique absolue de 
température est identique à l'échelle absolue du thermomètre à gaz 
parfait. (Nous noterons T la température mesurée dans cette dernière 
échelle.) Réalisons un cycle de Carnot en prenant comme fluide 
moteur un gaz parfait. Pour simplifier nous admettrons que l’on 
prend une mole de gaz parfait. Calculons d'abord la quantité de cha- 
leur Q, fournie par la source chaude le long de l’isotherme 72 (fig. 25). 
Selon le premier principe 8Q — dU + PdV. Comme l'énergie interne 
U d’un gaz parfait ne dépend que de la température, le long de l’iso- 


therme dU = 0 et par suite 60 = PdV — RTT . En intégrant 
on trouve 


y. 
Qi—=RTiln A . 
Pendant la détente adiabatique 23 le gaz ne reçoit pas de chaleur. 


De ce fait Q, représente la quantité de chaleur totale que fournit 
par cycle la source chaude. On calcule de même la chaleur Q, que 
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reçoit par cycle la source froide. Elle est égale à 


Q= RAT; ln +. 
à 4 
Il s'ensuit que 


y. 
In 2 
Q = Ti Vi 
2 Ta Vs. 
In 2 


Le facteur logarithmique figurant dans le second membre de 
cette relation est égal à l’unité. En effet pour se rendre compte que 
la quantité y = CplCy ne dépend pas de la température il est com- 
mode d'utiliser l'équation de l’ adiabatique 7 VY-! — const. En appli- 
quant cette équation aux adiabatiques 23 et 74 (cf. fig. 25) on obtient 


TV = TE, 
TV = TE. 
membre on trouve ñ . F- Cette relation 


démontre notre proposition. On notera qu'elle est vérifiée même 
pour les gaz parfaits dont la quantité y dépend de la température. 
En effet pour une détente ou une Re adiabatique 8Q — 


x 


En divisant membre à 


= CyaT - PdV = 0 ou CydT + RTS = 0. On en tire 
dV ___ Cv dT 
TR T° 


La chaleur massique Cy d'un gaz parfait ne dépend que de la tempé- 
rature. Il en résulte qu'en intégrant cette dernière équation le long 
des adiabatiques 23 et 74 on obtient le même résultat : 


v v. 
AAA 
LV 14 
Vo Vi 
ou 
LENS PALES 
In 7, = ln v, 
Il en découle 
Va Vs 
Van Va 
c'est ce qu'il failait démontrer. Par conséquent 
au 0 32.1 
TU: FE 


Tir (32.2) 
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Il résulte de cette relation que l'échelle thermodynamique absolue- 
de température deviendra identique à l'échelle correspondante du 
thermomètre à gaz parfait si on attribue la même valeur de température: 
au point fixe principal (ou à la différence de température entre deux 
points fixes). Comme c’est ce que l’on fait en pratique, l’identité:- 
de ces deux échelles est démontrée: T7 — @. Dans ce qui suit on 
désignera par la même lettre T la température thermodynamique 
absolue et la température du gaz parfait. Il est utile de remarquer 
que l'identité des deux échelles de température se conserve quel: 
que soit le gaz parfait considéré et quelle que soit la dépendance de- 
Cy avec la température. 


$ 33. Réduction de l’échelle du thermomètre à gaz 
à l’échelle thermodynamique 


1. La machine de Carnot ne permet d'établir que le principe d'une échelle- 
de température, mais ne convient pas aux mesures pratiques de la température. 
En pratique on mesure toujours des températures empiriques à l’aide de thermo- 
mètres réels. Il s'agit alors d'apporter aux indications de ces thermomètres des 
corrections convenables pour les ramener à l'échelle thermodynamique absolue. 
Nous avons montré au paragraphe précédent que les indications fournies par un 
thermomètre à gaz parfait ne nécessitent aucune correction. Mais il n'existe 
aucun gaz rigoureusement parfait et tous les gaz réels présentent des écarts par: 
rapport au comportement des gaz parfaits, qui sont surtout notables aux très. 
basses et aux très hautes températures. Nous allons montrer par quel procédé: 
on arrive à calculer les corrections qu’il faut apporter aux indications d’un 
thermomètre à gaz réel (le gaz qui convient le mieux est l’hélium). 

2. L'équation d'état É n'importe quelle substance peut s’écrire sous la: 
forme: P = P(T, V) ou après multiplication par V sous la forme PV = 
= VP(T, V)=f(T, V). Remplaçons le volume V par la densité p = 1/V° 
que nous considérerons comme variable. Alors PV = F (T, p). En supposant que- 
la substance est un gaz réel, on développera la fonction F (T, p}, suivant les. 
puissances de p: 


GF(T, O)<, 1 @F(T, 0 
PV=F(T, 04 EN be 


Le premier terme de ce développement F (7, 0) représente la valeur du produit. 
PV pour p —+ 0, c'est-à-dire pour un gaz évanescent qui se comporte comme ur 
gaz parfait. Donc pour une mole de gaz F (T, 0) = ÀT. Tous les autres coeffi- 
cients ne dépendent que de la température. Si on introduit de nouveau le volume- 
V = 1/p, le développement s’écrira 
B B ; 

PV=RT (14 SEE), 133.1) 
où B3, B3, . . . sont des fonctions déterminées de la température portant le nom. 
de viriels (B, est le second viriel, B;, le troisième viriel, etc., le premier viriel 
a égal à l'unité). Si la densité du gaz est petite, on peut se borner au deuxième 
viriel : 


PV=RT (145) (33.2) 


(on à supprimé l'indice 2). 
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3. Prenons maintenant un thermomètre réel à hélium. Le volume V, d'hélium 
-contenu dans le thermomètre doit rester invariable. Dans un thermomètre à 
‘hélium normal le volume V, doit être tel qu'à { = 0 °C la pression d’hélium soit 
“égale à 1000 mm Hg. La température empirique est repérée par la pression de 
ge régnant dans le thermomètre. Notons t cette température empirique. Par 
définition de la température empirique 


PV = A, (33.3) 
où À est une constante. D'autre part; on tire de (33.2) 


PVo=RT ( +). 


Æn égalant ces deux expressions on obtient 


r(it + ï. (33.4) 


On remarquera que la mesure des constantes À et R ne nécessite pas la 
«connaissance préalable de l'échelle thermodynamique de température. Il suffit 
-de connaître les valeurs numériques de 7 et de % au point fixe principal, c'est-à- 
dire au point triple de l’eau. Pour l’eau on a par définition Ttr = Ttr = 
= 273,16 K. Ayant mesuré la pression P+- du gaz à cette température, l’applica- 
tion de la formule (33.3) permet de calculer 


A= PtrVo 
Ttr 


‘On détermine la valeur de la constante R en mesurant à la température t = 
= ttr = Ttr le produit PV pour le gaz évanescent (V —+ oc). D'après (33.2) 


__ (PV)o 
di Ttr ‘ 


Ainsi les coefficients À et À figurant dans (33.4) sont connus. Les valeurs de la 
fonction B (x) se laissent déterminer expérimentalement pour toute valeur de la 
variable %. 11 suffit pour cela de mesurer à la température + les pressions P, et P, 
du gaz correspondant à deux valeurs V, et V, de son volume. Appliquons la 
formule (33.2): 


. 


P=RT|1+ 42), 


PV,=RT[1 +427, 
d'ui 
1 
PVa— PiV,=RTB (x) (+). 


“Comme la différence AT = T — x n'est qu'une petite correction, on peut rem- 
placer T par t dans le second membre de la dernière égalité à la précision du 
Calcul près. On obtient alors 


B (1) = Sata | 
R(—7.) 


À la même précision du calcul on peut remplacer BT figurant dans le premier 
membre de la relation (33.4) par Bt. On obtient alors 


T=(F-7-) 7, (33.5) 
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Île terme de correction AT est égal à 


(33.6) 


AT=T—1=| rs }r. 


R VV 
On indique les valeurs de AT calculées par une formule du type (33.6) 
pour un thermomètre à hélium dans le tableau 2. 


Tableau 
T,K | AT | T, K | AT | T, K | AT 
{ 

3 0,045 | 140 0,011 j 300 0,001 
10 44 150 10 320 = 
20 40 | 160 9 350 —1 
30 37 170 7 370 0 
40 34 180 6 400 1 
50 31 190 5 420 3 

28 200 4 450 5 

70 25 210 4 470 
80 22 220 3 500 0,011 

90 20 230 2 520 
100 18 240 2 550 17 
110 16 250 1 570 20 
420  : 45 260 0 620 25 
130 13 270 0 670 34 

280 0 | 


$ 34. Exemples d'application du théorème de Carnot 


La mise en œuvre du-théorème de Carnot permet d'obtenir d’im- 
portantes relations entre les grandeurs physiques caractérisant les 
systèmes à l’état d'équilibre thermodynamique. Pour cela il faut faire 
parcourir au système un cycle de Carnot et lui appliquer le théorème 
de Carnot. C’est la méthode des cycles. Donnons-en quelques exemples. 

Exempie.1. Soit un corps physiquement homogène dont 
l'état est défini par deux paramètres, T et V par exemple. Son énergie 
interne est une fonction univoque de ces paramètres U = U (T, V). 
Si on connaît l'équation d'état thermique f (P, V, T) = 0, l’ap- 
plication du théorème de Carnot permet de trouver la solution géné- 
rale de la variation de l'énergie interne U en fonction du volume, 
C'est ce problème que nous allons traiter. 

l'état du corps peut être représenté sur le diagramme V, P 
par un point figuratif. Considérons sur ce diagramme une famille 
d’isothermes et une famille d’adiabatiques. Ces deux familles de 
courbes subdivisent le plan V, P en mailles ayant la forme de qua- 
drilatères curvilignes (fig. 27, a). En traçant un grand nombre de 
<ourbes on peut rendre les dimensions des mailles suffisamment peti- 
tes pour que leur forme se distingue infiniment peu de celle de paral- 
lélngrummes. Considérons un de ces parallélogrammes infinitésimaux 
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représenté à grande échelle sur la figure 27, b. Notons-le 7234: 
c'est un cycle de Carnot. Notons T, et T, les températures absolues 
correspondant respectivement à l’isotherme 12 et à l'isotherme 
34. Comme ces températures sont infiniment voisines, nous omettrons 
les indices Z et 2 dans toutes les relations où T, et 7, sont en fac- 
teur devant des quantités infiniment petites. Nous ferons la même 


a) 


Fig. 27 


chose avec toutes les autres grandeurs telles que P,, P,, V,, V,, 
etc. Le travail À fourni par le système après parcours du cycle 
1234 est numériquement égal à j’aire du parallélogramme 7234. 
Pour calculer ce travail traçons les droites verticales 76 et 25 paral- 
lèles à l’axe des pressions. L’aire qui nous intéresse est égale à l'aire 
du parallélogramme 7256. La hauteur de ce parallélogramme est 
numériquement égale à l’accroissement de volume V, — V, accom- 
pagnant la transformation isotherme 72. La base 617 représente l’ac- 
croissement de pression correspondant à une élévation de tempé- 
rature T, — T, à volume constant. Cet accroissement est égal à 
(SE) (T1 — Ta). Le travail fourni par le cycle, numériquement 
égal à l’aire du parallélogramme 7256, est donc 


A=() (ri T9 (Va V). 


Calculons la quantité de chaleur Q@, fournie par la source chaude 
au système lors de la transformation isotherme 72. Selon le premier 
principe Q, = U, — U, + P (V, — V,). Comme sur l'isotherme 72 


la température est constante, on a U, — U, — (5% }r (Va — Vi) 
et par suite 


Q=[ (5) +P]0e-va. 
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D'après le théorème de Carnot 


ÉLR ameà 34.1 
CRE Fou Pas 
En y portant les valeurs de À et de Q trouvées plus haut nous obte- 
nons 
ôU ôP 
he T(),—r. ae 


C'est la solution du problème. 

Exemple 2. Nous allons établir pour l'enthalpie une for- 
mule analogue à (34.2). L'’enthalpie 7 peut être considérée comme 
une fonction de la température T et de la pression P. Il convient 
d’abord d'exprimer la quantité de chaleur @, et le travail À sous 
une forme différente. Nous avons évidemment 


dT = d(U + PV) = (dU + PdV) + VdP. 
On en tire par application du premier principe 
di — &Q + VdP 


8Q = dl — VdP. (34.3) 


La relation (34.3) exprime le premier principe sous une nouvelle 
forme. On en tire l’expression suivante pour la quantité de cha- 
leur @,: 


ou 


Q=ls—-L—V(P:—P)). 
Comme le long de l’isotherme 72 la température est constante, 
on a 1 — 71, = (S}r (P3 — P,). Par suite 


Transformons maintenant l’expression pour le travail À. A partir 
de l'identité (8.3) 


Che (hr) 


(Va V = Pa Pis 


et de la relation 


on obtient 
c'4 
A= (5), (Ti Ta) (PP). 


En portant les expressions de Q, et de À dans (34.1) on trouve la 
relation cherchée 


hr), +7. (34.4) 
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Appliquons la formule (34.2) à un gaz parfait. Dans ce cas P - 
— RT/V et par conséquent 

9P . AT 

Tr) 72. 
En portant ces valeurs dans (34.2) on obtient 
ou 

(57), =0. (34.5) 
Il s'ensuit que l'énergie interne d'un gaz parfait ne dépend pas du 
volume, n'étant fonction que de la température. C'est la loi de Joule 
que nous avons présentée jusqu'ici comme un résultat empirique. 
Nous voyons maintenant que cette loi découle de l'équation de 
Clapeyron et du second principe de la thermodynamique. En remar- 


quant que Cy = (Fr )v on trouve 
dy \ __ à 8 
(5),= = 0. (34.6) 
La chaleur massique C7 d'un gaz parfait ne dépend pas de son volume, 
mais peut dépendre de sa température. 
On établit des relations analogues à partir de (34.4): 


(5), =0, (34.7) 
(= Æ  œo 


Ces relations montrent que l’enfhalpie et la chaleur massique C» 
d'un gaz parfait ne dépendent que de sa température. 
Exemple 3. L’équation (34.2) peut être généralisée au cas 
d’un système thermodynamique quelconque dont l’état est défini 
par la température T et plusieurs paramètres extérieurs 4,, 4, . 
+.., 4n. Le travail élémentaire est alors donné par l’expression 


SA = Ada +... + Ada, 


où les quantités À; (a;, @+, . .., a,, T) représentent des forces géné- 
ralisées. Si (n — {) paramètres a; sont maintenus constants, il ne 
subsiste qu’un seul paramètre libre a;. On peut alors reprendre sans 
changements les raisonnements qui nous avaients conduits à la for- 
mule (34.2). Le paramètre a; y joue le rôle du volume V et la force 
généralisée À; celui de la pression P, et on obtient 


oU 04; 
aa =T( OT ET C0 
La formule (34.4) peut être généralisée de façon analogue. En posant 
T = U + Aa, + Asa +...+ Ana (34.10) 
on obtient | 
ôI dai 
mt), (34.11) 


Les formules (34.9) et (34.11) trouvent de nombreuses applications. 
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$ 35. La différence des chaleurs massiques C? et Cyr 


1. Au $ 18, en partantà du premier principe, nous avons établi 
la formule 


Cce-[(H)+r]  G 


selon laquelle le calcul de Cx — Cy implique la connaissance des 
équations d'état thermique et calorique. La mise en œuvre du second 
principe permet de se passer de la connaissance de l'équation d'état 
calorique, car on arrive alors à la formule (34.2). En éliminant la. 


dérivée (}r dans la relation (35.1) à l’aide de (34.2) on obtient. 


ôV 
Cr—Cr=T (5), (Sr he. Go 


En utilisant l’identité (8.4) on peut ramener cette formule à læ 
forme 


CC Tr (he (Gr) (he 653) 


Connaissant l’équation d’état thermique, on peut calculer la diffé- 

rence Cp — Cy à l'aide de l’une de ces deux dernières formules. 

Dans le cas particulier d’un gaz parfait, PV = RT et les formules 

(35.2) et (35.3) ramènent à la relation de R. Mayer Cp — Cy = R. 
Introduisons le coefficient de dilatation thermique 


1 ôV 
Ar qe. (T) 
ut le module de compression isotherme 
9P 
A É C2r 
La formule (35.3) prend alors la formule suivante: 


Cp—Cy=Tak + | (35.4) 


Comme Æ >> O, il s'ensuit que C» > Cy pour toutes les substances. 
Nous donnerons au $ 54 une démonstration plus rigoureuse de cette- 
inégalité. 

2. Dans le cas de corps solides et liquides on peut négliger la 
différence entre les volumes V, et V. Si on veut calculer la différence 
des chaleurs spécifiques cp — c,, on devra remplacer le volume: 
molaire V par le volume spécifique v = 1/p, où p est la densité 
de la substance étudiée. Pour les substances solides et liquides on 
écrira donc en approximation 


cp— = À Ta. (35.5} 
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Pour l’eau à t —0°C (T = 273,45 K) œ& — —6,10.10-5 C1, 
Æ — 2:10° N/m°, p — 105 kg/m°, et la formule (35.5) donne cp — 
— Cy = 2 J/(kg.°C) = 5104 kcal/(kg-°C). Une différence aussi infi- 
me des chaleurs spécifiques ec et c, tient à ce que pour l’eau le coef- 
ficient de dilatation thermique « est très petit. Cette faible valeur de & 
æésulte de ce qu'à 4 °C où la densité de l’eau atteint son maximum, 
& = 0. 

3. Calculons maintenant la chaleur spécifique c, du mercure 
à & — 0 °C. Nous utiliserons pour cela les données expérimentales 
‘suivantes : 


T =273K, cp — 140 J/(kg-K), p — 13,6-10% kg/m°, 
K — 2,6-1019 N/m°?, « — 1,81-10-4 K-1. 
En substituant ces valeurs dans lafformule (35.5) on trouve 
Cp — Cy — 17 J/(kg-K), 
cy — 123 J/(kg-K) & 0,0292 kcal/(kg-K), 


Pour le mercure la différence entre c» et c, est notable. La raison 
en est qu’à £ = 0 °C le coefficient de dilatation thermique est beau- 
<oup plus grand que pour l’eau à la même température. 

4 Pour mettre en évidence la cause de l'existence d’une diffé- 
rence entre les chaleurs spécifiques c et c, des corps solides et liqui- 
des, utilisons La formule (35.1) pour présenter la différence cp — €, 
sous la forme suivante: 


0) +2] (re (te). 


“On en tire 
(S),+2 = L(cp—e). (35.6) 


En portant dans (35.6) les valeurs numériques convenables, nous 
‘obtenons pour l’eau 


(%),+P z —0,33.108 N/m? = —0,33.105 atm 
æet pour le mercure 
(+2? &1,28-10° N/m?% 1,3-10* atm. 


Ces résultats montrent que dans les conditions ordinaires la quantité 
(à) : est des milliers ou des dizaines de milliers de fois supérieure à. 
la pression atmosphérique. Il s'ensuit que dans le cas de corps solides 
et liquides la différence c? — ec, résulte pour l'essentiel de la varia- 


tion de leurs énergies internes aux dépens du travail fourni ou dé- 
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pensé pour les dilater ou les comprimer à pression constante. Le 
travail fourni contre la pression extérieure est ici pratiquement 
négligeable. La situation est toute autre pour les gaz, car la diffé- 
rence Cp — €, est essentiellement due au travail fourni contre la 
pression extérieure constante P. 

Si le coefficient de dilatation thermique & est positif (cas du 
mercure par exemple), la dilatation thermique du corps implique 
la dépense d’un travail positif contre les forces moléculaires. Si ce 
coefficient est négatif (c'est le cas de l’eau), le corps se comprime 
lorsqu'on élève sa température, mais le travail contre les forces 
moléculaires est toujours positif. C’est pour cela que dans les deux 
cas la différence cn — c, est positive. 


$ 36. Procédé de principe de graduation d’un 
thermomètre dans l’échelle absolue 


En théorie la machine de Carnot peut servir à graduer un thermomètre dans 
l'échelle thermodynamique de température. On peut utiliser pour cela n’importe 
quelle autre relation thermodynamique exacte qui ne fait intervenir, outre la 
température T, que des grandeurs expérimentalement mesurables. Telle est la 
relation (34.2) par exemple. Voyons comment l'utiliser pour la graduation d'un 
thermomètre. Notons + une température empirique indiquée par un thermomètre 
pratique. Il est clair que 7 = T (x) et le problème consiste à trouver la fonction 
T (x). Puisque la constance de 7 implique celle de T et inversement, en a 


(5) _ (?) . On peut donc écrire (34.2) comme suit: 
T T 


FA F4 
a ‘1 6P dr 
( E14 ).=r( ôT ), 2 


d'où 
(+) 
AT __ \ ôT LA dt 
T  oÙ è 
( og +? 
ou après intégration 
+ (ee) 
T=T LEE A 2 
—Toexp Ets dx. (36.1) 
Fa (= },+? 


On peut calculer la dérivée partielle (©) à partir de l'équation d'état P = 
V 

= P (x, V). On détermine d'autre part la quantité (F). 

quantité de chaleur reçue par le corps lors de sa dilatation quasi statique à tem- 

pérature constante ou celle perdue par le corps lors de sa compression quasi 

statique isothermique. En effet, si on divise par dV les deux membres de l'égalité 

5Q = dU + P dV et si on pose que la température est constante, on obtient 


(Her 


+ Pen mesurant la 


s—01733 
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Ainsi toutes les grandeurs placées sous le signe d'intégration dans (36.1) peuvent 
être mesurées à toutes les valeurs de la température empirique rt. On peut cal- 
culer alors la valeur numérique de l'intégrale, ce qui permet de trouver la tem- 
pérature thermodynamique 7 en fonction de la température empirique +. 


$ 37. L’inégalité de Clausius (cas particulier) 


1. On peut tirer des conclusions intéressantes des considérations 
que nous avons développées au $ 30 pour démontrer le théorème 
de Carnot. Considérons un système thermodynamique quelconque 
(que nous noterons système [) pouvant échanger de la chaleur avec 
deux sources de chaleur À, et R.. Soient T, et T, les températures 
de ces sources. Nous n'avons plus besoin de faire la distinction entre 
source chaude et source froide. Convenons de considérer comme 
positives les quantités de chaleur fournies par les sources au systè- 
me I et comme négatives celles qui sont fournies par le système I 
aux sources. Grâce à cette convention des signes les résultats que 
nous obtiendrons seront symétriques par rapport aux deux sources. 

Faisons parcourir au système 1 un cycle réversible ou non au 
cours duquel le système reçoit de la source À, une quantité de chaleur 
Q@, et de la source À, une chaleur Q.. Comme à la fin du cycle le 
système revient à son état initial, la quantité de chaleur totale 
Q, + @ qu'il aura reçue sera égale au travail qu'aura fourni le 
système. Prenons maintenant une machine de Carnot et faisons- 
la fonctionner avec les mêmes sources de chaleur R, et R,. Afin que 
l'introduction de la machine de Carnot n'affecte pas les quantités 
de chaleur Q, et Q, que le système reçoit des sources À, et R, pen- 
dant le cycle, on peut introduire la machine de Carnot après que 
le système I aura parcouru son cycle. Si à partir de cet instant on 
calorifuge le système 1, les sources R, et À, ne pourront échanger de 
la chaleur qu'avec la machine de Carnot. La présence de cette der- 
nière n’affectera nullement l’évolution du cycle des transformations 
dans le système Î puisque ce cycle est un événement ancien par 
rapport à l'instant de branchement de la machine de Carnot. Lorsque 
cette dernière exécute un cycle, elle reçoit une quantité de chaleur 
Qi de la source À, et une quantité de chaleur Q, de la source R.. 
Il importe que la machine de Carnot soit réversible, c'est-à-dire 
qu'elle puisse fonctionner comme moteur vt comme réfrigérateur. 
On supposera encore que l’isotherme Z2 (cf. fig. 25) du cycle de Car- 
not peut être aussi courte que l’on veut, ce qui revient. à supposer 
que le travail produit par cycle par la machine de Carnot peut être 
rendu aussi petit que l’on veut. En faisant parcourir à la machine 
de Carnot un grand nombre de cycles identiques ou différents, on 
pourra recueillir un travail aussi grand qu’on le voudra. Aïnsi la 
machine de Carnot peut fournir du travail positif ou négatif en 
quantité fixée d'avance. On peut donc disposer à notre gré de Qi ou de 
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Q, et faire en sorte que l’une de ces quantités de chaleur ait une valeur 
donnée positive ou négative. 

Selon le théorème de Carnot et.la définition de la température 
absolue, on peut écrire 


He Ée —0. (37.1 


Combinons la machine de Gr et le système I pour en faire un 
seul système complexe. Les cycles effectués successivement par le 
système I et la machine de Carnot peuvent également être réunis 
en un seul cycle commun. Au cours de ce cycle commun le système 
complexe 

reçoit de la source R, une chaleur Q@, + Qi, 

reçoit de la source À, une chaleur Q, + @;, 


fournit un travail À = Q, + Qi + Qu: + Q:. 


La marche des raisonnements ultérieurs dépend du postulat 
du second principe que l’on voudra utiliser. Si on utilise le postulat 
de Thomson-Planck, le raisonnement doit être le suivant. Choisis- 
sons Q, tel que Q; = —Q,. D'après (37.1) 


Q= Tige. 


Après parcours d'un cycle, l’état de la source R, n’aura donc pas 
changé. La source R, fournit, elle, une quantité de chaleur 


Q+O=Q+Tiger (ft). 


C'est avec cette chaleur que sera produit le travail équivalent À — 
= Q,; +0. Si cetravail était positif, on se seraittrouvéen pré- 
sence d’une transformation de Thomson-Planck qui est irréalisable. 
On doit donc avoir À 0. Comme la température absolue 7, est 
essentiellement positive, on aboutit à l'inégalité 


Qi, 0 
Fe +R <O. (37.2) 


Cette inégalité est un cas particulier de l'inégalité générale de 
Clausius qui fait l’objet du paragraphe suivant. 


2. On Fois aussi bien déduire la relation ea 2) du postulat de Clausius: Pour 
cela nous choisirons Q{ tel que 4 = Q, + Qi + Qa +.Q2 = 0, soit (Q, + Qf) = 
= —:(Q, + Q:). L’ unique résultat du parcours d' ’un cycle sera alors le trans- 
fert de ja chaleur (@ + Q1) de la source R; à.la source R,. On trouvo Qi à partir 
de. Ja condition À — o à l'aide de Eu 4). On obtient alors 


se HOT OR Qi =20. 


ne 
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En résolvant par rapport à Q;, on trouve ensuite 


Q+o=pe- (D+Se). 


Si 7, > Ta, on doit avoir, en vertu du postulat de Clausius, Q, + Qi > 0. 
Si Ti << Ta, on doit avoir Q, + Qi < 0. Comme les températures absolues sont 
essentiellement positives, on aboutit dans les deux cas à l'inégalité 


3. Mettons l'inégalité de Clausius (37.2) sous une forme qui laisse 
mieux apparaître son application aux problèmes techniques. Repre- 
nons les notations que nous avions utilisées au $ 30. Soient T, la 
température de la source chaude et T, la température de la source 
froide. Comme au $ 30, la chaleur Q, sera considérée comme positive 
si elle est reçue par la source froide. Avec cette convention des signes 


On en tire aisément 
= @ A SE , (37.3) 


Le premier membre représente le rendement de la machine thermique 
que nous avions noté n. Nous avons démontré ainsi le second théorè- 
me de Carnot qui s’énonce: Le rendement d’une machine thermique 
quelconque ne peut être supérieur au rendement d'une machine idéale 
parcourant le cycle de Carnot avec les mêmes températures des sources 
chaude et froide. 

Ce théorème permet donc d'évaluer la limite supérieure du rende- 
ment d’une machine thermique. Soit une machine à vapeur où la 
température de la vapeur produite dans la chaudière est 4, — 150 °C, 
la température dans le condenseur étant t, — 20 °C. Dans l'échelle 
absolue ces températures sont respectivement T, — 423 K, T, — 
= 293 K. Le rendement de cette machine ne peut être supérieur à 


TiTs 130 
T, 4% 


En réalité le rendement des machines à vapeur est beaucoup plus 
petit. 

Le second théorème de Carnot montre clairement que l'énergie 
doit être définie non seulement quantitativement, mais encore 
‘qualitativement. On entend par qualité de l'énergie son aptitude à 
être transformée en d'autres formes de l'énergie dans des conditions 
extérieures données. Il est évident que si on n'impose aucune limita- 
tion aux procédés de transformation de l'énergie, l'énergie interne 
(thermique) peut être entièrement utilisée pour produire du travail. 
En ce sens la chaleur est équivalente au travail. Si on impose des 


= 30%. 
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limitations aux conditions extérieures dans lesquelles se trouve un 
corps donné, la transformation totale de la chaleur en travail peut 
devenir impossible. Par exemple, on ne peut transformer la totalité 
de la chaleur en travail à l’aide d'une machine thermique à fonction- 
nement périodique. On ne pourrait le faire que si la température du 
condenseur était égale au zéro absolu. Comme un tel condenseur 
n'existe pas, une machine thermique à fonctionnement périodique ne 
peut transformer en travail qu’une partie seulement de l'énergie. 
thermique (interne) d’un corps donné. Plus la température du corps 
est élevée, plus la qualité dé l'énergie thermique qu’il contient est 
haute. Tout processus naturel irréversible évoluant librement conduit, 
à une dégradation de l'énergie dans le sens que nous avons adopté 
pour ce terme. La transformation inverse conduisant à une élévation 
de la qualité de l’énergie n’est réalisable que si elle s’accompagne 
d'une autre transformation donnant lieu à une dégradation de l’éner- 
gie. Clausius désigne cette seconde transformation sous le nom de 
transformation de compensation. On peut, par exemple, enlever de la 
chaleur à un réfrigérateur et la transmettre à une source chaude 
à condition qu'il y ait une transformation de compensation telle que 
la dépense d'un travail. 


PROBLÈMES 


1. Etant donné un système constitué par deux corps portés à des tempéra- 
tures absolues T,, et T2, différentes (T0 > T20), quel sera le travail maximal 
ue l’on pourra obtenir en utilisant ces corps comme sources chaude et froide 
ans une machine thermique ? On admettra que les capacités calorifiques C; et Ce 
des corps ne dépendent pas de la température. Calculer la température finale 7 
que prendraient les corps une fois qu’ils seraient en équilibre thermique. 
Solution. Le travail fourni sera maximal lorsque la machine thermique 
exécutera une succession de cycles de Carnot infiniment petits. Posons qu'après 
un cycle le premier corps aura fourni une quantité de le ÔQ = —Ci dTr 
et le second corps aura fourni la quantité de chaleur 8Q3 = —Ca dTo (Ti et Te 
désignent les températures variables de ces corps). Le travail produit est 4 = 
= ÔQ: + 602 avec 
5Q1 , ÉQr 
D (37.4) 
ou 


aT aT 
Ci gts 7 =0(. 


En intégrant cette relation on obtient, compte tenu des conditions initiales, 
TOITS TQTE. (87.5) 
La température finale T résulte de la condition 7, = T7, = T, ce qui conduit à 


TCit+Crœ TOTCR, (37.6) 
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Le travail maximal que pourrait fournir le système est 


T T 
a= | 84= —C, | ar, \ dT (CT + Ci) —(C1+C)T. (37. 
T1 Te 


Ce travail est égal à la diminution d'énergie interne du système. 

2, Etudier le cas limite du problème précédent où la capacité calorifique € 
de la source froide serait infiniment grande. (Cas d'un corps chaud immergé 
dans un milieu infini dont la température 7,4 est maintenue constante.) 

Solution. La température 7 est déduite de (37.6) par passage à la 
limite Co — oo, ce qui donne T = T0. Ce résultat est évident. [l est moins 
facile de passer à la limite dans (37.7) car on aboutit à l’indétermination de la 
forme oc — o. Il est plus commode de passer à la limite dans l'expression du 
travail élémentaire 64 = 6Q, + 602. A l’aide de la formule (37.4) on exprime 
$Q; en termes de 6Q, et en remarquant que T; = Ty — Const, on trouve 


T aT 
6A=6Q 7 0Q1= —Ci Ti CT 30 pe 9 
1 . D (37.8) 
E ne 10 
A Ci (To T0 — Too la Too }: 


Le travail À est plus petit que la diminution d'énergie interne du corps chaud 
Ci (Tio —* Top). Une partie de l'énergie interne est dissipée sous forme de chaleur 
dans Île inilieu ambiant (cf. $ 48). 


$ 38. Forme générale de l’inégalité de Clausius 


1. Généralisons l'inégalité de Clausius (37.2) à un nombre quel- 
eonque de sources de chaleur R,, R,, . .., R,. Les sources de chaleur 
doivent être suffisamment grandes (à la limite infiniment grandes) 
pour que lors de l'échange de chaleur leurs températures T,;, T;, ... 
..., T, restent pratiquement constantes. Soit un système thermody- 
nemique quelconque (que nous désignerons toujours par système Î) 
qui au cours d’un cycle arbitraire réversible ou non emprunte aux 
sources les quantités de chaleur Q,, Q:, ... ., @, et fournit un travail 
équivalent Q, + Q, + ...-+ Q, (fig. 28). 

Une fois que le cycle est terminé calorifugeons le système I. 
Prenons une source de chaleur auxiliaire R, suffisamment grande 
pour qu'après échange de chaleur sa température T, reste pratique- 
ment constante. Disposons entre les sources R,, R;, ..., R, et la 
source auxiliaire À, nr machines de Carnot idéales. Ainsi la i-ème 
machine exécutera un cycle de Carnot entre les sources À, et R; 
(i = 1, 2, ..., n). Il importe peu que les n cycles de Carnot soient 
parcourus simultanément, successivement ou d’une manière quelcon- 
que. Posons qu'après avoir effectué son cycle la i-ème machine a reçu 
de la source R, la chaleur Q@, et de la source R; la chaleur Qi. D'après 
le théorème de Carnot et la définition de la température absolue 


Qoi à 
7e rm 0) (38.1) 
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En sommant sur i on trouve la quantité de chaleur totale Q, fournie 
par la source auxiliaire: 
ñn 4 
Qo= S Qoi = — To > Fr: 
imi 


On peut associer les n cycles de Carnot avec le cycle que le système I 
avait parcouru auparavant pour constituer un cycle unique complexe. 


Q Qn 
#7 
R R2 L e LL LL . Rn 
7; T2 Ta 
@; & (74 
t 
À \ 
Q of (] 02 | Qon 
R To 
Fig. 28 


Ce cycle unique à pour bilan: 
la source R, a perdu la chaleur Q;; 
la source À; a perdu la chaleur Q, + Q; ; 
(38.2) 


la source R, a perdu la chaleur Q, + Q: ; 


le travail total produitest À = Q6 + (Qi + Q) +... + (Qn + Qu.) 
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Nous raisonnerons maintenant en nous appuyant sur le postulat 
de Thomson-Planck. Donnons aux quantités Q', Q;, . .. des valeurs 
telles que (Q, + @:) =... — (Qx + Qr) = b, ce qui est toujours 
possible si les sources R,, R,, . .., R, sont supposées assez grandes. 
Lorsque les transformations seront terminées, ces sources retrouveront 
leurs états initiaux. La source auxiliaire R, aura fourni une quantité 
de chaleur 


Q= To D (38.3) 


ii 


On a réalisé ainsi un cycle avec le système I et les »7 machines de 
Carnot dont le bilan est 


la source R, a fourni la chaleur Q,, 
il a été fourni un travail équivalent À = Q4. 


Aucun autre changement ne s’est produit. Le travail fourni 
A = Q, ne peut être positif, car s’il en était ainsi le postulat de 
Thomson-Planck aurait été en défaut. On doit donc avoir Q,< 0 
et en tenant compte de (38.3) et du fait que la température absolue 
T,; ne peut être que positive, ce résultat s'écrit 


n 
OX $<o. (38.4) 


i=1 


C'est le résultat que nous cherchions à démontrer. Le cercle placé 
devant le signe somme indique que la relation (38.4) concerne un 
cycle, plus précisément le cycle parcouru par le système I. Les 
dispositifs auxiliaires — la source R, et les machines de Carnot — 
n'ont été introduits qu'aux fins de démonstration et leur présence 
n’affecte en rien la validité de (38.4). Le preuve en est que les dispo- 
sitifs auxiliaires n'ont été introduits qu'après que le système I eût 
effectué son cycle caractérisé par les quantités @; et T;. 

2. Nous avons supposé ci-dessus que chacune des sources de cha- 
leur R; ne pouvait échanger de la chaleur qu'avec le système I. 
On n’a tenu aucun compte des échanges de chaleur entre les diverses 
sources ni entre celles-ci et les corps étrangers au système. D'ailleurs 
ces échanges de chaleur éventuels importent peu car l'inégalité 
(38.4) aurait été véritiée s'ils avaient eu lieu. En effet on peut tou- 
jours disposer des parois adiabatiques qui supprimeront les échanges 
de chaleur sans modifier l'état physique des sources de chaleur et 
sans affecter leurs échanges de chaleur avec le système étudié. 

3. Nous avons supposé encore que les sources de chaleur R;, 
R;, ..., Rh étaient grandes. Cette hypothèse est nécessaire pour 
pouvoir considérer les températures 7, invariables, quelles que soient 
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les quantités de chaleur reçues ou fournies par les sources. Le cas 
le plus général où les sources seraient finies et leurs températures 
seraient variables dans le temps se ramène au cas particulier que 
nous venons de considérer. Supposons en effet que la température T'; 
de la source R, varie dans le temps. Le processus d'échange de cha- 
leur au cours duquel] la source R; fournit au système I la chaleur Q; 
eut être subdivisé en un nombre infiniment grand N de processus 
d’échanges infinitésimaux au cours desquels la source R; fournit des 
quantités de chaleur infinitésimales 6Q:;,, . .., 6Q;n. Dans chacun 
de ces processus la température de la source de chaleur R; peut être 
considérée constante. Or cela signifie que vis-à-vis de ces échanges 
infinitésimaux la source R, se comporte comme si elle était infini- 
ment grande. Une source R; de température variable est pour ainsi 
dire équivalente à N sources montées en série et ayant chacune des 
températures constantes maïs différentes les unes des autres; au 
cours d'un petit intervalle de temps la première de ces sources fournit. 
au système Î la chaleur 6Q;,, le reste du temps cette source est ther- 
miquement isolée; pendant l'intervalle de temps suivant c’est la 
deuxième source qui fournit au système I la quantité de chaleur 
ôQ;, et reste thermiquement isolée le reste du temps, et ainsi de. 
suite. Par suite l'inégalité (38.4) doit s’écrire sous la forme 


$-F<o. (38.5) 


Cetie relation fondamentale s'appelle inégalité de Clausius. 

4. La formulation (38.5) de l'inégalité de Clausius n'a que faire 
des sources de chaleur auxiliaires R,, R;, . .., R, avec lesquelles 
le système I échange de la chaleur. Il vaut mieux concevoir un échan- 
ge de chaleur entre le système I et le milieu ambiant. La quantité T 
désignera alors la température de ce milieu et pourra varier dans le 
temps et dans l’espace. On imaginera que le milieu ambiant est. 
subdivisé en petits domaines et que chacun de ces domaines est 
caractérisé par une température donnée qui, dans le cas général, est 
variable. Le symbole 60 représentera alors une quantité de chaleur 
infiniment petite fournie à la température T au système I par un ou 
plusieurs domaines. Le cercle embrassant le symbole de l'intégrale 
sert à rappeler que l'inégalité (38.5) concerne un cycle parcouru par 
le système I. 


5. Expliquons pour quelle raison nous avons introduit dans Ia démonstra- 
tion ja source de chaleur auxiliaire R,. Nous l'avons fait uniquement pour 
disposer d’une source illimitée d'énergie interne, susceptible Ex fournir ou 
d'absorber des quantités illimitées de chaleur. Si l’une des sources R;, Rs, ... 

.., R, possédait une réserve inépuisable d'énergie interne, on n'aurait pas eu 
besoin d'introduire la source auxiliaire R, puisque ses fonctions seraient assumées 
par la source illimitée R, par exemple. Comme en général il n'en est pas ainsi, 
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nous avons été obligés d'introduire la source R,. La seule chose qui importe pour 
la démonstration est que la source R, soit infiniment grande. Sa présence ne peut 
influer sur le résultat final puisqu'elle n’y figure pas. 


6. Utilisons l'inégalité (38.5) pour préciser la question de la 
limite supérieure du rendement des machines thermiques, question 
qui a été abordée à la fin du paragraphe précédent. Il est commode 
de revenir à l’ancienne convention sur les signes des grandeurs mises 
en jeu. Convenons de noter 8Q, la quantité de chaleur élémentaire 
reçue par la machine thermique et de noter 6Q, la quantité de chaleur 
élémentaire fournie par la machine thermique. Ainsi, par définition, 
les quantités 8Q, et 6Q, sont essentiellement positives. Avec ces 
notations l'inégalité de Clausius s'écrit 


5Q 5Q 
a Ty 0 


Ici T, est la température de la partie du milieu ambiant qui fournit 
de la chaleur 6Q, à notre machine thermique, cette partie du milieu 
ambiant jouant le rôle de source chaude ou de chaudière. T, est la 
température de la source froide (du condenseur) qui est la partie du 
milieu ambiant qui reçoit de la machine la quantité de chaleur 60. 
À la différence du cas que nous avons considéré auparavant, on sup- 
posera ici que les températures des sources chaude et froide ne sont 
pas constantes mais varient lors des transformations. Notons 7; max 
et Ty min la température maximale de la source chaude et la tempéra- 
ture minimale de la source froide. L’inégalité ci-dessus ne sera que 
renforcée si on y remplace 7, et T, par Ti max €t To min 11 S’ensuit 


que 
5Qi 8Q:_ 
| Ti max Ta min <0, 
d'où 
Q1____ 
Ti max Te min <0, 


@, étant la quantité de chaleur totale fournie durant le cycle par la 
source chaude à la machine et Q, étant la quantité de chaleur totale 
reçue par la source froide. En mettant la dernière inégalité sous la 
forroe 


et un ajoutant l'unité aux deux membres, on obtient 
1= ee gTimer—Tomm (38.6) 
1 1imax 


Cette inégalité définit la limite supérieure du rendement n des 
machines thermiques. 
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PROBLÈME 


Démontrer l'inégalité de Clausius à l'aide du postulat de Clausius. 
. Démonstration. On reprendra les raisonnements donnés plus haut 
jusqu'aux relations (38.2); puis on y apporte les modifications suivantes. 
Imposons les conditions supplémentaires: Q + Qs =... Qn + Qn = 0 et 
A = Qo+(Q+Q)+...+{(Qn + Qn) = 0, soit Qo = — (O1 + O1). Cela 
correspond à un cycle dont le bilan est: 
la source R, a fourni la chaleur @,: 
la source R, a reçu la chaleur — (Q, + Qf) = Qu. 


Aucun autre changement ne s’est produit. Calculons d’abord la chaleur fournie Q4- 
Pour i = 1, on tire de (38.1) 


T 7 

0 

et pouri=2,3,...,n 
Qoi _ Qi 
To Ti” 


Si To > T, on doit avoir Q > 0. Si To << T,, on doit avoir Q, & 0. S’il n’en 
était pas ainsi, le postulat de Clausius aurait de en défaut. Dans les deux cas on 
aboutit à l'inégalité (38.4). 


$ 39. Principe du chauffage dynamique 


4. Appliquons l'inégalité de Clausius au problème du chauffage des locaux. 
La chaleur produite par combustion des combustibles dans les procédés de 
chauffage usuels se dégage directement dans le local chauffé. Une part importante 
de la chaleur produite et emportée par les gaz de combustion est dépensée en 
pure perte car elle ne sert qu’à réchauffer l'atmosphère. Il existe encore d’autres 
pertes de chaleur. Nous n'en tiendrons pas compte et considérerons un système 
de chauffage idéal où toute la chaleur dégagée dans le foyer est utilisée pour 
chauffer le local. W. Thomson suggéra un autre schéma de chauffage qu’il appela 
système de chauffage dynamique et qui en théorie est plus efficace que les systèmes 
usuels. Bien que ce système n'ait pas été mis en pratique pour des raisons techni- 
ques, l'étude du principe du chauffage dynamique constitue une curieuse illus- 
tration de l’utilisation des lois de la thermodynamique. Il n’est d’ailleurs pas 
exclu que le développement du chauffage centralisé conduise à la mise en pratique 
du principe du chauffage dynamique. 

2. Le principe du chauffage dynamique est le suivant. Une partie seulement 
de la chaleur dégagée dans le foyer est dirigée dans le local chauffé. La partie 
restante de la chaleur est transformée en travail dans un moteur thermique dont 
la chaudière est constituée par le foyer et dont le condenseur est le local chauffé. 
Ce travail fourni par le moteur thermique sert à actionner une machine frigori- 
fique fonctionnant entre le milieu extérieur et le local à chauffer. La machine 
frigorifique prend de la chaleur au milieu ambiant et la dissipe dans le local. 
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Ainsi le local reçoit de la chaleur aussi bien du foyer que du milieu ambiant 
de basse température. La quantité de chaleur totale fournie au local peut être 
supérieure à la chaleur dégagée par les procédés de chauffage usuels, d’où l'inté- 
rêt du chauffage dynamique. 

Notons Ti, Ta, T les températures respectives du foyer, du local à chauffer 
et du milieu ambiant. Soit Q, la quantité de chaleur que le foyer a fourni au 
moteur, et soit Q. la partie de cette chaleur qui sert au chauffage du local. Le 
moteur fournit un travail À = Q, — Q,. La machine frigorifique prend au 
milieu ambiant une quantité de chaleur @, et fournit au local une quantité de 
chaleur Q; en dépensant pour ce faire un travail À’ = @Q4 — Q. Sile moteur et 
la machine frigorifique étaient idéaux, tout le travail fourni par le moteur serait 
utilisé pour actionner la machine frigorifique, donc À — 4’ et Q, — Q3 — 
= Q; — Q3. Dans les machines réelles on doit tenir compte des pertes par frotte- 
ment et autres. Par suite À > 4’ et Q;, — O2 > Q: — O3. Ainsi dans tous les 
cas Qi — 03 > Q — Qsou Q > Q2 + Qi — Qù- : 

L'ensemble moteur — machine frigorifique peut être considéré comme un 
seul système thermodynamique effectuant des cycles. Au cours d’un cycle ce 
système reçoit: 


la chaleur Q; fournie par le foyer de température 7: 
la chaleur — (Q; + Q5) fournie par le local de température Ta; 
la chaleur Q, fournie par le milieu ambiant de température 7. 


Conformément à l'inégalité de Clausius 


É— Des +$ <0. 


Eliminant 0, à l’aide de l'inégalité 


Q2 > Qr + Q2—Qu 


nous obtenons 
(Q2 + Q3) (—+)-a (7 ) < 0. 


En remarquant que T, > T, > Ta, on en tire 


1 1 
Qu QE 8 01. (89.1) 
TT 


La quantité g — Q: + Q: est la quantité de chaleur servant à chauffer le local. 
Dans le cas idéal où toutes les transformations seraint quasi statiques 


ent, 
ge TD 0, (29.2) 
Ts T2 
Comme 7, >T;, F — F > F — + et la formule (39.2) montre que q > @. 


La figure 29 illustre la variation de la quantité g/@, en fonction de la tempéra- 
ture du local T:, les températures 7, de la « chaudière » et T; du « condenseur » 
étant fixées. Si les transformations ne sont pas quasi statiques, le local recevra 
une quantité de chaleur plus petite; mais même alors on peut élaborer des con- 
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ditions où q sera plus grand que Q., puisque nous n'avons imposé au rendement 
des machines thermiques aucune limitation autre que celle imposée par le second 
théorème de Carnot. 

3. Le chauffage dynamique est un exemple de transformation ayant pour 
résultat de transférer à une source chaude (local à chauffer) la chaleur prise 
à une source froide (milieu ambiant). Ce type de transformation s'accorde avec 
le postulat de Clausius puisqu'elle s'accompagne d'une compensation. La com- 

ensation est dans ce cas le trans- 
ert simultané de la chaleur four- 


nie par la source chaude (foyer) LA 
5 à source froide {local à chauf- @; 
er). 


A première vue ilpeut sem- 
bler paradoxal que dansle procé- 
dé dynamique le local puisse 
recevoir une quantité dechaleur 

lus grande que celle produite 

ans Île foyer. Ce « paradoxe » 
a pour origine les conceptions 
de la théorie du  phlogistique 
que nous mettons en œuvre tout 
intuitivement. En fait iln'existe 
aucune loi générale de conserva- 
tion de la quantité de chaleur 
et le soi-disant « paradoxe » 
n’est fondé sur rien. 11 est ce- 
pendant instructif d'analyser le Fig. 29 
principe du chauffage dyna- 
mique du point de vue de la dégradation de l'énergie thermique dans les 
transformations naturelles irréversibles dont il a été question au $ 37. 
Dans les procédés de chauffage ordinaires, une quantité de chaleur (1 
Paques dans le foyer à la température 7, passe intégralement dans le local, mais 

une température plus basse 7. C'est là une dégradation qualitative de la chaleur. 
Cette dégradation qualitative ne se produit pas dans le cas d’un chauffage dyna- 
mique idéal où toutes les transformations sont quasi statiques. Dans toutes ces 
transformations l'énergie se conserve tant en quantité qu'en qualité. La chaleur Q, 
à la température T, est quantitativement et qualitativement équivalente à la 
somme d'une moindre quantité de chaleur Q, à la température T, et du travail 
emmagasiné À. De même la quantité de chaleur Q, prise au condenseur à la tem- 
pérature 7; est entièrement équivalente à la somme d'une moindre quantité de 
chaleur Q@$ à la température 7, du local et du travail emmagasiné À. Selon le 
premier principe l'égalité Q4 — @: = À doit être vérifiée, mais ce principe 
n’'impose aucune limitation à la valeur de Q;. Le second principe impose une 
limitation à la valeur de Q; qui dans le cas de transformations quasi statiques 
s'exprime par 


et par suite 


Lorsque Ts > Ts, Qs — 00. 
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$ 40. L'égalité de Clausius et l’entropie 


1. Supposons que le système parcourt un cycle de façon quasi 
statique. L'inégalité de Clausius 


$-@<0 (40.1) 


s'applique à ce cycle de transformations, mais 7 peut être posé égal 
à la température du système lui-même et non plus à celle du milieu 
ambiant, puisque leurs températures sont maintenant égales. 

Toute transformation quasi statique est réversible dans le sens 
limité du terme. Elle peut évoluer en sens inverse et l'inégalité de 


Clausius est encore vérifiée : ê 1e « 0, où 6'Q désigne les quanti- 


tés de chaleur élémentaires que le système reçoit lors de la transfor- 
mation inverse. Comme le système passe par les mêmes états d’équi- 
libre que dans la transformation directe, on a 8’Q = —6Q, et par 


suite $ L > 0. Cette relation ne s'identifie avec (40.1) que si on 


ne considère que le signe d'égalité entre les deux membres. Ainsi 
2 dans le cas de transformations quasi 
statiques l'inégalité de Clausius se 
réduit à l'égalité 


$ 0. (402 
qu.st 


Cette égalité sert de fondement pour 

l'introduction en thermodynamique 
de la notion d’entropie. 

Fig. 30 .. 2. Supposons que le système 

puisse passer de l'état initial Z à 

l’état final 2 suivant plusieurs voies différentes, chacune d'elles 

étant une transformation quasi statique (fig. 30). Considérons les 

transformations I et II. On peut les combiner pour constituer un 

cycle quasi statique ZI2117. Appliquons à ce cycle l'égalité de Clau- 


sius 
80 6 
| + F0, 
112 2111 
goil 
ôQ 6Q _ 
jf F0, 
112 -1112 
soit enfin 
5e _ ( 6Q 
Î dr 2 PES 
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Le quotient de la quantité de chaleur reçue par le système par 
la température absolue 7 à laquelle a été reçue cette chaleur est 
quelquefois appelé quantité de chaleur réduite. La quantité 6Q/T 
est la quantité de chaleur réduite élémentaire que le système reçoit 
dans une transformation infinitésimale, tandis que l'intégrale ne 
est la quantité de chaleur réduite reçue par le système lors d’une 
transformation finie. En utilisant cette terminologie on peut formuler 
l'égalité de Clausius (40.3) de la manière suivante: La quantité de 
chaleur réduite que reçoit un système effectuant un cycle de transforma- 
tions quasi statiques est égale à zéro. On peut donner une autre for- 
mulation équivalente à la précédente : La quantité de chaleur réduite 
reçue de manière quasi statique par un système ne dépend pas du che- 
min suivi, n'étant définie que par les états initial et final du système. 
Ce résultat important permet d'introduire une nouvelle fonction 
d'état dite entropie. 

L'entropie d'un système est une fonction de son état, définie à une 
constante arbitraire près. La différence d’entropie enire deux étais 
d'équilibre 2 et 1 d'un système est par définition égale à la quantité 
de chaleur réduite qu'il faut fournir au système pour le faire passer de 
l’état 1 dans l'état 2 suivant une voie quasi statique arbitraire. En no- 
tant S, et S, l’entropie dans les états Z et 2, par définition, 


S;—8,= | 2. (40.4) 
1-2 


La valeur d’une constante arbitraire ne joue aucun rôle. La situation 
est la même que dans le cas de la définition de l'énergie. On attache 
ue signification physique concrète non pas à l’entropie elle-même, 
mais à la différence d’entropie. L'entropie d’un système pris dans un 
état défini peut être conventionnellement posée égale à zéro. On 
définit aussi la valeur de la constante arbitraire dans l'expression 
de l’entropie. 
8. Ainsi, par définition, 


s- +, (40.5) 
qu.st | 
où l'intégrale est prise pour une transformation quasi statique 
quelconque assurant le passage du système dans un état donné à 
partir d'un autre état conventionnellement pris pour état initial. 
La différentielle de la fonction S'est 
_ (5Q 

ds = Core : (40.6) 
Nous avons déjà maintes fois fait remarquer que la quantité 5Q 
ne représente pas la différentiellé d’une fonction quelconque. Néan- 
moins la formule (40.6) montre que si êQ désigne la.quantité de chaleur 
élémentaire reçue par le système de manière quasi.statique, son quotient 
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par T représente la différentielle totale de la fonction d'état qu'est 
l'entropie. 

4. Calculons à titre d'exemple l’entropie $ d’une mole de gaz 
parfait. Pour toute transformation quasi statique infinitésimale d'un 
gaz parfait, on peut écrire 


6Q = Cy dT + P dV=Cy(T)dT + RTS, 
d'où 
ô dT dv 
dS= = Cy(T) +R TT 


S=[Cy(DF+RMy. 


Si la chaleur massique Cy ne dépend pas de la température, l’intégra- 
le est facile à prendre et on obtient 


S=CylnT+RIln V + const. (40.7) 


Si le gaz renferme v moles 
S = vCy In T + vR In V + const. 


On doit cependant remarquer que cette formule a été obtenue en 
admettant que le nombre de molécules dans le gaz était constant. 
La constante additive figurant dans l'expression de l'entropie peut 
donc dépendre du nombre de particules contenues dans le gaz. Il importe 
de déterminer cette constante de manière que l’entropie S soit 
proportionnelle}au nombre de particules ou au nombre v de moles 
de gaz. On y arrive en écrivant 


S=v(CyinT +Rin+ const), (40.8) 
ou bien 
S=-7—(CvinT+Rln + const). (40.9) 


Dans ces deux formules la constante additive figurant dans la paren- 
thèse ne dépend plus du nombre de particules de gaz. Ces formules 
s'appliquent aux gaz parfaits contenant un nombre constant ou un 
nombre variable de particules. 

5. Dans le cas où la transformation quasi statique est adiabati- 
que on a 6Q = 0 et donc dS — 0, S — const. Toute transformation 
adiabatique quasi statique évolue sans variation d'’entropie. Ce sont 
des transformations à entropie constante ou isentropiques. 


PROBLÈMES 


1. Démontrer que pour n'importe quelle substance la courbe polytropique 

ne pout couper l'isotherme qu'en un seul point. 
émonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons qu’il 
existe deux points voisins À et B dans lesquels la courbe polytropique coupe 


pa 
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l'isotherme (fig. 31). Appliquons au cycle ACBDA l'égalité de Clausius. Le 
long de la courbe polytropique ADB la capacité calorifique € est constante; 
par suite 


T 
EU 
= 


1 =0, 


ar 
J T 
ADB Ti 


(L'intégrale s’annule puisque T4 = 7h, les points À et B appartenant à l'iso- 
therme.) Le long de isotherme À CBüna 


jm pos 


Ainsi l'égalité de Clausius se réduit à Q = 0, Q étant la chaleur reçue par le 
système. Or, lorsqu'on parcourt un cycle, Q — À. 1l en résulte que l'aire du 
cycle ACBDA est égale à zéro; ce résultat A 
n'est possible que si et seulement si les deux 
courbes secoupent entre les points 4et 2. 
Ceci Fest en contradiction avec notre hypo- 
thèse que À et B sont les points voisins 
d'intersection de la courbe polytropique avec 
l'isotherme. a 
2. Montrer que pour toute substance la 
courbe adiabatique ne peut couper  l’iso- 


therme qu’en un seul point. 58 


3. Soit un cycle constitué par deux D 
transformations à volume constant (isocho- 
res) et deux transformations à pression Fig. 31 
constante (isobares) (fig. 32). Montrer que 8: 


pour toute substance dont les chaleurs mas- 
siques Cy et CP sont constantes, les températures 7;, Te, Ts, Ta sont ‘reliées 
par la relation T,Ts = TaTa. 

Solution. En appliquant au cycle considéré l'égalité de Clausius, on 
trouve 
TaTa 
. TaiTa 
d’où résulte la relation donnée puisque C5 — Cy gs 0. 

4. Soit un cycle constitué par l’isobare 72, l’isochore 28 et l’adiabatique 37 
{tig. 33). Montrer que pour toute substance dont les chaleurs massiques CL et Cy 
sont constantes, les températures 71, Ta, T4 vérifient la relation 


non) 
Ta Ti 7? 


(Cp—Cy) ln 


=0, 


où y = CplCy. 

VF. Ca culer le travail que peut fournir toute substance parcourant un cycle 
constitué par l’isotherme 72, la courbe polytropique 23 et l’adiabatique 31 
(fig. 34) sachant que le long de la courbe polytropique 28 sa capacité calorifique 
est C, que le long de l’isotherme 12 sa température est T,; et que dans l’état 3 
sn température est Ts. 

Réponse. A = c[n nn — (Ti Ta |. 

6. Soit un cycle constitué par deux isothermes 72 et 34 de températures 
T; et Ta et deux isochores 23, 47 (fig. 35). En parcourant l’isotherme de tem- 
pérature T; on recueille une quantité de chaleur @,. Calculer le travail fourni 
le long du cycle sachant que la chaleur massique C du fluide moteur ne dépend 
que de sa température et ne dépend pas de son volume. 


$—-01739 
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Réponse. 4 = 0. 
1 
7. Un système thermodynamique arbitrairement choisi peut passer dans des 
conditions gras statiques de l’état d'équilibre 7 à l’état d'équilibre 2 par deux 
chemins différents. Dans le premier procédé on fait subir au système d’abord un 
refroidissement adiabatique jusqu'à la température 7,4, puis on lui fournit de la 
chaleur à température constante et enfin on l’amène par une transformation 


Fig. 32 Fig. 33 


adiabatique dans l'état 2. Dans le second procédé le système passe de 7 en 2 
par un chemin arbitraire, mais reçoit sur chaque portion de ce chemin de la 
chaleur, sa température étant partout supérieure à 7,4. Montrer que le premier 


pP 
1: 


Fig. 34 Fig. 35 


rocédé permet de faire passer le système de l'état 7 à l'état 2 avec une moindre 
Dépenses de chaleur. 

Solution. Soient 7342 le schéma de l’évolution du système suivant le 
procédé 1 et 152 le schéma de son évolution suivant le procédé 2 (fig. 36). En 
appliquant à ces deux procédés l'égalité de Clausius et en remarquant que le 
long des adiabatiques 13 et 42 le système ne reçoit aucune chaleur, on écrira 


ph i ee. 


152 1842 
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@o étant la chaleur reçue le long de l'isotherme 34. Comme T>7, et 6Q > 0, 
on doit avoir 


où @ est la chaleur reçue le long du chemin 152. On déduit de ces deux résultats 
que Q > Qo. 

&. Montrer que la différence d’entropie d’un système pris dans les états 2 
et 1 (à condition que Sa > S,) peut être définie comme la plus petite quantité 
de chaleur qu’il faut fournir au système pour le faire passer de façon quasi 
statique de Tétat 1 dans l'état 2 sans que sa température s'abaisse au- 
dessous de 4 kelvin. 

9. Démontrer que si en tout point d'une iso- 7 
therme le coefficient de dilatation thermique est 
nul, cette isotherme se confond avec l'adiaba- 
tique. 

Solution.Sinous posons qu'en tout 
point de l’isotherme (9) = 0, il résulte 

P 
de (8.3) que (%) = 0. D'après (34.2) le long 
v 


êT 
de l'isotherme 


oP 
au=[r En en À dV= —P dV, Fig. 36 


et par suite 8Q — 4U + P dV = 0, ce qui démontre que l’isotherme se confond 
avec l’adiabatique. 

10. On utilise comme source froide d’un cycle de Carnot de l’eau à 4 °C. 
Commeà cette température le coefficient de dilatation thermique est égal à 
zéro, il n'est pas nécessaire de fournir de la chaleur à la source froide en par- 
courant le cycle (voir le problème précédent), i.e. le rendement du cycle est 
égal à 4. En quoi ce raisonnement est-il erroné? : 

Réponse. 1) Si le coefficient de dilatation thermique était nul en tout 
point de l’isotherme, celle-ci coïnciderait avec l’adiabatique et il aurait été 
impossible de réaliser le cycle de Carnot avec une source à 4 °C et une source 
ayant une température différente. 2) En fait le coefficient de dilatationfther- 
mique de l’eau ne s’annule qu’en un seul point de l’isotherme, i 
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1. Soit un système passant de l'état d'équilibre 7 dans l’état 
d'équilibre 2 (fig. 37) par une transformation irréversible que nous 
représentons par la ligne en pointillé 7. Ramenons le système de 
l'état 2 à l'état initial 7 de façon quasi statique suivant un chemin 
quelconque 7. En vertu de l'inégalité de Clausius | 


pif cn 
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Re 
Comme la transformation ZI est quasi statique 
5Q 
[Si 8: 
Îl 


et l’inégalité de Clausius s’écrit 


s—s> | À. (41.1) 
1+2 
T désigne ici la température du milieu ambiant à laquelle ce milieu 
fournit la chaleur 8Q au système. 
Si le système est adiabatiquement 
isolé, 6Q = 0 et l'intégrale (41.1) de- 
vient égale à zéro. Alors 


53 > 5 (41.2) 


Il en résulteque l’entropied'un système 

adiabatiquement isolé ne peut pas dimi- 

nuer ; elle doit rester constante ou aug- 

Fig. 37 menter. C'est la loi de l'accroissement 

de l’entropie. Lorsque S, > Si, un sys- 

tème adiabatique ne peut passer de l'état 2 à l’état 7, puisque son 

entropie devrait diminuer. Par contre le système peut subir une 

transformation adiabatique qui le fait passer d’un état Z de plus 
faible entropie dans un état 2 d'entropie plus 
grande; cette transformation est possible parce 


qu'elle vérifie le postulat du second principe. Via, 
Le second principe permet donc de prévoir le sens as 
d'évolution des transformations naturelles. 

2, Pour illustrercetteloi considérons l'exem- 5 
ple suivant. Soit une mole de gaz parfait contenue V, 
dans un cylindre à parois rigides adiabatiques Gaz 


(fig. 38), divisé en deux compartiments par une 

paroi rigide AB: Au début le gaz occupe le com- 

partiment de volume V,. Dans l’autre comparti- Fig. 38 
ment on a fait le vide. Ensuite on enlève la 

paroi intérieure ou: bien” ori y-pratique un orifice à travers lequel le 
gaz s’écoulera jusqu’à égalisation de la pression et de la température 
dans les deux compartiments. Pour savoir si cette transformation 
est réversible, il suffit de calculer la variation de l’entropie du gaz. 
La transformation considérée ne fait pas varier l'énergie interne du 
gaz puisqu'elle est adiabatique. La température du gaz ne varie pas 
elle non plus puisqu'elle est définie univoquement par son énergie 
interne (loi de Joule). Notons 7 la température du gaz au début et 
À la fin de la transformation, V, le volume initial du gaz et V, son 
volume final. Pour pouvoir calculer la variation d’entropie du gaz 
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on doit le faire passer de l'état initial à l’état final à l’aide d’une 
transformation quasi statique. On doit mettre le gaz en contact ther- 
mique avec une source chaude de température 7. En diminuant de 
façon infiniment lente la pression appliquée au gaz, on peut l’amener 
à son état final où son volume est V, à température constante. Pen- 
dant cette transformation le gaz recevra de la chaleur de la source 
chaude et la transformera en travail équivalent. 
Comme il s’agit d'une transformation isotherme 


6Q=Pav=RTY, aS= Rd, 
d'où | 
av y 
S—S=R|L=RM >. 
Va 


Puisqu’il y a accroissement d’entropie, la détente adiabatique d'un 
gaz dans le vide est une transformation irréversible. 

On commet souvent l'erreur suivante. On affirme que dans 
l'exemple que nous venons de donner il n’y a aucun apport de cha- 


leur, i.e. 6Q = 0; par suite on doit avoir dS — 2 = 0. On en con- 


clut que S — const, ce qui signifie que l'entropie est la même dans 
l’état initial et dans l'état final. C’est commettre une erreur que 
d'utiliser ici l'égalité dS — 2 , cette égalité n'étant valable que 
pour des éransformations quasi statiques et ne s'applique pas aux 
transformations hors d'équilibre. Par définition de l’entropie, 
l'intégrale (40.5) peut concerner n'importe quelle transformation, 
à condition qu'elle évolue de façon quasi statique entre l’état initial 
et l'état final. 


$ 42. Généralisation de la notion d’entropie 
aux états hors d'équilibre 


4, La notion d’entropie telle que nous l'avons définie plus haut 
ne concerne que les états d'équilibre. Il est cependant possible de 
l'étendre aux états hors d'équilibre. Nous présentons ci-après une 
généralisation de la notion d’entropie aux états hors d'équilibre en 
considérant un système qui, tout en se trouvant hors d'équilibre, 
peut être décomposé en pensée en un certain nombre de sous-systè- 
mes macroscopiques qui sont pratiquement en équilibre; l'état 
interne de chacun de ces sous-systèmes peut être défini par deux 
paramètres tels que Z' et P. On admet aussi que ces sous-systèmes 
peuvent exécuter des mouvements macroscopiques. Des paramètres 
caractérisant l’état interne et le mouvement macroscopique de chacun 
de ces sous-systèmes peuvent varier sans discontinuité d’un sous- 
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système à un autre. On dit alors qu’on a affaire à un équilibre thermo- 
dynamique local. Comme exemple on peut citer les mouvements 
macroscopiques d’un liquide ou d’un gaz, tels que l’on étudie en 
hydro- et en aérodynamique. On peut alors définir pour chacun de 
ces sous-systèmes une entropie S; correspondant à la définition que 
nous en avons donnée au paragraphe 41. L'entropie du système tout 
entier est définie alors comme la somme des entropies des sous- 
systèmes : 


S= NS (42.1) 


Les sous-systèmes macroscopiques constituant le système considé- 
ré doivent être suffisamment petits pour que la somme (42.1) ne 
varie pas si on entreprend de les subdiviser. On ne peut affirmer 
qu'il soit toujours possible de le faire, mais nous dirons que notre 
généralisation de la notion d’entropie ne concerne pour l'instant que 
les cas où la décomposition du système est en pensée réalisable. 

2, Le théorème sur l'accroissement de l'entropie s'applique à cette 
généralisation. Pour le démontrer nous considérerons un système 
adiabatique isolé contenu dans une enceinte rigide et pouvant être 
divisé en n sous-systèmes de températures 7, Te, Ta, ..., Th. 
Nous supposerons d’abord que tous les sous-systèmes sont au repos, 
ne réagissent pas chimiquement entre eux et ne se mélangent pas 
(par diffusion par exemple); ils ne peuvent qu'échanger de la chaleur. 
En notant 80; la quantité élémentaire de chaleur que reçoit par 
échange de chaleur le i-ème sous-système, on doit avoir d’après 
ce qui a été dit au $ 16: 


À 8Q:= 0. (42.2) 


Puisque le système est isolé, du fait des échanges de chaleur le systè- 
me tend vers un état d’équilibre bien défini. Pour les systèmes qui 
s’échauffent, les quantités de chaleur 60; sont positives et pour ceux 
qui se refroidissent les 6Q, sont négatives. En vertu de l’inégalité 
de Clausius on peut écrire pour le i-ème sous-système 


as,> |, 


et pour le système tout entier 
à 6 
As> | > FE. (42.3) 
41 


Divisons tous les sous-systèmes en deux groupes: le groupe I com- 
renant les sous-systèmes plus chauds numérotés de 1 à »# pour lequel 
es quantités de chaleur 60; sont négatives et le groupe II comprenant 

les sous-systèmes plus froids, numérotés de m + 1 à n pour lequel 
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les 60, sont positives. On écrira alors RER (42.3) sous la forme 


as>[(S p+ > ). 


La première somme est négative et re Fe somme est positive. 
On peut évidemment présenter ces sommes sous la forme 


D 60 i.= 5Q 

Eu 2. LR 

Bon 2 le: D 

i=1 i=1 
a QE 5Q 

H = II 
D "Ti = > 8Q Tir * 

i=m+1 i=mt+i 


6Q représente la quantité de chaleur que reçoit lors d'une transfor- 
mation élémentaire le premier groupe de sous-systèmes et ôQrr celle 
que reçoit le deuxième groupe de sous-systèmes; T', et Trr sont les 
températures moyennes des sous-systèmes des deux groupes. Il est 
évident que T1 => Trr. D'autre part, 60: + 6Q1r = 0 et 8Qr< 0. 
Ces deux dernières inégalités expriment le fait que lors des échanges 
de chaleur le corps le plus chaud se refroidit, tandis que le corps le 
plus froid se réchauffe. Ce fait est un corollaire du postulat de Clau- 
sius exprimant le second principe. Ainsi 


as [ (+) | (nr 75) 80 > 0 


autrement dit l’entropie du système augmente du fait des échanges 
de chaleur. 

-8. Considérons le cas où les sous-systèmes qui échangent de la 
chaleur sont animés de mouvements macroscopiques. Si le système 
est isolé, le mouvement macroscopique cesse en fin de compte par 
suite du frottement interne et son énergie cinétique se transforme 
en chaleur. L’inégalité (42.3) reste valable, mais comme toutes les 
quantités 60; augmentent, le second membre de cette inégalité 
augmente aussi, de sorte que l'inégalité AS => 0 se trouve renforcée. 

4. Supposons maintenant que l'enceinte adiabatique contenant 
le système n’est pas rigide mais élastique. Lorsque cette enceinte 
élastique se dilatera ou se comprimera, le système sera soumis à un 
travail mécanique et se trouvera animé d’un mouvement macrosco- 
pique. L’apparition d’un mouvement macroscopique n’exerce aucune 
influence directe sur l’entropie du système puisqu'il ne s'accompagne 
d'aucune chaleur fournie au système ou cédée par le système. Mais il 
exerce une influence indirecte qui se manifeste lorsque l’énergie 
cinétique du mouvement macroscopique se transforme en chaleur. 
Nous avons vu plus haut que cette transformation donne lieu à un 
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accroissement de l’entropie. Il n’est donc pas 1écessaire de supposer 
que l'enceinte est rigide. Il suffit qu'elle assure un isolement adiaba- 
tique du système. 

5. Nous n'’étudierons pas le cas général où le système est le siège 
de réactions chimiques ou de processus de brassage. Le cas particulier 
du mélange de deux gaz sera examiné au paragraphe suivant. Ici 
une remarque suffira. Nous avons démontré d’une façon générale 
que l'inégalité (41.2) était vérifiée quelles que soient les transforma- 
tions du système, à condition que les états initial et final du système 
soient des états d'équilibre. Ïl serait naturel de supposer que lors- 
qu'un système est soumis à une transformation hors d'équilibre qui 
le fait passer d'un état d'équilibre Z dans un autre état d'équilibre 2, 
l’entropie doit croître de façon monotone. Dans ce cas l'inégalité 
(41.2) doit être vérifiée pour tous les états hors d'équilibre Z et 2, 
le premier précédant le second. On le démontre aisément en considé- 
rant ces états Z et 2 comme des états hors d'équilibre intermédiaires 
apparaissant dans une transformation adiabatique faisant passer le 
système d’un état d'équilibre 3 dans un état d'équilibre 4. 

6. Si l'état du système ne permet pas de le décomposer en parties 
macroscopiques se trouvant chacune en équilibre thermodynamique 
local, la généralisation de la notion d’entropie que nous venons de 
donner cesse d’être valable. Néanmoins la physique statistique per- 
met d'étendre la notion d’entropie et la loi de son accroissement aux 
cas de cette sorte (cf. $ 80). 

7. Assimilant tout l'Univers à un système fermé, Clausius rame- 
na l'idée du second principe à l'énoncé: « L’entropie de l'Univers 
tend vers un maximum ». Lorsque ce maximum sera atteint, aucune 
transformation ne pourra plus se produire dans l'Univers. En effet, 
comme toute transformation donne lieu à un accroissement d'entropie 
et l’entropie de l'Univers ayant atteint sa valeur maximale, aucune 
transformation ne peut plus se produire. Ainsi, selon Clausius, 
l'Univers doit parvenir en fin de compte à un état d'équilibre absolu 
excluant toute possibilité de transformation. Cet état a été dénommé 
la mort thermique de l'Univers. En fait il n’est pas du tout nécessaire 
d’invoquer l’entropie et la loi de son accroissement pour arriver à 
cette conclusion, puisque celle-ci ne constitue que l’extension du 
principe général de la thermodynamique à tout l'Univers. Or ce 
principe, de même que la loi d’accroissement d’entropie, ne sont que 
des généralisations de faits expérimentaux concernant des systèmes 
limités. Leur extension à tout l'Univers est donc une extrapolation 
injustifiée. L'Univers tout entier peut évoluer de façon continue et 
monotone sans jamais arriver à un état d'équilibre thermodynamique. 
La théorie de la relativité générale admet une telle évolution de 
l'Univers: grâce à l'existence de champs gravitationnels, les gi- 
gantesques systèmes cosmologiques peuvent continuellement évoluer 
dans le sens d’un accroissement d’entropie sans jamais atteindre son 
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maximum pour la bonne raison qu’un état d’entropie maximale 
n'existe pas. Boltzmann a par ailleurs avancé ses propres arguments 
contre l’idée de la fin thermique de l'Univers (cf. $ 80, pt. 6). 


$ 43. Accroissement de l’entropie résultant 
de la diffusion des gaz. Paradoxe de Gibbs 


1. Considérons deux gaz parfaits Z et 2 contenus dans une encein- 
te fermée à parois rigides adiabatiques; le volume V de l'enceinte 
est donc constant. À l'instant initial les deux gaz sont séparés l’un 
de l’autre par une paroi imperméable et ont la même température 7. 
Ensuite on enlève cette paroi de séparation et aussitôt commence la 
transformation irréversible de mélange des gaz. Il arrive un instant 
où cette transformation prend fin et le système passe à un état d’é- 
quilibre dans lequel les gaz sont uniformément mélangés. La tempé- 
rature du mélange final sera la même qu'à l’état initial puisque le 
système est isolé et que les gaz sont parfaits. Quelle sera l’entropie 
du système après que les gaz seront mélangés ? 

D'après la définition thermodynamique de l'entropie, le problème 


ss 


posé consiste à calculer l'intégrale Î 2 pour une transformation 


faisant passer le système d’un état initial dans un état final. N'im- 
porte quelle transformation peut être mise en œuvre, à condition: 
qu'elle évolue de façon quasi statique. La trans- 
formation consistant à mélanger les gaz comme 
nous venons de le faire ne peut convenir car 
son évolution n’est pas quasistatique. En prin- 
cipe on peut mélanger deux gaz différents de 
façon quasi statique à condition que les gaz ne 
soient pas identiques. On peut le faire comme 
suit. 

Supposons que la paroi qui sert à séparer les 
gaz dans l’état initial est composée de deux 
parois semi-perméables idéales a et b accolées 
(fig. 39). La paroi a est parfaitement perméa- 
ble au gaz 1 mais absolument imperméable au 
gaz 2. La paroi b est, elle, perméable au gaz 
2 mais imperméable au gaz 1. Il n'existe pasen Fig. 39 
réalité de parois semi-perméables idéales, mais 
on peut fort bien admettre leur existence dans des expériences- 
imaginaires *). 

La paroi double composée des parois a et b est évidemment im- 
perméable aux gaz 1 et 2. Supprimons l'isolation adiabatique de 


*) Pour l’hydrogène c'est une feuille de palladium portée à haute tempé- 
rature qui constitue une bonne approximation à la paroi semi-perméable idéale,. 
car elle ne se laisse traverser que par ce gaz. 
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l'enceinte contenant les gaz et amenons-la en contact avec un ther- 
mostat dont la température T est maintenue constante. Déplaçons 
maintenant la paroi b afin d'assurer la détente quasi statique du 
-gaz 1 dont le volume variera de V, à V qui est son volume final. Lors 
de cette détente le gaz Z fournit du travail et on doit donc lui ame- 
ner de la chaleur afin que sa température reste constante. L’accrois- 
sement d'entropie du gaz 7 se laisse calculer par la formule (40.7). 
‘Comme la température du gaz est constante, il est égal à 


14 
AS =vR LE 


“, désignant le nombre de moles du gaz 1. Pendant cette transforma- 
tion l'état du gaz 2 ne variera pas. Déplaçons maintenant la paroi 
semi-perméable a afin que le gaz 2 occupe de façon quasi statique 
tout le volume disponible. L'état du gaz Z n’en sera pas modifié, 
‘tandis que l’entropie du gaz 2 s’accroîtra de 


LA 
AS =vR In , 


où v, est le nombre de moles du gaz 2 et V, son volume initial. En 
définitive le système parvient dans le même état final que celui qui 
avait été réalisé dans la transformation réelle que nous avons décrite. 
L'accroissement d’entropie du système tout entier est égal à 

AS=R (w In + ve In 7) (43.1) 
Cet accroissement est positif puisque V, << V et V, << V. Le fait 
que l'entropie s’est accrue montre que le processus spontané de 
mélange des gaz s’effectuant dans une enceinte adiabatique, comme 
décrit au début de ce paragraphe, est bien irréversible. 

2. La formule (43.1) conduit à une conclusion paradoxale connue 
‘sous le nom de paradoxe de Gibbs (1839-1903). Supposons les gaz 1 et 2 
identiques. Selon la formule (43.1) l'accroissement d’entropie AS 
doit subsister même dans ce cas. Si, par exemple, la paroi de sépara- 
tion sert à diviser v moles de gaz en deux parties égales, on a v, — 
== va = 1/2v, V, = V, = 1/2V, et d’après (43.1) 


AS = vRiln 2 


‘Or l’état final du système ne se distingue macroscopiquement en rien 
-de l'état initial. L’entropie a augmenté bien que l’état du système 
ne se soit pas modifié. C’est en cela que consiste le paradoxe de 
‘Gibbs. 

Pour interpréter le paradoxe de Gibbs il importe de remarquer 
‘que la formule (43.1) n’a été démontrée que pour le cas où les gaz Z 


, 44] DIFFÉRENTES INTERPRÉTATIONS DU SECOND PRINCIPE 439 


et 2 étaient essentiellement différents. Si les gaz sont identiques, nos 
raisonnements sont en défaut, car les parois de séparation qui sont 
perméables ou imperméables pour le gaz Z, le seront aussi pour le 
gaz 2 qui est identique au gaz Z. Il est en principe impossible de 
mélanger des gaz identiques par le procédé quasi statique décrit 
ci-dessus. 

Si les gaz sont identiques, AS = 0 et la formule (438.1) n'est pas 
vérifiée. Cette formule s'applique toujours si les atomes ou les molé- 
cules des gaz que l’on mélange sont différents, aussi petite que soit 
cette différence. En théorie on peut concevoir un cas limite où les 
propriétés des atomes de l'un des gaz sont infiniment proches de 
celles des atomes du second gaz. On devrait alors observer un accrois- 
sement d'entropie. Einstein (1879-1955) estimait que ce raisonne- 
ment laisse apparaître une difficulté inhérente à l’approche classique 
de description des phénomènes naturels. En physique quantique où 
les états des systèmes physiques sont discrets, ces difficultés n'exis- 
tent pas. Comme en particulier le nombre d’atomes d'espèces diffé- 
rentes est fini, on ne peut réaliser un passage à la limite où les pro- 
priétés d'une espèce d’atomes se rapprocheraient indéfiniment de 
celles des atomes d’une autre espèce. 


$ 44, Sur les différentes interprétations du second 
principe de la thermodynamique 


Voilà plus de cent ans que l’on utilise en physique le terme « second principe 
de la thermodynamique », mais aujourd’hui encore différents auteurs l’inter- 
prêtent différemment. Bien qu'il ne s'agisse ici que d'une question de ter- 
minologie, il convient d’en donner un bref aperçu. 

Ceux qui entendent par second principe le postulat fondamental de Thom- 
son-Planck ou celui de Clausius, ou des propositions équivalentes, satisfont le 
mieux à la logique de la question. 

D'autres ramènent le contenu du second principe à deux propositions qui 
découlent du postulat fondamental: 1} l'existence de l’entropie $ qui est une 
fonction d'état du système ; 2) la loi de l'accroissement de l'entropie. Ces deux 

ropositions sont Rene indépendantes l’une de l'autre. En effet l'existence 
Le LE fonction S ne dépend nullement de l'irréversibilité des transformations 
naturelles reflétée dans l'énoncé du postulat fondamental. On pourrait en effet 
démontrer l'existence de l'entropie S en partant d'un postulat contraire tel que 
« Il ne peut exister de cycle dont le parcours n’aurait pour effet que d’échauifer 
la source chaude aux dépens du travail mécanique ». La démonstration de 
l'accroissement de l’entropie s'appuie, elle, sur le postulat fondamental et non 
sur une proposition inverse à celui-ci. Si la proposition inverse était vraie, l'en- 
tropie d'un système adiabatiquement isolé devrait diminuer. 

Enfin de nombreux auteurs, comme par exemple Afanassieva-Ehrenfest 
1876-1964), ramènent le second principe de la thermodynamique à l'existence 
e l’entropie en tant que fonction d'état du système, sans insister sur le principe 

de son accroissement. Cette conception se fonde sur ce que toutes les relations 
que l’on peut déduire du second principe et qui se présentent sous forme d’égalités 
ne font appel qu’à une seule propriété de l’entropie, celle que son accroissement 
infinitésimal est toujours une différentielle totale, 
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$ 45. Fonctions thermodynamiques 


1. En plus de l’entropie, on utilise de nombreuses autres fonc- 
tions d'état liées à l’entropie. Nous ne considérerons que les princi- 
pales. 

Pour toute transformation quasi statique 6Q = TdS. On peut. 
mettre l’équation exprimant le premier principe 


ôQ = dU + P dV (45.1) 
sous la forme suivante: 
dU = T dS — P dy. (45.2) 
En introduisant l'enthalpie ?Z = U + PV, on peut éliminer U et 
obtenir 
di = T dS + V dP. (45.3) 


Comme T dS — 6Q, à pression constante d? = 6Q. Ceci démontre que 
l’enthalpie est une fonction d'état dont l'accroissement dans une trans- 
formation quasi statique à pression constante définit la quantité de 
chaleur Q reçue par le système. 

En thermodynamique une importance particulière revient à 
deux fonctions d'état : l'énergie libre Y qui fut introduite par Helm- 
holtz et l’enthalpie libre D ou potentiel de Gibbs. Ces fonctions d'état 
sont définies par les expressions 


YW=U—TS, (45.4) 
D—Y+PV=U—TS + PY. (45.5) 

Pour leurs différentielles il est aisé d'obtenir 
dE = — S dT — P dV, (45.6) 
dD = — S dT + V de. (45.7) 


Pour une transformation isotherme d1T = 0 et par suite dY — 
= —P dV = —6A. De là A =, — Y,. L'énergie libre est donc 
une fonction d'état du système dont la diminution dans une transforma- 
tion isotherme quasi statique représente le travail fourni par le système. 

Les relations (45.2), (45.3), (45.6) et (45.7) nous amènent à consi- 
dérer l'énergie interne U comme une fonction des variables S et V, 
l’enthalpie Z comme une fonction des variables S et P, l'énergie 
libre Ÿ comme une fonction de 7 et de V et enfin le potentiel de 
Gibbs ® comme une fonction de T et de ?P: 


U=uU(S, V) 
I =1($,P) (45.8) 
Y=Y(T, V) 
D=HD(7, P). 


Ces relations, appelées équations d'état canoniques des substances, 
furent introduites en thermodynamique par Gibbs. Celui-ci remarqua 
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que chacune de ces équations d’état canoniques renferme beaucoup 
plus d’information sur l’état de la substance que n’en contient l'équa- 
tion d'état calorique ou thermique. L'éguation d'état canonique (45.8) 
sous ses différentes formes renferme des informations complètes sur les 
propriétés thermiques ef caloriques des substances. On tire en effet des 
équations (45.8) 


a = (55 ),05 + (27 ),d7. 
= (+) as + (57), ap. 
ae (57) a+ (57), 07, 
ave (22) ar + (28), ap 


En comparant ces relations avec les relations (45.2), (45.3), (45.6) 
et (45.7) on trouve 


T=(5), P=-(), (45.9) 
Tes Vs (45.10) 
s(5). 2--(7). 1 
s-(#). (019 


Notons deux conséquences que l’on peut tirer de ces équations. 
Il résulte de la définition des fonctions Ÿ et ® que U = Y +TS 
et Z =®ŒD+TS. En y portant les expressions de l'entropie tirées 
de (45.11) et de (45.12) on obtient 


U=r-1T(5), (45.13) 
1=0—T(%).. (45.14) 


Ce sont les équations dites de Gibbs-Helmholtz. Notons quelques avan- 
tages pratiques de ces équations. Il est souvent facile de déterminer 
l'énergie libre Ÿ à une constante additive près ne dépendant que 
de la température en calculant notamment le travail isotherme 
fourni par le système. La formule (45.13) permet alors de calculer 
son énergie interne ‘avec la même approximation. 

Convaissant la fonction U = U ($, V) on peut la dériver par 
rapport à S et V et déterminer la température et la pression’ régnant 
dans le système, donc obtenir une information complète sur ses 
propriétés thermiques. Ensuite, à l’aide de la formule (45.1), on 
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peut calculer 6Q et les chaleurs massiques correspondantes et arriver 
ainsi à la connaissance des propriétés caloriques du système. Les 
trois autres équations d'état canoniques permettent d'arriver au 
même résultat. 

2. En prenant les dérivées secondes de (45.9) on obtient 


ee he 
| 97 /s 2S4V ? ôS }/y  oVoSs ? 
En appliquant le théorème relatif au changement de l'ordre de déri- 
vation, on trouve 
aT | _ oP 
(Sr )s= — (55 ),. Fe 
On trouve de la même façon 
êT \ V 
(Ce (5 es 4 
os ôP 
re (Gr Jus 47 
CA d'4 
(= (5). (45.18) 


Ces relations ainsi que les relations analogues sont appelées relations 
de réciprocité ou relations de Maxwell. On les utilise couramment 
pour établir de nouvelles relations entre les grandeurs caractérisant 
l’état d'équilibre thermodynamique d’un système donné. Ce procédé 
d'établissement de relations entre les grandeurs s'appelle méthode 
des fonctions ou des potentiels thermodynamiques, pour la distinguer 
de la méthode des cycles dont il a été question au $ 34. Illustrons cette 
méthode par deux exemples. 

Exemple 1. Considérons une transformation infinitésimale 
isotherme et quasi statique. En divisant (45.2) par dV on obtient 


Cher (r)—2, 


et en vertu de (45.17) 


()=7 (Sr )— 2 (45.19) 


Exemple 2. Pour la même transformation, en divisant 
(45.3) par dP on trouve 


(= (Fr) +7 
ou en vertu de (45.18) 


(HE mv-T (Th (45.20) 
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‘Au $ 34 nous avons établi les relations (45.19) et (45.20) par la métho- 
de des cycles. Du point de vue formel la méthode des fonctions 
thermodynamiques est plus simple que la méthode des cycles. 

3. Nous avons introduit les fonctions thermodynamiques 7, Y 
et D pour des systèmes à deux degrés de liberté, donc des systèmes 
dont l’état interne est défini par deux paramètres. On peut générali- 
ser les résultats obtenus ci-dessus au cas de systèmes à plusieurs degrés 
de liberté. I1 suffit de remplacer partout l'expression du travail élé- 
mentaire 84 = P dV par l’expression (12.5). On obtient alors les 
équations de définition suivantes: 


I1=U<+) A;a  (enthalpie) (45.21) 

Y=U-TS (énergie libre), (45.22) 

D—=Y+YA;a (potentiel de Gibbs). (45.23): 
Les différentielles des fonctions correspondantes s’écrivent 


dU = T dS — ÿ A;das, (45.24) 
di = TdS + Ÿ a;dA;, (45.25) 
dY = —S dT — ÿ\ A;dui, (45.26) 
dD = —$S dT + ÿ aidA.. (45.27) 


$ 46. Théorie thermodynamique de l’effet 
Joule-Thomson 


1. Nous avons exposé la nature de l'effet Joule-Thomson au 
$ 19. Nous allons en donner maintenant la théorie thermodynamique. 
Reprenons le dispositif expérimental décrit au $ 49 et supposons que 
l’on maintienne de part et d'autre du tampon une petite différence 
de pression AP (cf. fig. 18). La différence de température AT corres- 
pondant à AP est mesurée au cours de l'expérience. L’écoulement 
du gaz est supposé permanent. La théorie doit permettre de calculer 
AT connaissant la valeur de AP et l'équation d’état du gaz. Nous 
avons déjà montré au $ 49 que l'enthalpie du gaz 7 ne varie pas lors 
de son passage à travers le tampon: A7 = 0. En négligeant les quan- 
tités d'ordre de petitesse supérieur on peut écrire 


AI= (+), AT+ (2) AP=0. 


ôT 
Comme (&) — CP et comme (5 ] . donné par (45.20) on obtient 
PIC 
(Re us 


L'indice J figurant dans le premier membre indique que l'enthalpie 7 
ne varie pas au cours de la transformation. 
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Si le gaz est parfait V — sus T (S), = Vet par suite AT = 0. 


Il s'ensuit que pour les gaz parfaits l'effet Joule-Thomson ne se mani- 
{este pas. Dans le cas de gaz réels on observe un échauffement ou un 
refroidissement. Nous interpréterons ce fait expérimental au $ 104 
lorsque nous connaîtrous l'équation d’état approchée des gaz réels 
(équation dite de Van der Waals). 

2. L’élévation ou l’abaissement de la température d’un gaz réel 
accompagnant son écoulement à travers un tampon d’ouate s'appelle 
effet Joule-Thomson différentiel. Cette dénomination souligne que les 
quantités AT et AP figurant dans la formule (46.1) sont suffisam- 
ment petites pour pouvoir remplacer leur rapport par la dérivée 


partielle () . Outre l'effet différentiel on connaît l'effet Joule- 


Thomson intégral qui correspond au cas où le gaz qui s'écoule subit 
une importante Variation de pression (atteignant généralement 
des dizaines ou des centaines d’atmosphères). Les variations cor- 
respondantes de la température sont elles aussi importantes. C’est 
pour cela que l'effet intégral est mis en œuvre dans la technique des 
basses températures (cf. $ 105). 

On réalise l’effet intégral par laminage du gaz consistant à faire 
passer le gaz à travers un petit orifice de part et d'autre duquel 
règnent des pressions très différentes (cf. $ 25). Nous avons montré 
au $ 25 que dans ce cas aussi il y a conservation de l’enthalpie. Le 
laminage est une transformation irréversible. Or l’état initial et 
l'état final du gaz sont des états d'équilibre parfaitement définis 
par les valeurs de l’enthalpie et de la pression. Dans les calculs de 
la variation de température on peut remplacer la transformation 
réelle par une transformation quasi statique évoluant à enthalpie 
constante, et raisonner comme si l’effet Joule-Thomson intégral était 
constitué par une suite continue d'effets différentiels. On arrive 
ainsi à l'expression suivante: 


P P 2V_ = 
Ti—Ti= f (5), dP= f Cr dP. (46.2) 
P1 P1 


Il est bien évident que ce procédé ne convient qu’au calcul des para- 
mètres du gaz dans son état final. On obtient un résultat correct 
non pas parce que les deux transformations sont identiques, mais 
parce qu’elles aboutissent au même état final. 


3 W. Thomson utilisa l'effet Joule-Thomson pour étalonner les thermo- 
mètres dans l'échelle thermodynamique absolue. Supposons que l’on réalise 
l'expérience de Joule-Thomson avec un gaz réel quelconque. On mesure la tem- 
pérature du gaz avec n'importe quel thermomètre qui indique une température 
empirique que nous noterons t. Le problème consiste à déterminer la forme de 
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la fonction 7 = T (x). Il est évident que 


AT __AT Ar 
AP "At AP? 


ou en remplaçant les accroissements finis par les différentielles, on écrira 


D'autre part, 


G=() = (E) rc 


où CP est la chaleur massique à pression constante rapportée à une température 
donnée dans une échelle empirique 


Lan formule (45.1) s'écrira maintenant 
T (5) LL? 


dT AT ov }p dT 
T AP. , à , 
CP-GT 
d’où 
se 
adT = V | 8 /P 
PT Cp At. 
gr 
st après intégration 
+ (+ ) 
T=Toexp | EN? Ed (46.3) 
p AT 


is Ts 


Ts et vo désignent ici respectivement la température d'un repère fixe donnée 
dans l'échelle absolue et dans l'échelle empirique. Toutes les quantités figurant 
dans le second membre sous le signe d'intégration peuvent être déterminées 
expérimentalement car il suffit pour cela de mesurer la température empirique. 
On peut donc calculer l'intégrale en fonction de la température empirique 7 et 
obtenir ainsi la relation T = T (rt). 

IL est commode d'utiliser un thermomètre à gaz où le gaz de remplissage 
est le même que celui utilisé dans l'expérience de Joule-Thomson. Dans ce cas, 
par définition de la température absolue, on a PV — A7, où 4 est une constante: 


Il s'ensuit que _ (©) = À 1, p'autre part, comme la quantité 
C! P 
“A est petite par rapport à l’unité, on peut négliger son carré. Dans cette 


10—01733 
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approximation l'intégrale figurant dans (46.3) devient égale à 


LA 

C? At \ dt T ee AT 
F-) Een a ap 
To To 


L'intégrale figurant dans le second membre ne représente qu’un petit terme de 
correction. Dans l’approximation adoptée on peut remplacer la constante À 
figurant dans cette intégrale par la constante universelle des gaz R. On obtient 
ainsi 


Cette dernière intégrale étant petite devant l’unité,. on peut écrire de façon 
approchée : 


u 0 

_ To : PCp AT 

ne r[i-f Hé 4P a]. (46.4) 
To 


Pour utiliser cette formule on prend pour température de référence la tempé- 
rature du point triple de l’eau T4 = 79 — 273,16 K et on calcule la correction 
à apporter aux indications du thermomètre à gaz à n'importe quelle température 
t. Pour l'hélium on trouve dans une large gamme de température la valeur 


CP/R & 5/3 = 1,67. 
PROBLÈMES 


1. Montrer que dans l’expérience de Joule-Thomson l'entropie du gaz doit 
augmenter. ‘ 

Solution. Pour calculer la variation d'entropie du gaz remplaçons le 
processus réel par une transformation d'enthalpie constante quasi statique qui 
amène le système dans le même état final. Pour cette transformation on doit 
avoir dI = T dS + V 4dP = 0, d'où 


aS V4 
( ôP },=-7 <0. 


Comme la pression diminue dans cette expérience, l’entropie S doit augmenter. 

2. Un réservoir dont les parois s'opposent à tout transfert de chaleur est 
divisé en deux compartiments par une paroi interne adiabatique. L'un des 
compartiments renferme du gaz et l’autre est vide. Etablir une formule thermo- 
dynamique générale de la température que prendra le gaz après que la paroi 
interne aura été enlevée. Appliquer la formule obtenue à un gaz parfait et dé- 
montrer que dans ce cas la température doit rester constante. 

Solution. Comme aucun travail n’est effectué sur le gaz et que le 
système ne reçoit pas de chaleur de l’extérieur, l'énergie interne du gaz ne variera 
pas. après suppression de la paroi interne. La transformation réelle que subit le 
gaz est irréversible et fort compliquée, mais son état initial et son état final 
sont des états d'équilibre, de sorte que la température du gaz dans ces états est 
définie par deux paramètres, tels que son énergie interne et son volume. Pour 
effectuer le calcul on remplace la transformation réelle par une transformation 
quasi statique avec conservation de l'énergie interne. Dans ces conditions 


T nef 7) av 
ol SV Ju": (46.5) 
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Pour pouvoir calculer la dérivée partielle figurant dans cette intégrale on égali- 
sera à zéro la différentielle 


au=( +), at + (LT ) av. 


En appliquant les formules (18.3) et (34.2) on obtient 


TT Cy , (46.6) 
et en définitive on trouve que 
Va P— r ( _. le 
Ti—Ti= | —ÿ#"— "© av. (46.7) 


Vi 
Pour un gaz parfait cette formule donne T; — T, = 0. 


$ 47. Remarques générales sur la méthode 
des fonctions thermodynamiques. 
Exemples d’application 


La méthode des fonctions thermodynamiques est fondée sur l’idée 
que si une grandeur f caractérisant l’état d’un système en équilibre 
thermodynamique est une fonction de deux autres grandeurs x et y, 
telle que sa différentielle est de la forme 


df = X (x, y) dx + Y (x, y) dy, 
hell 


het Le &7.1) 


C'est en partant des relations de la forme (47.1) que l’on déduit 
différentes égalités thermodynamiques. C'est par ce procédé que 
l’on avait établi les relations (45.19) et (45. 20). 

Lorsqu'on applique cette méthode il faut s'assurer d’abord que 
l'expression X dx + Ÿ dy est bien une différentielle totale de la 
fonction d’état f (x, y) et non pas une quelconque quantité infinité- 
simale, sinon on aboutit à des conclusions erronées. Donnons un 
exemple de raisonnement incorrect. Supposons que l’on se mette à 
considérer une quantité élémentaire de chaleur 6Q comme la diffé- 
rentielle d’une certaine fonction d'état: Q = Q (T, P). Selon le 
premier principe cette différentielle est 


LdQ — AU + P AV — dl — VaP, 


on à 


et pur suite 


40e 
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ou 
OI ôt 
dQ=(57),+[(57),-v] ar. 


CLYI ô ôI 
TT 0P — 67 [Cv], 


ôV 
(5 ) Fa 

On en conclut que la dilatation thermique des corps n'existe 
pas, ce qui est en flagrante contradiction avec toutes les données 
expérimentales. On est arrivé à cette conclusion absurde pârce que 
nous avons admis que la chaleur Q était une fonction d'état du systè- 
me et que la quantité 6Q représentait la différentielle de cette fonc- 
tion. En fait cette fonction n'existe pas. C’est pour mettre le lecteur 
en garde contre des erreurs de ce genre que nous avons jugé indispen- 
sable de désigner par le symbole 6 les infiniment petits qui ne sont 
pas des différentielles totales des fonctions d'état. Le symbole 4 
est De pour les infiniment petits qui sont des différentielles 
totales. | 


d'où 


Ilustrons ces remaïques par quelques exemples sur l'application de la 
méthode des fonctions thermodynamiques. 

14. Etablir la relation entre les modules de compression triaxiale isothermes 
Kz et adiabatiques K4 d’une substance homogène et isotrope. Par définition 
de ces modules 


4P 4P 
KV (or) Ar (Sr) 
Transformons la dérivée (TS) Les grandeurs P, Y, T sont reliées entre elles, 


d'une part, par l'équation d'état, et d'autre part, par une relation exprimant 
l'adiabaticité de la transformation. Dans toute transformation adiabatique 
chacune des variables P, V, T, S peut être considérée comme une fonction de 
l'une d'elles. Choïsissons comme variable indépendante la température T. 


On aura alors 
(+ = (<r) (7 }s: 


Comme les grandeurs P, T, S sont reliées entre elles par l'équation d'état, quel 
que soit. l’état du système il existe une relation fonctionnelle entre ces grandeurs, 
e même qu'entre les grandeurs T, V et S. Par suite ‘ 


(=) (5). (5), (} 


CRTC ARCOMTCSACON 


ot 
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Transformons le second membre à l’aide des en 

S 
ay rem (rh (rh _@ 
( oT A TES RTE 5 , 


T 
(+ D (5 (7 T° 
P 


r(5 


On obtient ainsi 


soit 
Ks=YKm (47.2) 


avec Lée CPlCy. Le module adiabatique de compression triaxiale est donc y 
fois plus grand que le module isotherme. Nous avons déjà obtenu ce résultat 
par un procédé différent au $ 23 (voir problème à la fin du $ 28). 

2. Établissons une fois encore la formule donnant Ja différence des chaleurs 
massiques Cp — Cy. Par définition de l'entropie et de la chaleur massique 


CN 
cr (de) w.9 
En considérant l’entropie S comme une fonction de la température et du volume, 
on écrira 
êS 8 \ 
as= (7), a+ (57), 8v 
De là 


+ Le) + (67 (7 = (7 }y (T) 


Par conséquent 


Cp—Cv=T( re) (5), (47.8) 

Nous DoLrAn ci-dessous, sans les démontrer, plusieurs relations thermodynami- 
ques utiles: 

(+ ),æ7 (Sr), (47.5) 

( Fe h=—7 ( ms )e: GA 

(+ ne + ne (+ T7 (7), —? (5) 7) 

Cr (tr (er (Bar (Hs eo 

CH). =e-r( de), er. 

(+) SE (y (47.40) 


LA 
0] Y | 
Ce CN DE D 
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s-C(--E (D, ee 


Cher (ne (Gr) 
P 


TT \à 
(or = (55 rt (6e oo Je 
= tr) (es (5 tes (ones (47419 
(+ (or re (5) 


$ 48. Travail maximal et énergie libre 


1. Considérons un système thermodynamique pris dans un état 
arbitraire, notamment dans un état hors d'équilibre. Ce système est 
en contact intime avec un milieu extérieur dont la température 7, 
est maintenue constante et il ne peut échanger de la chaleur qu'avec 
ce milieu. Avec les autres corps il n’y a pas d'échange de chaleur. 
Dans le cas général le travail que peut produire le système se compose 
de deux parties: le travail accompli sur le milieu considéré et le 
travail sur tous les autres corps. Notons À le travail total fourni 
par le système. Posons que le système passe de l’état 1 à l’état 2. 
Selon le premier principe À = U, — UÜ, + Q. Le travail À et la 
quantité de chaleur Q fournie dépendent du type de la transforma- 
tion amenant le système de l’état 1 dans l’état 2. Le second principe 
permet de fixer la limite supérieure du travail À pouvant être fourni 
par le système. Conformément à l'inégalité de Clausius 

s-s> | +, 
152 


et comme nous avons supposé que la température 7, était constante 
S,—S> 4. 

En y portant Q — À — U, + U, et en adoptant la notation 
Y=U—-T,S, (48.1) 


on obtient 
À S Y, Te Y3: (48.2) 
Le signe d'égalité se rapporte aux transformations réversibles. Ainsi 
le travail que peut fournir le système ne saurait être supérieur à la 
décroissance de la fonction Y = U — TS. 
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Dans le cas particulier où la température T du système est à tout 
instant égale à la température du milieu extérieur 7',, la fonction Ÿ 
s'identifie avec l'énergie libre du système Y = Y = U — TS. 
Le travail est alors Aux VW, — W, où le signe d'égalité ne con- 
cerne que les transformations réversibles. Ainsi pour une transforma- 
tion réversible T = T, et 


As Us A (48.3) 


En utilisant l'équation de Gibbs-Helmholtz (45.13), il est aisé de 
ramener l'expression (48.3) à la forme 


Amex =U,—Us+T (S AS LE EP | 


ou encore 


Amax = Ui—Us+ T (ones <Amss A (48.4) 
v 
C'est la formule du fravail maximum de Gibbs-Helmholtz, qui trouve 
de nombreuses applications. 

2. On conçoit fort bien les raisons pour lesquelles Helmholtz 
désigna la quantité Y = U — TS sous le nom d'énergie libre du 
système. La grandeur Ü est l'énergie interne ou totale du système. 
Lorsque le système se trouve en contact thermique avec un milieu 
dont la température 7 est maintenue constante, seule une partie de 
cette énergie égale à U — TS peut être utilisée pour produire du 
travail. C’est pour cela qu'elle est libre. La partie restante ne peut 
être transformée en travail si la température du milieu avec lequel 
le système est en contact thermique est maintenue constante. Cette 
partie est appelée énergie liée. Dans le cas limite où 7 -+ 0 la diffé- 
rence entre énergie interne et énergie libre disparaît. 

3. En thermodynamique on envisage souvent à côté du travail 
total À le travail dit utile. Bien que cette dernière notion ne soit 
pas indispensable en physique, il est opportun de l’expliciter. On 
introduit la notion de travail utile chaque fois que le système thermo- 
dynamique étudié (généralement hors d'équilibre) est placé dans un 
milieu extérieur qui se trouve dans un état d'équilibre et dont la 
température 7, et la pression P, sont maintenues constantes. On sup- 
pose que le système peut produire non seulement du travail contre 
la pression P, du milieu extérieur, mais aussi du travail sur d’autres 
corps. C’est cette dernière partie du travail qui s’appelle le travail 
utile. Le travail que le système produit contre la pression P, du 
milieu extérieur est donné par l'expression P, (V; — V.) et doit 
être soustrait du travail total À pour trouver le ‘travail utile Autile, 
Ce dernier est donné par (48.2) 


ANS 7, (48.5) 
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Dans le cas particulier où la température et la pression du milieu 
sont égales à celles du système, la fonction Z devient égale au poten- 
tiel thermodynamique de Gibbs Z = D = U — TS + PV. Dans 
ce dernier cas 


ANS D, — D. (48.7) 


Le travail utile atteint sa valeur maximale pour les transforma- 


tions réversibles: AMIE — D, — D,. Par analogie avec la formule 


(48.4) on obtient pour le travail utile maximal la seconde formule de 
Gibbs-Helmholtz : 


"utile dARax 
Amex = li li+T (Aus). (48.8) 


Si le système thermodynamique étudié ne comporte que des corps 
solides et liquides, on peut négliger les variations de volume dans 
toutes ses transformations. Le travail total À devient alors égal au 
travail utile Autile, Pour les systèmes gazeux la différence entre À 
et Autile peut être notable. 


PROBLÈME 


En utilisant les résultats obtenus dans ce paragraphe trouver une autre 
solution du problème 2 du $& 37. 


$ 49. Force électromotrice d’un élément 
galvanique 


4. Pour illustrer l'application de la thermodynamique aux phénomènes 
électriques, nous étudierons ici la question de la force électromotrice d’un élé- 
ment galvanique. 

Il est bien évident que la thermodynamique ne peut expliquer comment et 
pourquoi un courant électrique apparaît dans les éléments galvaniques. Se 
ondant sur les faits expérimentaux, elle se contente de constater que tout élé- 
ment galvanique est un système thermodynamique hors d’équilibre qui produit 
un courant électrique en évoluant vers un état d'équilibre. Cette constatation 
suffit pour que la thermodynamique, mettant en œuvre ses méthodes propres, 
arrive à établir une relation quantitative entre la force électromotrice d'un 
élément. galvanique et certaines de ses caractéristiques. 

Admettons que la transformation qui fait évoluer le système vers un état 
d'équilibre est quasi statique. Comme toute transformation quasi statique, la 
transformation envisagée est réversible dans le sens limité du terme. L’inversion 
du sens du courant électrique détermine l'évolution de réactions chimiques 
inverses à celles qui se manifestent lorsque le courant circule dans le sens normal. 
Si cette condition est remplie, on dit que l'élément galvanique est réversible et 
on pourra toujours lui faire retrouver son état initial en inversant le «ens du 
courant électrique. : 
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Pour qu'un élément galvanique soit réversible il faut que la chaleur de 
Joule qu'il libère soit négligeable. On supposera en conséquence que le courant 7 
qui parcourt l'élément galvanique est infiniment petit, ce qui implique que la 
résistance totale du circuit électrique est infiniment grande. Ce fait n’impose- 
aucune limitation à la grandeur de la charge électrique q traversant l'élément 
galvanique, puisque la durée de passage du courant électrique peut être aussi 
grande qu'on le veut. Dans ces conditions on peut négliger complètement la 
chaleur de Joule par rapport au travail produit par la force électromotrice € 
de l’élément galvanique. En effet le travail que fournit la force électromotrice- 
pendant un temps t est égal à #Jt, tandis que la chaleur de Joule libérée dans 
l'élément pendant le même temps est R;,1*, R; étant la résistance interne de 
l'élément ; c’est donc une quantité finie. En considérant l'intensité du courant 
électrique comme un infiniment petit de premier ordre, le travail fourni par 
l'élément sera aussi du premier ordre de petitesse, la chaleur dégagée par eftet 
Joule étant du second ordre de petitesse. Donc si 7 + 0, on peut négliger la 
chaleur de Joule par mire au travail. 

2. Pour établir la théorie thermodynamique d’un élément galvanique, on 
peut utiliser différentes relations thermodynamiques. Nous supposerons que- 
nous avons affaire à une cellule électrolytique, donc à un élément galvanique ne 
comportant que des substances solides et liquides. Nous ne considérerons pas les 
éléments à gaz. Ainsi le système ne fournit aucun travail mécanique dans le- 
sens usuel du terme, c’est-à-dire qu’il ne fournit aucun travail de déplacement 
des corps macroscopiques. Tout le travail que fournit le système se réduit au 
travail de la force électromotrice de l'élément qui assure le passage d'un courant 
dans son circuit électrique. Lorsque la charge dg parcourt le circuit l'élément 
galvanique fournit un travail électrique 84 — Ædgq. L'élément est un système 
thermodynamique à un degré de liberté où le rôle de coordonnée généralisée a; 
est assumé par la charge q et le rôle de force généralisée est tenu par la force 
électromotrice €. Par conséquent pour trouver la relation que nous cherchons 
à établir, il suffit de poser dans l'équation (34.9) «; = g, À; = ‘@. On peut 
poser que la force électromotrice & ne dépend que de la température de l’électro- 
lyte, puisque dans les conditions usuelles la pression extérieure et le volume de- 
l'électrolyte sont pratiquement invariables. Par conséquent on peut écrire: 


au dé 
LAS T Tr (49.1} 
ou 
; de 
é—T-=u, (49.2} 
où u = —0U/6q est la diminution de l'énergie interne de l’élément galvanique: 


résultant du passage de l’unité de quantité d'électricité. L'équation (49.2) 
qui fut établie par Helmholtz en 1882 résout le problème posé. On peut la ré- 
crire sous la forme suivante: 


d [€ 
ne (+) = 5, (49.3). 
qui donne après intégration 
T 
T 
E(D=—T | EC ar+6 (To). (49.4) 
À 


Cette formule permet de calculer la force électromotrice d’un élément galvanique- 
à toute température T, si l’on connaît sa valeur à une température donnée 74. 

3. William Thomson donna en 1851 une formule différente de la force élec- 
tromotrice d'un élément galvanique réversible. Son raisonnement s’appuyait: 
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-sur la loi de conservation de l'énergie. Lorsque l'élément est traversé par une 
charge unitaire q, il fournit un travail @ produit aux dépens de l’énergie interne. 
‘On aboutit ainsi à la formule de Thomson @ — u. En comparant cette formule 
-avec celle de Helmholtz (49.2), on constate que la formule de Thomson n’est 
correcte que si la force électromotrice # ne dépend pas de la température. Dans 
le cas général l'égalité 6 — u n’est pas vérifiée. Voyons quelles sont les causes 
de ce résultat peu satisfaisant et profitons de cette occasion pour donner une 
nouvelle déduction de la formule de Helmholtz (49.2). Lorsqu'une charge 
électrique infiniment petite dq traverse un élément galvanique. celui-ci fournit 
toujours le travail élémentaire Æ@dg. Mais lorsqu'il est traversé par une charge 
finie q (par exemple q = 1), le travail fourni ne peut être représenté par Îe 
He &q que si on maintient constante la grandeur #8. Or comme # dépend 
de 7, on doit maintenir la température T constante, ce qui revient à évacuer ou 
à fournir de la chaleur. C’est cette chaleur que Thomson avait négligée. 

Maintenons constante la température T L l'élément. Lorsque celui-ci aura 
été traversé par la charge q = 1, le travail fourni sera égal à ‘8. D'autre part, 
dans toute transformation isotherme réversible, ce travail est égal à la dimi- 
nution de l'énergie libre du système. Conformément à la formule (49.3) cela 
signifie que € — Amax et par conséquent la formule (49.2) se laisse déduire de 
(48.4), en y posant Amax = 6 et VU, — Us = u. 

4, On peut mettre l'équation (49.2) sous une autre forme en rapportant la 
diminution de l'énergie interne non pas à l’unité de quantité d'électricité ayant 
travorsé l'élément galvanique, mais à une mole de substance déposée sur l'une 
de ses électrodes. Notons umoie cette diminution d'énergie interne. La relation 
æxistant entre v et umoie 0 laisse établir aisément à l’aide de la Loi de l'électrolyse 
de Faraday (1791-1867). Selon cette loi le nombre de moles de substance déposée 
sur l’une des électrodes à la suite du passage de la charge q à travers l'élément 
«st donné par l'expression 


Le iqe 
Lun nF ? 


(49.5) 


où F # 96 500 coulomb-mole-! est une constante universelle (nombre de 
Faraday) et n la valence. Il en résulte qu’une charge qg = 1 détermine le dépôt 
de 1/nf moles de substance sur l’électrode. La diminution correspondante de 
l'énergie interne est égale à u. Par suite la libération d'une mole de substance 
s'accompagne d’une diminution d'énergie interne n# fois plus grande, i.e. 
Umole = Fu. La formule (49.2) s'écrit maintenant 


dé 1 
€—T-H 7 Umoles (49.6) 


$ 50. Critères généraux de la stabilité 
thermodynamique 


Soit un système adiabatiquement isolé en équilibre thermodyna- 
mique. Supposons que dans cet état son entropie $S est maximale, 
donc plus grande que dans n'importe quel autre état infiniment 
voisin dans lequel le système pourrait passer sans apport ou évacua- 
tion de chaleur. On peut affirmer qu'aucune transformation adiaba- 
tique spontanée ne peut avoir lieu, ce qui signifie que le système 
se trouve dans un état d'équilibre thermodynamique stable. En effet, 
si le système pouvait évoluer vers un autre état, l’entropie de l’état 
initial 1 et celle de l’état final 2 seraient telles que S, > S:. Or 
cette relation est en contradiction avec le principe de l’accroisse- 
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ment d’entropie qui exige pour une transformation adiabatique que 
S, < S,. On arrive ainsi au critère suivant de la stabilité thermody- 
namique. 

Lorsque l’entropie d'un système adiabatiquement isolé se trouvant 
dans un état d'équilibre est maximale, cet élat est thermodynamique- 
ment stable. Autrement dit un système adiabatiquement isolé ne 
peut passer spontanément dans aucun autre état. 

Dans les applications de la thermodynamique à des problèmes 
concrets, il est souvent commode de remplacer la condition d’adiaba- 
ticité du système par des conditions différentes. Le critère de la 
stabilité thermodynamique doit alors être modifié. Sont largement 
utilisés les deux critères suivants. 

1. Soit un système en contact avec un milieu dont la température 
est maintenue constante. Supposons que le volume V de ce système 
est maintenu constant, par exemple à l’aide d’une enceinte rigide 
dans laquelle le système est contenu. Le travail À fourni par le système 
est alors toujours nul et la relation (48.2) se réduit à Y, — Y, > 0. 
Il en résulte que la fonction Ÿ = U — T,S doit diminuer ou rester 
constante. En raisonnant comme nous l'avons fait plus haut, on peut 
énoncer un autre critère de stabilité thermodynamique. 

Si la température T, du milieu ambiant et le volume V du système 
étudié sont maintenus constants et que dans l’état considéré la fonction 
Y = U —T,S soit minimale, cet éfaf est thermodynamiquement 
stable. Dans le cas particulier où le système est en équilibre de tempéra- 
ture avec le milieu ambiant, c'est l'énergie libre Y = U — TS qui 
assume le rôle de la fonction Y. 

2, Envisageons maintenant le cas où le système est en contact 
avec un milieu dont la température 7’, et la pression P, sont mainte- 
nues constantes. Le système ne peut alors effectuer aucun travail 
autre que le travail contre la pression extérieure P,. Le travail utile 
est donc nul et la relation (48.5) donne Z,  Z.. Toutes les transfor- 
mations spontanées ne peuvent évoluer dans le système que si la 
fonction Z = Ÿ + P,V diminue. Il s'ensuit que si La fonction Z est 
minimale dans un état d'équilibre donné, l'équilibre sera stable. Dans 
le cas particulier où P — P,, cette proposition concerne le potentiel 
thermodynamique du système D = F + PY. 

Donnons deux autres critères de stabilité que l’on utilise plus 
rarement et qui, au lieu des potentiels, mettent en œuvre l'énergie 
interne U et l’enthalpie Z. 

3. Récrivons l'inégalité de Clausius (41.1) sous la forme 


ô4 
S,—8,> | ES, 


Si l’entropie et le volume du système sont maintenus constants, on 
un S, —S, —0 et 64 = P dV —0, et l'inégalité précédente se 
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réduit à 
dU 
| FT <0. 


Comme T => 0, il en résulte que dU < 0. Cela signifie que dans le 
cas où l’entropie et le volume du système sont invariables, l'évolu- 
tion spontanée des transformations n'est possible que si l'énergie 
interne du système diminue. Lorsque l'énergie interne aura atteint 
sa valeur minimale, aucune transformation ne pourra plus se pro- 
duire, d’où l’énoncé suivant du critère de stabilité thermodynamique. 

Si l'entropie et le volume d'un système sont maintenus constants et 
que le système se trouve dans un état où son énergie. interne est minima- 
le, cet état correspond à un équilibre thermodynamique stable. 

4, Si l'entropie et la pression d'un système sont maintenues cons- 
tantes et que le système se trouve dans un état où son enthalpie est mini- 
male, cet état correspond à un équilibre thermodynamique stable. 

Pour démontrer cette proposition il suffit de mettre l’inégalité 
de Clausius sous la forme 


dU —V dP 
S—S> | nm — 


et de raisonner comme ci-dessus. 


$ 51. Le principe de Le Chatelier-Braun 
et la stabilité de l’équilibre thermodynamique 


1. Examinons, pour conclure ce chapitre, le principe qui fut 
initialement formulé en 1884 par le savant français Le Chatelier 
(1850-1936) et généralisé en 1887 par le physicien allemand Braun 
(1850-1918). Ce principe permet de prédéterminer le sens d'évolution 
des transformations d'un système dès que son état d'équilibre stable 
aura été perturbé par une action extérieure. Le principe de Le Cha- 
telier-Braun ne présente pas une généralité aussi grande que le second 
principe de la thermodynamique et ne permet pas de faire de prévi- 
sions quantitatives relatives au comportement du système. Le princi- 
pe de Le Chatelier-Braun ne peut être appliqué qu’à des systèmes 
se trouvant initialement dans un état d'équilibre stable et que l’on 
met hors d'équilibre par une action extérieure. Il ne peut être appli- 
qué aux transformations amenant le système dans un état plus stable, 
les explosions par exemple. Le principe de Le Chatelier-Braun est 
en fait une généralisation de la loi électrodynamique bien connue 
de Lenz (1804-1865) concernant le sens des courants induits. Le prin- 
cipe de Le Chatelier-Braun s’énonce comme suit: 

Tout système se trouvant dans un état d'équilibre stable et mis hors 
d'équilibre par une action extérieure ou par une transformation pri- 
maire sera le siège d'une transformation qui évoluera dans le sens ten- 


41] STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE THERMODYNAMIQUE 457 


dant à éliminer les changements produits dans le système par l'action 
extérieure ou la transformation primaire. 

Le Chatelier et Braun ont utilisé surtout la méthode inductive 
en examinant un grand nombre de transformations qu'ils considé- 
raient comme des cas particuliers du principe général qu’ils formu- 
laient. Leur énoncé du principe fut tellement imprécis que son appli- 
cation à des cas concrets ne permettait pas d'obtenir des conclusions 
univoques. On peut lever cette indétermination et aboutir à des 
formules mathématiques exactes exprimant le principe de Le Chate- 
lier-Braun en utilisant les critères de la stabilité de l'équilibre ther- 
modynamique que nous avons formulés au paragraphe précédent. 


2. Les résultats Rd nous aboutirons dans ce qui suit sont fondés sur 
l'idée que la stabilité de "équilibre d’un système s'exprime par la condition du 
minimum où du maximum d'une fonction d'état que nous noterons f. Ces résul- 
tats sont chpAble aussi bien aux problèmes de la thermodynamique qu'aux 

roblèmes de mécanique et d’électrodynamique où la stabilité de l'équilibre est 
également liée au minimum et au maximum de certaines fonctions. Dans tous 
les cas envisageables, on peut utiliser soit la condition du minimum, soit la 
condition du maximum. En effet, si dans l’état d'équilibre la fonction f est 
maximale, on peut toujours prendre la fonction —f qui sera minimale. Convenons 
de choisir une fonction f telle qu'à l’équilibre elle soit minimale. La fonction f 
doit dépendre des paramètres intérieurs définissant l'état du système. Une partie 
de ces paramètres peut être fixée, autrement dit ces paramètres doivent être 
invariables, les autres paramètres pouvant varier par suite d'actions extérieures. 
Nous appellerons ces derniers paramètres libres et nous les noterons x, y, z,... 
La fonction f peut être, par exemple, la quantité Z définie par (48.6). Si le 
système étudié est physiquement homogène et isotrope, il n’y aura que deux 
paramètres libres, par exemple S et V. Mais si le système n'est pas homogène, 
son énergie interne U peut dépendre non seulement de S et de V, mais d’autres 
paramètres encore. Si, par exemple, le système est constitué par deux phases, 
un liquide et sa vapeur par exemple, il y aura trois paramètres libres, le troisième 
étant la masse de la vapeur ou la masse du liquide. 

3. Fixons tous les paramètres libres du système à l'exception des deux para- 
mètres x et y qui seront libres de varier. La fonction f pourra être considérée 
comme dépendant de deux variables x et y. Il est bien évident qu’à l’état d'équi- 
libre la fonction f sera minimale tout comme la fonction f (x, y, z, . . .) de tous 
les paramètres libres. Il s'ensuit qu’à l'équilibre ses dérivées partielles du pre- 
mier ordre doivent être nulles. En les notant X (x, y) et Y (x, y) nous écrirons 
pour l'état d'équilibre 


(),= L:)20 


ôf 


(5 ).= Y (x, y)=0. (51.1) 


Les quantités X et YŸ assument le rôle des forces généralisées agissant dans le 
système. En vertu de la propriété des dérivées partielles, on a la relation 


0X 0Y 
ne Ga 


quelles que soient les valeurs de x et de y. 
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4. Les relations (51.1) sont les conditions d'équilibre nécessaires. Mais même 
si elles sont remplies, l'équilibre peut aussi être instable, car elles sont vérifiées. 
également au point de maximum. La condition de stabilité est le minimum de la 
fonction f{. Par conséquent au point d'équilibre la différentielle seconde 

af 
Ôx dy 


2 2 
aj= drs+ 2 ds dy-+ Sd 


=(55) ar+2 ESKTT (SE), ae 


doit être positive, quels que soient les accroissements infiniment petits de dx 
et.dy. Pour cela au-point d'équilibre on doit avoir 


(S À >0, (51.3) 
(TS ).>0. (54.4) 


( ôX ) ( 9X ) 
6x }y\ dy }x 
nor) 
0y x ôy x 
Ces trois conditions ne sont pas indépendantes. Chacune des deux premières 


conditions découle de l’autre et de la troisième. Compte tenu de (51.2) la dernière 
de ces trois conditions peut s’écrire sous une forme plus symétrique : 


( ôX ) ( ox ] 
Ôx Jy\ 0y /x 
( 7) ( oY ) d 
ôz y 0y }x 
En divisant les deux membres de cette inégalité par la quantité essentiellement 
positive (&) et en développant ensuite le déterminant, on obtient 


0x 
ôY ‘Y Ôx ôX > 0 
Greene Let 
La force généralisée X est une fonction des paramètres x et y, i.e, il existe une 


relation fonctionnelle entre X, x et y. C’est pourquoi on peut appliquer à ces 
derniers l'identité (8.9) qui donne 


Ce) (Gr 
(+5), CPL 


Dans le premier membre figure la dérivée partielle de la grandeur Y par rapport 
à y pour X = const (plus exactement pour X = 0 puisqu'il s’agit du point 
d'équilibre). En effet, si on considère Y d’abord comme une fonction de x, y, 
puis comme une fonction de X, y, on peut écrire 


af) et (La (ar) et (Se), a 


(51.5) 
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En posant X — const, dX = 0 et en divisant les deux membres par dy on obtient 


l'identité 
ôY oY 6Ÿ 2x x 
el dy + (hr (51.6) 
Il s'ensuit que la troisième condition s'écrit 
9Y \. 
dy ' 51.7 
{ dy }eo?0 (51.7) 
On trouve de même 
( Fe ) 2 0 (51.8) 
0x y * 


5. Comparons maintenant les dérivées (51.7) et (51.8) aux dérivées (51.4} 
et (51.3). En portant la valeur de la dérivée (+) donnée par (51.5) dans: 
(51.6), on obtient “ 


Ch) Cr) 


ou d’après (51.2) 


ar 
HR EUR 
dy /x  \ y /x ( OX ) : 
| Ôx ‘}y 
Etant une quantité au carré le numérateur du deuxième terme du second membre- 


ne peut être négatif. Le dénominateur de ce même terme est essentiellement positif 
en vertu de (51.3). Par suite cette fraction ne peut être négative, ce qui implique 


l'inégalité 
CARRIER à 


Eh he Fi 


6. Utilisons les inégalités (51.3), (51.4), (51.7) et (51.8) pour établir plusieurs. 
relations servant à comparer les signes des grandeurs physiques dans un état 
d'équilibre stable. Partons de la relation de ren (51.2). La quantité X 
est fonction de x et y. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire de concrétiser les variables. 
indépendantes, car il nous suffit de savoir qu’il existe une relation fonctionnelle. 
entre X, x et y, puisqu'alors se trouve vérifiée l'identité 


(©) =-( =) (S) 

0y }x 0x }y \ 0 /x° 

Des quatre quantités X, Y, x, y, deux seulement sont des variables indépendan- 
tes. Si pendant la transformation on maintient constante la quantité X, parmi: 
les trois quantités restantes Y, x, y une seule peut varier de façon indépendante. 
Posons que Y est une variable indépendante. En appliquant la règle de dérivation 
de la fonction de fonction, nous écrirons 


Ca er) (he 


On trouve de même 
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Nous obtenons alors 


Le), Ce 


<et de façon analogue 
lle) 


Les dérivées (5) et (5) sont de même signe, car en vertu de (51.2) elles 
sont égales. Nous aVons déméntré plus haut que dans un état d'équilibre stable 
de 0x 9Y ôX 9Y : us 
les dérivées (&) ; ee ; (&) ; (5) sont essentiellement positives. 

ôx 0y }/x \ 0x 1Y' \ y /x 
En définitive on aboutit à un résultat que nous appellerons règle des signes *), 
Dans le cas d'un équilibre stable, il y a coïncidence des signes des six dérivées 


suivantes: 
(5) ee (5) GL.4) 
(Te) (+), (+). 


7. Le théorème que nous venons de démontrer est en rapport direct avec le 
principe de Le Chatelier-Braun. Supposons que l’état d'équilibre du système 
ait été rompu ot que de ce fait le paramètre x ait reçu un accroissement infiniment 
petit A,x, le paramètre y n'ayant pas varié. La force généralisée variera d’une 
quantité 

aY 
ar={ : } Are 


Mais à proximité de l'état d'équilibre, une variation de Y d'une quantité AY 
entraîne la variation du paramètre x d'une quantité 


GE ôx 0Y . 
er = 07 ja ay=( 0Ÿ lat zx 7 Fi 
; ; : À PR ôY ôx 

D'après la règle des signes, les signes des dérivées (5) t (5) ’ sont 
opposés et par suite sont opposés les signes des accroissements infiniment petits 
A,z et A,r. Ainsi la variation du paramètre x provoque des transformations qui 
s'opposent à cette variation de r. C’est ce qu’implique le principe de Le Chate- 
lier-Braun. 

Les inégalités (51.9) et (51.10), conjointement avec la condition de positivité 
des dérivées qui y figurent, peuvent être interprétées comme exprimant le 
principe de Le Chatelier-Braun. Considérons pour cela une rupture de l'équilibre 


telle que le paramètre z' prenne un accroissement infiniment petit Az, le para- 
mètre y restant constant. La force généralisée X subit alors un accroissement 


ox 
A,X= (S& }, Az. 


Cette variation de X détruit en général la condition d'équilibre Y = 0. Pour 
que cette condition soit respectée, l'accroissement de la force généralisée X 


*) Cette de se présente comme une inégalité puisque la coïncidence des 
signes de a et de b peut s'exprimer par l'inégalité a/b > 0. 
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correspondant au même Azx devrait être égal à 


0X 
ax =( ôx en 


Or d’après (51.10) cet accroissement est en valeur absolue plus petit que A,X. 
Par suite, pour assurer le rétablissement de l'équilibre, le système doit être le 
sièce de transformations s’opposant à la croissance en valeur absolue de Az. 

8. Appliquons maintenant les résultats obtenus aux problèmes de la thermo- 
dynamique. Commençons par concrétiser la forme de la fonction potentielle 
en ne considérant que des corps physiquement homogènes et isotropes. Une 
fonction potentielle convenable serait la fonction Z = U — T;S + PoV où 
Ta et P, sont la température et la pression du milieu ambiant. Cette fonction 
est minimale au point d'équilibre et contient deux paramètres libres tels que 
l'entropie S et le volume V du système. Les autres fonctions U, I, F, D,Y ne 
conviennent pas à nos besoins, car elles ne renferment pas le nombre exigé de 
pets libres. Par exemple, la condition d’équilibre exprimée au moyen 
e la fonction potentielle U ($S, V} implique le minimum de cette fonction pour 
$ et V constants. Or si S et V sont fixés, la fonction U ne dispose d'aucun para- 
mètre libre. Il en est de même des fonctions 7, F, ®. La fonction Y = U — T,S 
ne contient qu'un seul paramètre libre. On utilisera ces différentes fonctions 
lorsque le nombre de paramètres définissant l’état interne du système sera 
supérieur à deux. 

Comme « corps étudié » on peut prendre une petite partie du corps consti- 
tuant le système. La partie restante jouera alors le rôle de milieu ambiant. 

Si nous posons f — Z (S, V), les coordonnées généralisées sont zx = S, 
y = V et les forces généralisées sont 


Az. 


(5), = (5) 70 


Fe (F }=| 7 Jet Po 


X=T—Ty Y=Po—P. (51.12) 


Les conditions d'équilibre nécessaires (51.1) imposent que 7 — T5 = 0 et 
P — P;—= 0. À l'équilibre la température et la pression du corps étudié sont 
égales à la température et à la pression du milieu ambiant. 

Les inégalités (51.3), (51.4), (51.7) et (51.8) se réduisent à 


(55 ),>0 (5 )>0 


ou en vertu de (45.9) 


( 7) <0 (51.13) 
(5) n<0 (5144) 


La signification physique de ces deux dernières inégalités est évidente. 
Elles montrent que Le volume du corps diminue lorsqu'on augmente la pression 
dans des conditions adiabatiques ou isothermes. Les deux premières inégalités 
s'interprètent aussi simplement. Pour une transformation quasi statique ÔQ = 
= T d$. Par conséquent ces inégalités peuvent s'écrire 


Gr>e (),>0 


Vi -U1T54 
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ou 
Cy >0, (51.45) 
CP >1. (51.16) 
Les Inégalités (51.9) et (51.10) s’écrivent maintenant 
ôP ôP 
(re (Gr )s: PE 
ôêT ôT 
35 Je S( }v' 
ou bien | 
Cp > Cy. (51.18) 


En ce qu concerne les gaz parfaits cette dernière inégalité se trouve vérifiée 
parce qu'à l'échauffement sous pression constante le gaz se dilate et une partie 
de la chaleur reçue est utilisée pour le travail contre la pression extérieure. 
Cette explication n’est pas valable pour les corps dont le volume diminue à 
l’échauffement, comme cela se produit pour l’eau entre 0 et 4 °C. Comme l’inéga- 
lité (51.18) est vérifiée dans les deux cas, on en conclut que lors d'un échauffe- 
ment sous pression constante le travail dépensé contre les forces moléculaires 
doit être plus grand que lorsque l'échauffement a lieu à volume constant. 

9. Les inégalités (51.13) à (51.18) représentent les conditions nécessaires 
de la stabilité de l'équilibre thermodynamique. Supposons, par exemple, qu'une 
seule ou les deux conditions (51.13) et (51.14) ne sont pas vérifiées pour un corps 

hysiquement homogène et isotrope. Enfermons ce corps dans un cylindre muni 

’un piston mobile et plaçons dessus un poids afin de créer une pression extérieu- 
re constante P,. A l'équilibre cette pression sera compensée par la pression 
intérieure P: P = P,. Plaçons ce système dans un thermostat de température 
constante ou bien dans une enceinte adiabatique. Supposons que le piston s’est 
légèrement déplacé vers le haut et qu'en conséquence le volume ŸV du corps 
s'est accru d’une petite quantité. Comme par hypothèse 8P/60V = 0, la pression 
intérieure P devrait alors augmenter, ce qui ferait apparaître une différence de 
pression P — P,. L'apparition de cette différence de pression devrait provoquer 
un nouveau déplacement du piston vers le haut et donc un nouvel accroissement 
de la différence de pression P — P,. En conséquence le piston devrait remonter 
avec une accélération toujours plus grande. En raisonnant de façon analogue on 
arriverait à conclure que le déplacement du piston vers le bas forait également 
apparaître une différence de pression qui provoquerait une compression de la 
substance jusqu’à ce que la condition 6P/0V = O cesse d’être vérifiée. Il ne 
peut donc exister d'états d'équilibre ne vérifiant pas les conditions (51.13) 
et (51.14); de tels états seraient absolument instables. La situation est toute 
autre lorsque 6P/8V < 0, cas qui se présente réellement. Tout déplacement du 
piston par rapport à la position d'équilibre fera apparaître une différence de 
pression qui s'opposera au déplacement. C’est une illustration confirmant le 
praope e Le Chatelier-Braun. 

10. Voyons maintenant ce qui se postes si les chaleurs masques Cy 
et CP étaient négatives. Plaçons une substance jouissant de cette propriété dans 
une enceinte Sondubtries de chaleur entourée d’un milieu dont la température To 
est maintenue constante. L’enceinte doit être ou bien absolument rigide pour 
assurer la constance du volume du corps, ou bien parfaitement élastique et 
n’opposant aucune résistance à la dilatation ou à la compression du corps. Dans 
ce dernier cas la pression du milieu ambiant doit être constante. A l'équilibre 
la température 7 du corps doit être égale à la température 7, du milieu ambiant. 
Supposons que pour une raison quelconque la température du corps a légèrement 
baissé. Comme la chaleur s'écoule toujours spontanément du corps le plus chaud 
vers le corps le plus froid, une partie 6Q de la chaleur du milieu sera fournie au 
corps étudié. La température de ce dernier variera de 47. Comme par hypothès 
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ôQ/aT est une quantité négative, d? doit être négatif, ce qui implique que là 
température du corps devrait s’abaïsser encore plus. Un nouvel écoulement de 
chaleur du milieu au corps devrait alors se produire et la température du corps 
s'abaisserait encore. Ainsi la température du corps ne ferait que baisser indéfi- 
niment. En raisonnant de la même façon on serait amené à conclure que toute 
élévation accidentelle de la température du corps entraînerait son échauffement. 
illimité. Par conséquent si les chaleurs massiques C; et.C} étaient négatives, 
aucun équilibre thermique stable entre les corps et le milieu environnant ne 
serait possible. Par contre, lorsqu'elles sont positives, comme il en est réelle- 
ment, toute variation de la température du corps fait apparaître des écoulements 
de chaleur qui effacent les différences de température et rétablissent l'équilibre, 
C'est ce qu'implique le principe de Le Chatelier-Braun. 

11. Il nous reste à sRpeUe la règle des signes à nos considérations. Compte 
tenu de cette règle, la série des dérivées (51.11) se transforme en 


(5) (+) (5) (+) (+) (FT 
dv }s? ôV /T° 9P Jr! ôS /v° 0S JP? oT Je 
Ces quantités peuvent être positives ou négatives, mais toutes doivent être de 


même signe. Compte tenu des relations de Maxwell (45.15) à (45.18) on peut 
associer à ces six dérivées encore deux autres: 


ôP }s ôT ) v’ 
qui doivent être de même signe que les six autres. 
Remarquant que pour les transformations réversibles 8Q = T 4S, la règle 
des signes, appliquée à des corps physiquement homogènes, se laisse formuler de 


la façon suivante. 
Les huit quantités 


(he (rw (rh (4) 
ôV }s5? OT }v? ôT JP? 0P }s’ 
(&) sa +) (2) () 
OV JT? oP }T° 4P }v”° ôv }P 
sont toujours de même signe. 
Le fait que les dérivées (5) et (5) sont de même signe s'interprète de la 
P s 
façon suivante. Si le coefficient de dilatation thermique du corps est positif, sa 
température doit augmenter lors de sa compression adiabatique. Si ce coefficient 
est négatif, la température du corps doit s'abaisser lors d'une compression adiaba- 
tique. 


(51.49) 


v 
température du corps doit s'abaisser lors d’une dilatation adiabatique et augmenter 


lors d'une compression RAIapetque 
Les quantités (#) et (+) sont appelées chaleurs latentes de variation de 
T 


De même si le coefficient thermique de la pression est positif ( 


ôV ôP 
volume et de variation de pression. Ces quantités sont toujours de signes contraires. 


La signification physique des quantités ( 5) et ( æ) est évidente, mais elles 
Y OV /p ; L 

n'ont pas reçu de dénominations spéciales. Leurs signes sont toujours les mêmes. 

12. Citons encore un phénomène curieux qui avait été théoriquement pou 

par W. Thomson et expérimentalement confirmé par Joule. Joule avait observé 

qu'un cordon de caoutchouc s'échauffe si on l'allonge rapidement (donc adiaba- 


fie 
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tiquement). Thomson en avait conclu que si on échauffe ce cordon sous tension 
constante, sa longueur devait diminuer. Ce résultat fut expérimentalement 
confirmé par Joule. 

La théorie de cet effet est implicitement incluse dans les considérations 
tee développées dans ce paragraphe. Le travail élémentaire accompagnant 
a dilatation du cordon est 84 = —"% d!. La longueur 1 du cordon remplace le 
volume V et la tension t changée de signe remplace la pression. 11 s'ensuit qu’à 
la place de la fonction Z = U — T,;S + P,V on doit utiliser la fonction U — 
— ToS — vil. En vertu de la règle des signes les huit dérivées 


ôT ôt ôl ôT 
(re (rh (rh (CG): 
( iQ ) ( 5 ) —( 2) ( La ] 
at Jr? 97 /T° a 1? ôt }r 
doivent être toutes de même signe. Les expériences de Joule montrent que la 


dérivée (S) est positive. Il s'ensuit que pour le caoutchouc on doit avoir 
: s 

(F).< 0. Or cela signifie que si la tension t est maintenue constante, la 

longueur { du cordon en caoutchouc doit diminuer à l’échauffement. La plupart 

des corps se dilatent généralement à l’échauffement. Ils doivent donc se refroidir 

lors d’une extension adiabatique. 

Notons que Lébédev (1866-1912) avait établi par l’expérience que le coeffi- 
cient de dilatation volumétrique du caoutchouc tendu est positif. 11 s’ensuit que 
les dimensions transversales d’un cordon de caoutchouc sous tension doivent 
augmenter lorsqu'on l’échauffe. Le caoutchouc sous tension se comporte donc 
comme un corps anisotrope. Son coefficient de dilatation linéaire suivant la 
direction d'application de la tension est négatif, et il est positif suivant une 
direction perpendiculaire. 


CHAPITRE IV 


LA CONDUCTIBILITÉ THERMIQUE 


$ 52. L’équation de la chaleur 


1. Dans ce chapitre nous donnerons certains éléments de la 
théorie mathématique de la chaleur dont les fondements avaient été 
établis par le mathématicien français Fourier (1768-1830) au début 
du XIXe siècle. Il est tout naturel que Fourier se soit appuyé sur la 
théorie du phlogistique qui à l’époque s’évertuait à expliquer tous 
les phénomènes thermiques. Nous savons que cette théorie est erro- 
née, mais nous avons vu (cf. $ 16) que si le volume du système ou la 
pression sont maintenus constants, les phénomènes évoluent comme 
si la chaleur était une substance pouvant se déplacer dans l’espace 
mais ne pouvant être ni créée ni détruite. Si le volume du système 
est constant, on doit identifier la quantité de chaleur à l'énergie 
interne du système et si c’est la pression qui est constante, on l’iden- 
tifie à l’enthalpie. Dans les deux cas les fondements mathématiques 
de la théorie de Fourier sont corrects, bien que les conceptions physi- 
ques sur lesquelles s’appuyait Fourier n'aient rien de commun avec 
les conceptions physiques modernes. 

Dans ce qui suit nous supposerons que les transferts de chaleur 
sont assurés exclusivement par des échanges de chaleur satisfaisant 
à certaines conditions. {. Absence de courants de convection ; dans les 
corps solides cette condition est toujours satisfaite ; dans les liquides 
et les gaz on doit veiller à les éliminer, par exemple en les chauffant 
par le haut. 2. Les pertes de chaleur par rayonnement doivent être 
négligeables. 3. Le volume du système doit rester constant afin que 
pendant les échanges de chaleur il ne se produise aucun déplacement 
de matière. On ne considérera que des problèmes unidimensionnels 
où la température du corps ne dépend que du temps et d’une seule 
coordonnée spatiale. 

2. Dans la théorie mathématique de la chaleur la propagation de 
la chaleur est assimilée à un écoulement de fluide. On appelle densité 
de flux thermique le vecteur j dont la direction et le sens coïncident avec 
la direction et le sens de la propagation de chaleur et dont le module 
est égal à la quantité de chaleur traversant par seconde une aire de un 
centimètre carré, perpendiculaire à la direction du flux thermique. 
Nous allons établir l'équation différentielle de la propagation unidi- 
mensionnelle de la chaleur correspondant à la définition du vecteur j. 
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Soit un milieu illimité où la chaleur se propage dans une direc- 
tion parallèle à l’axe X. Dans le cas général les propriétés du milieu 
peuvent être variables le long de cette même direction. De plus 
elles peuvent varier au cours du temps. Par suite il convient de con- 
sidérer la densité de flux thermique j comme une fonction de la coor- 
donnée x et du temps t: j — j (x, t). Délimitons en pensée dans le 
milieu un prisme ou un cylindre infiniment long dont les génératrices 


A B 
J(x) J(X+ da) 
PA Z+dx 
Fig. 40 


sont parallèles à l'axe X et considérons un élément infiniment petit 
AB de ce cylindre, de longueur dx (fig. 40). Notons S l'aire de la 
section droite du cylindre. La quantité de chaleur qui entre par la 
base À de coordonnée x dans le cylindre AB au cours du temps df 
est égale à j (x) S df. La quantité de chaleur qui sort dans le même 
temps par la base B du cylindre est égale à j (x + dx) S dt. En 
supposant qu'aucune quantité de chaleur ne peut entrer par la paroi 
latérale du cylindre, la quantité de chaleur totale pénétrant dans 
l'élément AB du cylindre au cours du temps df est 


(tj (+ dr) S dt= —ŸLS dr dt. 


Cette même quantité de chaleur se laisse représenter par dM-c, dT, 
où dM = pS dx est la masse du cylindre AB, c, est la chaleur massi- 
que et dT l'élévation de température. En égalisant ces deux expres- 
sions, on obtient après simplification 


poor = 11 (52.1) 


3. Etablissons une relation entre la densité de flux de chaleur 
et la température 7 du milieu. L'expérience montre qu'un flux ther- 
mique ne se propage que si la température du milieu varie d’un point 
à l’autre. La chaleur se propage toujours dans le sens des températu- 
res décroissantes. Le cas le plus simple est celui d’une plaque homo- 
gène et infiniment longue d'épaisseur L. Si d’un côté de la plaque la 
température est T, et de l’autre la température est T,, avec T, > 
> Ta, l'expérience montre que le flux thermique est proportionnel à la 
différence de température T,; — T, et inversement proportionnel à 
l'épaisseur L de la plaque. Ce résultat s'exprime par l'équation 


ju, (52.2) 
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où %x est une constante positive dont la valeur ne dépend que de la 
nature du matériau de la plaque et de son état physique. Cette cons- 
tante s'appelle coefficient de conductibilité thermique. 

Supposons la plaque infiniment mince. Si l’axe X est dirigé 
dans le sens des températures décroissantes, on a L = dx, T, = 
= T(x), Ts = T (x + dr), 


Ta—Ts _ T(c+dr)—T @) _ ÔT 
0 dx ôx 


et la formule (52.1) peut s’écrire 
j==x 27 (52.3) 


ôx ° 
Cette expression restera correcte si l’axe X est dirigé dans le sens 
des températures croissantes puisqu'alors {= —dx, T, = T (x + dx), 
T; = T (x). Elle est également vérifiée dans le cas général d’un 
milieu non homogène à répartition arbitraire de la température, que 
ce soit en milieu stratifié ou en milieu dont les propriétés et la tem- 
pérature sont des fonctions des trois coordonnées spatiales x, y, z. 
11 suffit alors d'orienter au point considéré de l'espace l'axe X 
dans le sens de la variation maximale de température (croissante ou 
décroissante) et de considérer une couche infiniment mince normale 
à l'axe À. On admettra que cette couche est homogène et on lui ap- 
pliquera la formule (52.3). Dans ce dernier cas le coefficient de con- 
ductibilité thermique «sera fonction des trois coordonnées spatiales 
x, y, z. Dans le problème unidimensionnel en question il ne dépend 
que de la seule coordonnée x: x — %# (x). 

En portant (52.3) dans (52.1) on obtient 


êT Ô ôT 
po, = (x). (52.4) 


C’est l'équation de la chaleur. Dans le cas particulier d’un milieu 
homogène dont le coefficient x ne dépend pas de la température, 
cette dernière équation s'écrira 


oT 6?T 
Poor KT (52.5) 
ou 
ôT 9aT 
avec 
* 
km (52.7) 


Le milieu peut contenir des sources de chaleur. De la chaleur peut 
être produite, par exemple, par passage d’un courant électrique ou 
par désintégration radioactive. Dans ce qui précède nous n'avons 
pas envisagé l'existence de ces sources de chaleur. Pour en tenir 
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compte introduisons la grandeur g égale à la quantité de chaleur 
fournie par la source par seconde à l’unité de volume du milieu. 
A la place de (52.1) on doit écrire alors 

pe, = —#L +9. (52.8) 
Les autres équations doivent être modifiées en conséquence. 

4. Dans le cas général où les propriétés et la température du 
milieu dépendent des trois coordonnées spatiales x, y, z, l'équation 
de la chaleur exprimant le 
bilan de la chaleur répartie 
dans le corpsest dela forme 


ÔT _ fôi 
mn (t 
ôjy djz 
TA 2) +g. 
(52.9) 


La résolution analytique de 
cette équation n'est possi- 
ble que dans les cas les plus 
simples dont les plus im- 
portants sont ceux où le 
Fig. 41 milieu et la répartition de 
température dans celui-ci 
présentent une symétrie sphérique ou cylindrique. Nous nous limite- 
rons à considérer ces deux eas seulement. Il estcommode d'utiliser 
dans ces cas des systèmes de coordonnées sphériques ou cylindriques. 
Commençons par le cas d'une symétrie sphérique. Le vecteur de 
la densité de flux thermique j est dirigé suivant le rayon et sa gran- 
deur dépend du temps t et de la distance r. Décrivons autour du 
centre de symétrie deux sphères concentriques de rayon r et r + dr 
(fig. 41). La quantité de chaleur qui entre dans l’espace compris 
entre ces sphères à travers la surface intérieure durant le temps dt 
est égale à j (r)-4nr° dt. La quantité de chaleur qui en sort au cours 
du même temps à travers la surface extérieure est j (7 + dr) x 
x&n (r + dr)? dt. Pour mieux montrer qu'il s’agit de la même fonc- 
tion jr? mais correspondant à deux valeurs de la variable r et r + dr, 
on écrira les expressions ci-dessus sous la forme 4n (jr?), df et 
An (jr?)s4+4r dt. Leur différence égale à 


An (Gr?) — (frE)rear] dt = — An = (r2j) dr dt 


représente la*quantité de chaleur qui s'écoule du milieu ambiant 
au cours du temps d£ dans la couche sphérique considérée. S'il y a 
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des sources de chaleur on devra ajouter la quantité de chaleur 
4n gr? dr dt 
fournie par les sources. La variation de la quantité de chaleur conte- 


nue dans la couche peut être représentée sous la forme p-4nr? dr-c,aT. 
L’équation du bilan de chaleur : dd par conséquent 


ôT 
À la place de (52.3) on écrira j — —% _ , de sorte que 
ôT 1 à 
Poor = 7 7 (9° Le Bee 


Dans le cas d’une symétrie cylindrique des considérations analo- 
gues conduisent aux équations Need 


oT 

Poor = _— Le (ri) <q, (52.12) 
oT 1 à ôT' 

Po = ge (ur ges )+, (52.13) 


où r désigne la distance jusqu’à l'axe de symétrie. 
| 5. On doit adjoindre à l'équation de la chaleur une relation 
générale qui doit être vérifiée à la frontière de séparation de deux 


n 
2 


Fig. 42 
milieux arbitraires. Cette condition aux limites consiste à imposer 
que de part et d’autre de la frontière les composantes normales du 
vecteur j sont égales. Notons AB la frontière entre les deux milieux 
et »# le vecteur unitaire de la normale à cette frontière orientée 
dans le sens allant du milieu 4 au milieu 2 (fig. 42). Découpons en 
pass un cylindre infiniment petit dont les génératrices sont norma- 

s à la frontière et dont les bases se trouvent de part et d'autre de 
celle-ci. La hauteur k de ce cylindre doit être un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport aux dimensions linéaires des bases 
afin de pouvoir négliger le flux thermique à travers la surface latérale 
du cylindre. En notant $ l’aire de la base, la quantité de chaleur qui 
entre par seconde dans le cylindre sera égale à 


LS qe — j?] S. 


Or cette quantité, tout comme la quantité de chaleur contenue dans 
le cylindre, doit être proportionnelle à son volume Skh, i.e. pour 
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h — 0 elle doit s’annuler. Ainsi, à la limite lorsque les deux bases 
du cylindre se confondent sur la frontière 4B, on doit avoir 


fin (52.14) 


“Cela signifie que sur toute surface de séparation de deux milieux la 
composante normale du vecteur flux thermique est continue. Cette 
démonstration implique que sur la surface de séparation il n’y a pas 
-de sources de chaleur dont la densité superficielle serait finie. S’il 
‘en existe la composante normale du vecteur j peut présenter une 
-discontinuité. 


$ 53. Problèmes stationnaires simples sur 
la conductibilité thermique 


Tous les problèmes de conductibilité thermique peuvent être 
classés en problèmes sfafionnaires et en problèmes non stationnaires. 
Les problèmes stationnaires correspondent au cas où la température T 
ne dépend plus du temps et n’est fonction que des coordonnées spa- 
tiales. On a donc 07/6t — 0. Dans les problèmes unidimensionnels la 
température ne dépend que d’une seule coordonnée spatiale et il 
m'est donc pas utile de conserver la notation des dérivées partielles. 
Etudions quelques problèmes simples stationnaires et unidimen- 
sionnels. 

4. Distribution stationnaire de la température dans une plaque 
dnfinie à faces parallèles. Soit une plaque infinie d'épaisseur Z dont les 
faces sont maintenues à des températures constantes J',et T,. Trouver 
da distribution de la température 7 dans cette plaque. Orientons l’axe 
X suivant une direction perpendiculaire aux faces de la plaque et 
plaçons l’origine des coordonnées sur la face 1. Puisque le coeffi- 
Cient de conductibilité thermique x peut être fonction de la coor- 
donnée x, l'équation (52.4) s'écrira 


d ar 
11 s'ensuit que x dT/dx — const, ce qui d’après (52.3) donne j = 
— const. La constance de la densité du flux thermique sera vérifiée, 
que la plaque soit homogène ou non. Supposons la plaque homogène. 
Le coefficient x est alors constant et par suite d7/dx = const. En 
notant À la constante on obtient après intégration 


T = Az +B, 


où B est la deuxième constante d’intégration. La température varie 
linéairement avec x suivant l'épaisseur de la plaque. Les valeurs des 
<onstantes À et B sont absolument indépendantes de x et sont déter- 
minées par Jes conditions aux limites. Pour z = 0 on doit avoir 
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T = Tiet pour x = !, T = T,. On a donc le système d'équations 
Ti =8B, T; — Al + B. 


On en tire les constantes À et B, et de là la distribution de la tempé- 
rature à l’intérieur de la plaque: 


Then, (53.1) 


2. Distribution stationnaire de la température entre deux sphères 
concentriques. Notons r, le rayon de la sphère intérieure et r, le 
rayon de la sphère extérieure. L'espace entre les sphères est rempli 
d'un milieu dont le coefficient de conductibilité thermique peut 
dépendre de r. Il résulte de (52.11) qu'en l'absence de sources de 
chaleur dans le milieu la distribution de la température est donnée 


par l'équation 

à aT 

ra ar a) 0. 
On en tire xr? dT/dr — const. Ainsi la densité de flux thermique 
Ï = —x dT/dr varie en raison inverse du carré de la distance r. C'est 
un résultat correct puisque le flux thermique à travers une sphère 
de rayon r est égal à 4nr°j et ce flux doit être le même pour toutes 
les sphères concentriques. Supposons maintenant que le milieu com- 
pris entre Les sphères est homogène. Le coefficient *x est alors constant 
et par suite r? dT/dr — const. En notant —A la constante, nous 
avons dT/dr — —A/r? et après intégration 


A 
T=—+8. 


On détermine les constantes d'intégration À et B à partir des valeurs 
de la température T aux frontières de la couche sphérique, ce qui 
conduit au système d'équations 


À 
Ti=$+E, Ta= +8. 


Ou eu déduit les valeurs de À et B et de là la distribution de tempé- 

rature entre les sphères: 
reTe—riTi Tara (T1 Ts) 1 

T = Sen en re . (53.2) 

3. Distribution stationnaire de la température entre deux cylin- 

dres concentriques infiniment longs. Notons r, le rayon du cylindre 

intérieur et r, le rayon du cylindre extérieur. Les températures T, 

et 7’, des cylindres sont maintenues constantes. On détermine la 

distribution stationnaire de la température dans l’espace compris 

entre les deux cylindres de la même façon que précédemment. Si 

le milieu remplissant l’espace entre les cylindres est homogène, on 
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obtient 
TT Inrs—To In Auf To—Ti In r. (53.3) 


r 
]n SE? In — 
r1 T1 


PROBLÈMES 


1. Une sphère d'uranium de rayon À = 10 cm placée dans un bac d’eaw 
est irradiée par un flux uniforme de neutrons. Par suite de la fission des noyaux 
d'uranium, il se produit dans la sphère une libération d'énergie g = 100 W/cem$. 
La température de l’eau T = 31 K, la conductibilité thermique de l'uranium 

— 400 W/(m-K:s). Déterminer la distribution stationnaire de la température 
dans la sphère ainsi que la température en son centre. 

Solution. En régime permanent 67/01 = 0. Après une première 
intégration de l'équation (52.11) (q — const) on obtient 

àT q C 
dr 7 3x UE r2 * 


La constante d'intégration € doit être égale à zéro, sinon au centre de la sphère 
la dérivée dT/dr serait infinie. En intégrant encore une fois on obtient avec la 
condition aux limites T = T;, pour r = R 


T=Tot pe (R?—r). 


La température au centre de la sphère est égale à 
_ JR _ 0 
Te=To+- —190 K. 

2. Un fil cylindrique homogène non isolé est parcouru par un courant électri- 
ue continu. Calculer la distribution stationnaire de la température à l'intérieur 
u fil sachant que sa surface est maintenue à la température constante Ty. 

=7 le 

Réponse. T=T +, | 
ep la résistivité électrique du fil, R le rayon du fil et r la distance jusqu'à son 
axe. Toutes les grandeurs sont exprimées dans le système d'unités C.G.S. 


(R? — r?), où J est l'intensité de courant, 


$ 54. Problèmes non stationnaires. 
Théorème d’unicité 


4. Supposons que le milieu dans lequel se propage la chaleur est 
homogène, autrement dit que ses paramètres %x, p, c, ne dépendent 
pas des coordonnées. Nous admettons aussi que ces paramètres ne 
dépendent ni du temps ni de la température du milieu, ce qui revient 
à dire qu'ils sont constants. Lorsque la température T dépend du 
temps et d’une seule coordonnée spatiale x et que le milieu comporte 
des sources de chaleur, l’équation de la chaleur est de la forme 
(52.8) et s'écrit, compte tenu de (52.3) 

2 
pe, = mg (a, t). (54.1) 
On suppose que la « densité de puissance » g des sources de chaleur 
est une fonction connue de la coordonnée et du temps. Néanmoins la 
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solution de (54.1) ne devient pas univoque tant qu’on n’a pas établi 
les conditions initiales et les conditions aux limites. Ces conditions sont 
les suivantes. 

La condition initiale indique la distribution de la température 


2 


dans le milieu à un instant donné que l'on prend pour origine du 
temps. On l'exprime par 
Tizo = f (x), (54.2) 


où f (x) est une fonction connue de la coordonnée x. Les conditions 
aux limites indiquent la température à la frontière du milieu à tout 
instant. Dans le cas unidimensionnel le milieu se présente sous forme 
d’une plaque à faces parallèles x = 0 et x = 1. Les conditions aux 
limites s'expriment alors par 

Tx=0 — Pi (t), 

Taut = Po (), (54.3) 


® (t) et 2 (t) étant des fonctions connues du temps. 

. L'unicité de la solution du problème aux limites formulé 
tient à ce que le coefficient x est une quantité essentiellement positive. 
Pour démontrer que le problème ne peut avoir qu’une seule solution, 
nous allons supposer que l'équation (54.1) peut avoir deux solu- 
tions: T; (x, t) et T, (x, t) vérifiant la condition initiale (54.2) 
et les conditions aux limites (54.3). On a alors 
ÔT, aT, 


oT ê?T 
a XL Op GX aa +alpe. 


En soustrayant membre à membre et en introduisant la notation 
6 — T;, — T, nous obtenons 

68 EL] 
ce qui signifie que la fonction © (x, t) vérifie l'équation de la chaleur 
en l'absence de sources de chaleur. Elle doit évidemment vérifier 
les conditions initiales et aux limites suivantes: 


6,0 —0 pour tous les x, (54.5) 
Cao = 0, . our tous les ti. (54.6) 
6,=0 f ° | 


Considérons l'intégrale I (t) — [ ©? dr. Il est bien évident 


qu’elle ne peut être négative, et compte tenu de (54.5) on doit avoir 
I (0) — 0. Calculons la dérivée de l'intégrale JZ (t) par rapport au 
temps: 
0 
di 
=2 | 6 À dr= 24 | 0 F7 dr. 
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Une intégration par parties donne 


1 
2 | (SE) ar. 


Le premier terme du second membre doit être nul en vertu des condi- 
tions aux limites (54.6). Le second terme est négatif ou égal à zéro 


puisque 4>> 0. Ainsi E < 0. Avec le temps l'intégrale 7 devrait 


donc ou diminuer ou rester constante. Elle ne peut diminuer puis- 
qu'on doit avoir 7 (0) = 0 et Z (t) > 0. Il ne subsiste donc qu’une 
seule solution dZ/dt — 0, i.e. I (t) = const = JZ (0) = 0. Or cela 
n’est possible que si ® (x, t}= 0, donc si T\ (x, t)= T, (x, t). 
Nous avons démontré ainsi l’unicité de la solution. 

Le même raisonnement permet de démontrer que le théorème de 
l'unicité de la solution reste valable pour les problèmes présentant 
une symétrie sphérique ou cylindrique, ainsi qu'aux problèmes 
concernant des corps de forme arbitraire lorsque T dépend des trois 
coordonnées spatiales. Le procédé de démonstration reste le même, 
à la différence près qu'au lieu d'utiliser des intégrales simples on 
devra utiliser des intégrales de volume ou de surface. Nous nous 
abstiendrons de faire ici cette démonstration. 

Si on arrive à trouver par un procédé quelconque la solution de 
l'équation de la chaleur vérifiant les conditions initiales et aux 
limites imposées, la mise en œuvre du théorème de l’unicité permet 
d'affirmer que cette solution est la solution cherchée. Nous donnerons 
au & 56 des exemples d’application de cette méthode. 


di °8 
nm = 203 


3. 11 existe des problèmes dont l'unicité de solution tient à d’autres causes. 
Considérons l'exemple suivant. 

Deux corps 1 et 2 calorifugés ayant des températures différentes sont réunis 
par une tige uniforme conductrice de chaleur dont la surface latérale est égale- 
ment calorifugée. Les températures initiales des corps sont respectivement Te 
et T29. Calculer la loi de variation des températures de ces corps avec le temps. 

Cet énoncé présente un caractère indéterminé. Pour lever les indétermina- 
tions, nous allons supposer tout d’abord que les conductibilités thermiques des 
deux corps sont très grandes (mathématiquement infiniment grandes). Dans ce 
cas l'égalisation de température entre les différentes parties du corps s’effectueræ 
instantanément. On peut donc poser qu’à tout instant # les corps 1 et 2 possèdent 
des températures T7. (t) et T; (&) bien déterminées. Cela ne suflit pas pour rendre 
le problème bien déterminé car on ne connaît pas encore le comportement de la 
tige. Le flux de chaleur à travers la section droite de la tige dépend de la distri- 
bution initiale de la température qui s’y établit. Si la température initiale de la 
tige était égale à T9, à l'instant initial le flux de chaleur serait nul à travers 
la frontière de séparation d’avec le corps 1 et serait maximal à travers la surface 
de contact avec le corps 2. Si la pop de la tige était intermédiaire entre 
To €t Too le flux de chaleur initial serait variable tout le long de la tige. Si: 
nous supposons que la capacité calorifique de la tige est négligeable par rapport 
aux capacités calorifiques C, et C, des deux corps, on peut affirmer qu’au bout 
d’un certain temps il s’établira dans la tige une chute de température uniforme 
telle que le flux de chaleur sera constant le long de la tige. Pendant ce même 
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intervalle de temps les températures .des corps 1 et 2 ne varieront pratiquement 
pas du fait de leurs grandes capacités calorifiques. On peut donc ne pas tenir 
compte du processus d'établissement du flux de chaleur dans la tige et admottre- 
que dès le début il ést le même dans toutes les sections de la tige. Dans ces. 
conditions le problème est mathématiquement déterminé en ce sens que ses. 
données sont univoques. Posons pour fixer les idées que 7, > T;. Le flux de- 
cpu s'écoulant à travers la tige dans le sens allant du corps À au corps 2 est: 
ga. 


Tj—T 
xS + 2, 


S$ étant l'aire de la section droite de la tige et Z sa longueur. Ce‘flux est numéri-- 
quement égal au taux de diminution —dQ\/dt de la chaleur dans le corps 1 ou: 
au taux d'accroissement <4Q./dt de la chaleur dans le corps 2. Si on admet 
que les capacités calorifiques €: et C, sont constantes, on peut poser Q, = Ci72. 
et Os — CT Nous obtenons ainsi les équations 


aT Ti—T 
ape TE, 


dTe Ti—Ts 
Ce dt =yxS 7 " 


En additionnant ces équations membre à membre, on obtient 


dTa 
dt 
ou après intégration C:T; + C,T2 = const. Cette dernière équation exprime la 


conservation de la quantité totale de chaleur contenue dans les corps 1 et à. 
A l'instant initial Ti Tiy To = Too, donc 


CT Cola = CaTi0 + CeTa0e (54.8)- 


Pour pouvoir trouver les valeurs des inconnues 7; et T, il nous faut une seconde 
équation. Résolvons (54.7) par rapport aux dérivées d7,/dt et dT,/dt et faisons- 
la différence des deux équations. Nous obtenons 


=0, 


T 
Ci TE +Cs 


d(Ti=T Tr 

LOT = Lin, (54.9) 
avec | 

1_xS 1, 1 

= (ete). 9 


La constante + a la dimension du temps. L'intégration de (54.9) donne 
t 
T;—Tomde 


La différence de température 7, — 7, diminue avec le temps suivant une loi 
exponentielle. Au cours du temps v elle décroît de e fois. Par suite x caractérise 
le temps d'établissement de l'équilibre thermique entre les corps 4 et 2 et s'ap- 
pelle temps de relaxation ou durée d'égalisation des températures des corps considé- 
rés. La constante d'intégration À se détermine à partir des conditions initiales: 
Ti = Tao Ta = Too pour t = 0, ce qui permet d'écrire 


[+ 


Tia (Tio—Tide (5441y 
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ÆEn résolvant le système des équations (54.8) et (54.11) on trouve 


t 
CiT 0 + CoT C Ar 
r,=@Tiot CrTao 2 Tr 
1 CT Cr Pare (Tio—Troe  » an 
t (A 
__ C1Ti0 + CoT 20 Ci TT 


BE Gta Ge is Tale 


Pour £ > + les termes exponentiels dans ces expressions sont négligeables et les 
formules (54.12) se transforment en expression connue déterminant la « tempé- 
gature du mélange ». 


PROBLÈMES 


1. Calculer l’épaisseur de la couche de glace qui se forme au bout d’un 
temps donné à une surface calme d’un lac. Poser que la température 7 de l’air 
ambiant est constante pendant tout ce temps et égale à la température de la 
surface extérieure de la couche de glace (T << T#, où T# est la température de 
£usion de la glace). 

Solution. Notons x l'épaisseur de la couche de glace qui s'est formée 
au bout du temps t. Si la congélation n’est pas trop rapide, comme c’est le cas 
dans les conditions naturelles, il s'établira dans la couche de glace une baisse 
de température linéaire de Tf à T. La chaleur cédée dans le temps dt au milicu 
xtérieur par l'unité de surface de la glace est : 


F4 Tr=T dt. 
z 
Cette quantité de chaleur peut s'exprimer par gp dr, où dx est l'épaisseur de la 
couche de glace qui se forme dans le temps dé, p la densité de la glace et q 
ga chaleur massique de fusion. On obtient ainsi 


# HT di=qp dr. 


Multiplions par x et intégrons, 
#(Tt—T) tr gpz?-}+ À. 


Prenons pour origine de temps l'instant où la glace commence à se former à la 
surface de l’eau. On a alors x = 0 pour t = 0 et par suite À = 0. On obtient 


finalement 
LED 
z 4 Su (54.13) 


Pour la glace x — 2,22.105 erg/(s-cm.K), q = 3,35.109 erg/g, p = 0,9 g/cms. 
En posant que la température de l'air est égale à —10 °C, on trouve que 1 épais- 
seur de la couche de glace qui se forme par jour (t — 86 400 s) est x & 11,3 cm. 

2. On immerge un bloc sphérique de glace (rayon initial de Ja sphère R, — 
= À cm) dans une grande masse d’eau à 10 °C. En supposant que dans l'eau la 
chaleur n’est transmise que par conduction, calculer le temps + au bout duquel tou- 
te la glace aura fondu. Conductibilité thermique de l’eau x = 6103 W/(cm.K), 
chaleur massique de fusion de la glace q = 330 J/g. 

Solution. Si la fusion de la glace n’est pas très rapide, la distribution 
instantanée de la température dans l’eau ambiante sera la même que dans un 
état stationnaire correspondant aux mêmes températures limites. Selon (53.2) 
cette distribution de température est de la forme 


R 
T= To + (To— To), 
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où R est le rayon instantané du bloc de glace, To et To sont les températures 
constantes de l’eau à la surface de la sphôre et à l'infini (selon les données du 
problème T« — Ty = 10 K). La quantité de chaleur que fournit l’eau à la sphè- 
re dans le temps dt est 


Enr Sat = 4m R (Too — To) dte, 


Comme cette chaleur est utilisée pour faire fondre la glace, on peut la représenter 
par l'expression 
—q dm = —4nR'pg1 q dR. 


En égalant ces deux expressions on obtient 
En intégrant on trouve le temps de fusion du bloc 


= RUES 2 2480 5 & 40 
T mn Ta — Te) S & mn. 


$ 55. Principe de superposition des températures. 
Les ondes de température 


1. L’équation de la chaleur (52.6) est linéaire et homogène. 11 en résulte une 
propriété importante de ses solutions que l’on appelle principe de superposition 
des perturbations de température. Soient T; (r, £) et T, (x, t) deux solutions 


de l'équation (52.6), i.e, 
OT, _. OT, éTa OT, 
ôt dx? ? ôt ôx? * 


2 


En les additionnant membre à membre on obtient 


O(Ti+TD _, (Ti Ta) 
ot ôzx3 " 


Il en résulte que la somme T = T, + T, est également solution de l'équation 
(52.6). D'une manière générale la somme d'un nombre quelconque de solutions de 
l'équation de la chaleur est solution de cette même équation. Ce théorème mathé- 
matique exprime un résultat physique. Soient Tir, t), To(x, t), . .. des 
distributions possibles de la température dans un milieu. Leur somme T = 
= Tic t) + Tax, t) +... représente une autre distribution possible de la 
température dans ce milieu. C'est cette proposition qui constitue le principe de 
superposition des perturbations de température. 

our mettre ce principe correctement en œuvre il importe de noter que les 
propriétés des milieux réels (notamment le coefficient x) varient avec la tempé- 
rature. Coramme nous n’en avons pas tenu compte dans ce qui précède, il peut 
arriver que la température T = T, + T, +... soit tellement élevée que le 
corps solide fonde ou se vaporise. Cette solution perd alors toute signification. 
On en conclut que l'équation de la chaleur ne conserve que de façon approchée 
ses propriétés d'être linéaire et homogène dans un intervalle de température où 
le coefficient y peut être posé indépendant de la température. L'étendue de cet 
intervalle de température dépend aussi bien de la nature du milieu que de la 
précision du calcul que l’on veut faire. Le principe de superposition n’est valable 
que si toutes les températures T;, T2, . . . ainsi que leur somme entrent dans 
l'intervalle considéré. En dehors de cet intervalle de température le principe de 
superposition n’est plus vérifié. Le principal intérêt de ce principe réside en ce 
qu il permet de trouver de nouvelles solutions à partir de solutions connues de 
l'équation de la chaleur. 


12—-01733 
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2. Il est bien évident que le théorème inverse n’est pas valable. La somme 
T = T, + T, peut être solution de l'équation Fee mais ni 7, ni 7, ne peu- 
vent être des solutions de cette équation. Tout formellement on peut introduire 
des solutions mathématiques complexes. Soit T une fonction complexe vérifiant 
l'équation (52.6). Décomposons-la en une partie réelle et une partie imaginaire : 
T= Ti + is, Fiet Ta étant des quantités réelles. En portant cette expression. 
dans (52.6) et en séparant les parties réelle et imaginaire on obtient 


(Te -— Ti )+: (x ?Ta }=0 


ôt ôx? êt ôx? 


Or un nombre complexe est égal à zéro si et seulement si les parties réelle et 
imaginaire sont chacune égales à zéro: 


Il s'ensuit que si la fonction complexe T — T; + iT, est solution de l'équation 
(52.6), les fonctions réelles T, et 7, sont aussi des solutions de cette équation. 
Cette assertion est correcte parce que les variables x et ?, ainsi que le coefficient 
x sont des quantités réelles. Elle reste en vigueur pour toutes les équations diffé- 
rentielles linéaires et homogènes à coefficients réels et constitue un procédé 
commode pour trouver les solutions réelles de ces équations. Pour illustrer ces 
considérations nous prendrons pour exemple les ondes de température dont l'étude 
par les fonctions réelles aurait un aspect factice et serait fort compliquée. 

8. Si en un point du milieu la température varie périodiquement en fonction 
du temps, la température en tous les autres points du milieu devra varier pé- 
riodiquement. Prenons le cas particulièrement simple où le milieu est homogène 
et infini par rapport au plan z — 0. L’axe X est orienté vers l’intérieur du milieu 
normalement au plan qui le délimite. Supposons qu’à la surface la température 
varie en fonction du temps suivant une loi sinusoïdale ou cosinusoïdale et oscille 
autour d'une valeur moyenne. La température moyenne sera posée égale à zéro 
si on convient de la choisir comme origine des températures. C'est ce que nous 
ferons. Pour faciliter la recherche des solutions périodiques de l'équation de la 
chaleur, il est commode de remplacer le sinus ou le cosinus par une fonction 
exponentielle complexe, pour revenir ensuite aux quantités réelles à l’aide de la 
formule d'Euler (1707-1783): 


dE = cos a + i sin a. (55.1) 
Soit la fonction exponentielle complexe 
T= Toeitei-hs) (55.2) 


où 7°, ow et k sont des constantes. Déterminons pour quelles valeurs des constan- 
ee la fonction (55.2) sera solution de l'équation de la chaleur. En dérivant on 
obtient 


ÔT _ HO Rx) _ 
1 =ioTyse —= ioT, 
3 
= — AT eo RE) par, 
En portant ces expressions dans (52.6) on obtient après simplification 


io = —y#?. (55.3) 


Si. cette condition est remplie, la fonction (55.2) est solution de (52.6) quelle 
que soit la valeur de la constante 7,. Nous poserons que la constante w est réelle 
et positive. La constante # sera alors une quantité complexe pouvant prendre 
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y + V & uv. (55.4) 


L'expression (55.2) s’écrira maintenant 
© ri 
F xt (ue Dm x) 
T=Toe Va e Va | (55.5) 


11 y a ici deux et non pas quatre solutions puisque les signes supérieurs doivent 
se combiner entre eux et les signes inférieurs entre eux. De ces deux solutions 
on doit en rejeter une pour des considérations physiques. Les oscillations de 
température engendrées à la surface sont transmises à l’intérieur du milieu. 
1] est bien évident que ces oscillations doivent s’atténuer et non pas se renforcer 
lorsqu'elles pénètrent plus avant dans le milieu. Or au signe plus de la formule 


deux valeurs 


+ Oo + 

(55.5) correspond le facteur exponentiellement croissant e V 3x qui tend vers 
l'infini lorsque x — oo. Le signe plus ne satisfait denc pas à l’énoncé du problè- 
we, et on ne retiendra dans la formule (55.5) que le signe moïns. Il faut retrouver 
maintenant la forme réelle de la solution afin d’y déceler une signification phy- 
sique. Nous avons indiqué plus haut que toute solution cemplexe équivaut à 
deux solutions réelles. En utilisant la formule d’Euler, la solution complexe 
(55.5) fournit deux solutions réelles 


"© 
_ — Xm El 
Tæ=T,= To Æ "cos (ot F :) , (55.6) 


© nn 
T= Ti=Tie VE on (us). 18,7) 


On pourrait s'assurer par substitution directe que ces expressions sont des 
solutions de l'équation (52.6). Il aurait été alors superflu de passer par une solu- 
tion complexe intermédiaire (55.5), mais ce dernier procédé est trop complexe 
et itlogique. 

4. Examinons maintenant la signification physique des solutions obtenues. 
Le sinus et le cosinus étant itéélangenties par déplacement de l'origine du 
temps, il suffit donc d'étudier une seule solution, (55.6) par exemple. 

Si on fixe la valeur de x on voit qu’en tout point de Fe la température 


T effectue dans le temps des oscillations harmoniques de même période t = # 


La phase de ces oscillations varie d’un point de l’espace à un autre. La surface 
équiphase 


ot 4 % æ= const (55.3) 


est un plan parallèle à la surface du milieu qui se déplace le Tong de l'axe” X 
avec une vitesse v bien déterminée. C’est pour cette raison que les perturbations 
décrites par la solution (55.6) sont appelées ondes de température et la constante 
vest appelée vitesse de phase ou vitesse de l'onde. Pour trouver la vitesse v ilsuffit 
de différentier l'équation (55.8): 


d a "TX 
5-2) (55.9) 
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La longueur ? de l’onde de température est la distance parcourue dans le temps t: 
A=vt= 927 V ayt. (55.10) 


L'amplitude À de l’onde de température s’atténue, comme il découle de 
55.6), le long de la direction de propagation suivant une loi exponentielle: 


A=Tie"%, (55.11) 
avec 
VAT 
-V =] = Le (55.12) 
La constante & s'appelle le coefficient d'atténuation de l'onde de température. 
Sur une distance { — En l'amplitude décroît de e fois. 


5. Il est facile de trouver à quelles conditions initiales et aux limites satis- 
fait la solution (55.6). On détermine ces conditions en posant dans la formule 
(55.6) d'abord x = 0, puis t = 0: 

Tx=0 = To Cos Ot, (55.13) 


Vas TE 
Ti=o=Toe X cos 4 z. (55.14) 


En nous fondant sur le théorème de l’unicité ($ 54) on arrive à conclure que la 
seule solution vérifiant ces conditions est la solution (55.6). A la différence de la 
condition aux limites (55.13) la condition initiale (55.14) présente un caractère 
nettement artificiel. Le problème physique réel doit donc être posé d’une façon 
différente. Un énoncé physiquement possible est le suivant. On excite à l'instant 
t = Ô sur la surface du milieu des oscillations harmoniques décrites par (55.13) 
qui seront entretenues ensuite pendant un temps infiniment long. A l'intérieur 

u milieu il n’y a aucune source de chaleur, de sorte que la distribution initiale 
de température peut y être quelconque. Le problème consiste à déterminer quel- 
les seront les oscillations de température dans le milieu au bout d'un temps süfti- 
samment long. La solution est donnée par la formule (55.6). En effet au bout 
d’un temps très long toutes les oscillations de température s'amortiront complè- 
tement, exception faite des oscillations forcées entretenues par des sources exté- 
rieures ; ces oscillations forcées doivent avoir la même périodicité dans le temps 
que les oscillations de température à la surface du milieu. 

6. Appliquons les résultats obtenus au calcul des ondes thermiques excitées 
dans une couche superficielle du globe terrestre par les variations journalières 
et annuelles de la température à sa surface. On supposera pour simplifier que 
les oscillations sont harmoniques. Bien que les oscillations réelles ne soient pe 
harmoniques, cela importe peu puisque toute oscillation périodique peut être 
obtenue par superposition d’oscillations harmoniques dont les périodes sont des 
multiples entiers; ce sont les oscillations de basse fréquence qui présentent la 

lus grande importance puisque le coefficient d'atténuation croît proportionnel- 
ement à la racine carrée de la fréquence. Dans notre problème les périodes des 
oscillations de basse fréquence sont respectivement égales à l'année et au jour. 
D’après la formule (55.12) les profondeurs de pénétration des ondes de températu- 
re journalières et annuelles doivent être entre elles dans le rapport 


| Re 
Jen _y/ Tan V 368 +19. 
dj Tj CS *, : 
L'expérience montre que les variations de température résultant de l’échaut- 


fement diurne et du refroidissement nocturne de la surface terrestre disparaissent 
à une profondeur de 4 m environ. Les variations annuelles de la température 


de la surface terrestre résultant de son échauffement pendant l'été et de son 
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x 


refroidissement pendant l'hiver cessent d'être notables à une profondeur de 
20 m environ. Aux plus grandes profondeurs la température de la Terre ne dépend 
absolument pas des variations de la température de sa surface. Ces résultats 
expérimentaux coïncident parfaitement avec les évaluations théoriques présen- 
tées plus haut. Nous voyons ainsi que-la profondeur de pénétration des ondes de 
température est négligeable par rapport au rayon terrestre. C’est pour cela que 
l'on Roue négliger dans les calculs la sphéricité de la Terre et la considérer com- 
me plane. 

Fa théorie est également confirmée par les résultats d’études sur la propaga- 
tion des ondes thermiques à proximité de la surface terrestre. Les observations 
montrent que la vitesse de propagation des ondes thermiques ayant une période 
de 1 jour est d’environ 1 m/jour et celle des ondes de période égale à un an n'est 
que de van # 0,046 m/j. Le rapport de ces vitesses vaut 


La théorie, elle, donne la valeur 


y) Tan 2 y 310. 


an 
Van T î 


Il est difficile de s'attendre à une meilleure concordance des résultats, ne serait- 
ce parce que la Terre n'est pas le milieu homogène postulé par la théorie. 


$ 56. Problème du refroidissement d’un espace 
semi-infini 


4. Soit un milieu homogène occupant tout l'espace semi-infini limité par 
le plan z= 0. A l'instant initial { — 0 la température du milieu est partout 
uniforme et égale à T4. La température T, à la surface du milieu est maintenue 
constante: 7: =£ 7. Ainsi, à l'instant initial, la température à la frontière 
du milieu fait un saut. 

Le problème consiste à calculer la distribution de la température T (x, t} 
en tout point du milieu aux instants ultérieurs. Ce problème fut énoncé et résolu 
par W. Thomson. C'est un problème aux limites typique auquel s’applique le 
théorème de l'unicité démontré au $ 54. 

Dirigeons l'axe X vers l'intérieur du milieu normalement à sa frontière. 
La distribution de la température est donnée par l'équation (52.6). Pour trouver 
la solution de cette équation satisfaisant aux conditions initiales et aux limites 
adéquates, nous utiliserons d’abord la méthode des dimensions. Il s’agit d’éta- 
blir une relation entre les variables T, x, t et les paramètres To, T1, %. L'équa- 
tion (52.6) montre que le coefficient x a la dimension du carré d’une longueur 
divisé par le temps. Connaissant la dimension de # il est facile de’ démontrer par 
la méthode usuelle qu'avec les six quantités T, x, t, To, T1, X on ne peut 


obtenir que trois combinaisons sans dimension indépendantes, telles que r , 
0 


Th LE es | ! PS ; 
F' Vu: D'après la règle des dimensions, la distribution de la température 


dans le milieu peut être écrite sous forme d’une relation fonctionnelle entre ces 
trois combinaisons sans dimension. Or le rapport T;/T, est un nombre constant 
et on peut donc le négliger dans la relation fonctionnelle cherchée. On doit donc 
avoir 

T 


(7) 
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soit 


T=i(E), (56.1) 


avec la notation 


&— 7 : (56.2) 


La forme explicite de la fonction f se laisse déterminer à partir de (52.6). On 
trouve par dérivation 


ee = —— 


DT Ut "1: 66 0 1. 
Ont dt 2yyi 0x der 4xt? 


= em = me me 


ôt dé ôt 4 Œ :1Vx 
En portant ces valeurs dans (52.6) on trouve après simplification 
fox df 
Fes 2E Œ - (56.3) 


En notant les dérivées par rapport à £ par des primes et en séparant les varia- 
bles, écrivons cette équation sous la forme 


ZE —2% de, 
ou 
= an. 
Eu intégrant on trouve 
f =4e À 


Après une seconde intégration on obtient, compte tenu de ce quef= T, 


x 


xt 


= 
T=A ( eŸ dE B. 
0 


2 

Il reste à déterminer les constantes d'intégration À et B. En posant x = 0, 
t = 0, on trouve T = B. Ainsi la constante B indique la température de la 
surface du milieu à tous les instants t -& 0. Selon les données du problème cette 


température est constante et dns à T.. Pour trouver la constante À nous utili- 
serons la condition initiale: T = T, pour t — 0. On en tire 


To=4 Î e"É dE+T.. 
0 


On démontre _en calcul intégral que cette intégrale est égale à 1/2 Vs. Ainsi 
To = A/2 V7 + Ti. La solution définitive du problème se présente sous la 
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forme 
x 
TVR 
po Te Ta | ei Tu (56.4) 
Vz 1 


En dérivant par rapport à x on trouve de cette formule le gradient de tempéra- 


ture 
1 


Re tr e 156.5) 
0€ Vnyt 
À la surface du milieu où x = 0 cela donne 
PT ee Tor. (56.6) 
êx V'axt 


En introduisant dans cette dernière formule la vitesse de propagation v des 
ondes thermiques de période *t (d’après la formule (55.9)) on obtient 


2 =? To—Ts (56.7) 


2. La formule (56.7) est intéressante car c'est à l'aide de cette formule que 
Thomson évalua l'âge de la Terre. Du temps de Thomson on estimait que la 
Terre. se trouvait initialement à l’état de masse en fusion. Un brassage intense 
dans les profondeurs de la Terre égalisait la température et on pouvait donc 
poser en approximation que la température était la même en tous les points de 
la Terre. Ainsi le problème du refroidissement de la Terre est analogue à notre 
problème sur le refroidissement d’un demi-espace. La sphéricité de la Terre 
importe peu tant qu’il ne s'agit de connaître le gradient de température que 
dans une mince couche superficielle. Dans ce dernier cas on peut utiliser directe- 
ment la formule (56.7). Au fur et à mesure du refroidissement on voyait apparaî- 
tre une écorce terrestre solide. C’est le début de cette solidification qui marque 
la naissance de la Terre et c'est par rapport à cet instant que l'on évalue l’âge 
de la Terre. Thomson supposa quo le coefficient x de la Terre restait invariable 

eudant tout le temps, ce qui lui permit d'utiliser la formule (56.7) pour calculer 
l'âge + de la Terre. Nous avons déjà indiqué qu'aux profondeurs supérieures 
à 20 m la tompérature de la Terre est indépendante des variations de tempéra- 
ture de l'atmosphère ambiante. Les mesures ont montré qu’à ces profondeurs la 
température augmentait de 1° tous les 25 mètres. Thomson supposa que la tem- 
pérature 7, de la surface terrestre était égale à 0 °C; pour T, il adopta la tempé- 
rature de solidification des roches: T, æ 4000 °C. Si on prend pour période t 
la durée d'un jour, les mesures donnent v &æ 1 m/jour. En portant toutes ces 
valeurs dans la formule (56.7) on trouve 


_4(To—T;}__ 4-40002 
(SE) (L) 
ôx 25 

Cette estimation de l’âge de la Terre donne une valeur bion trop faible. 

Ce n'est guère étonnant puisque Thomson ne pouvait tenir compte de l’intense 

dégagement de chaleur accompagnant les réactions radioactives qui évoluent 

dans les profondeurs de la Terre. D'autre part, le modèle de la masse fondue 

incandescente est en contradiction avec de nombreuses données factuelles et elle 

est obsolète de nos jours. Il n’existe cependant aucune théorie de la formation 

de la Terre qui soit unanimement reconnue et on ne peut donc parler d'un âge 
précis de la Terre. 


jours & 108 ans, 
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$ 57. La conductibilité thermique extérieure 


1. La formule (52.3) de la densité de flux thermique j ne concerne 
que le cas d’une distribution continue de la température dans un 
milieu lorsque le coefficient de conductibilité thermique x est une 
fonction continue des coordonnées. Ce cas correspond à ce que l’on 
appelle la conductibilité thermique intérieure. En fait la distribution 
de température dans l’espace est toujours continue, mais pour simpli- 
fier les calculs il est parfois utile d'introduire la notion du saut de 
température idéalisé à la frontière de séparation de deux milieux qui 
ne sont pas en équilibre thermique. Soit, par exemple, un corps 
métallique chaud que l’on refroidit par un jet d’eau ou d'air. Etant 
donné la grande conductibilité thermique du métal, la température 
de ses différentes parties s’égalise rapidement. En idéalisant on pourra 
poser qu’à tout instant la température du corps est partout la même. 
Compte tenu des processus de brassage, on admettra de même que la 
température du milieu ambiant est partout la même, quoique diffé- 
rente de celle du corps métallique. 

Par suite des processus d'échange de chaleur déterminés par le 
saut de température, un flux de chaleur apparaît à travers la fron- 
tière de séparation. La composante normale de ce flux de chaleur 
dépend de la nature des deux milieux ainsi que de leurs températures 
respectives. L'hypothèse la plus simple que l’on puisse imaginer fut 
introduite par Newton et consiste à poser que Le flux j, est propor- 
tionnel à la différence de température à la frontière des milieux. En 
général on admet que l’un des corps est entouré de tous les côtés 
par le second corps que l’on appelle le milieu ambiant. Ainsi selon 
Newton 

ja = G(T — To), (7.1) 


où T est la température du corps et T,; la température du milieu 
ambiant. La normale n est orientée dans le sens allant du corps vers 
le milieu. La constante « est le coefficient de la conductibilité thermi- 
que extérieure. Pour & — oo la température à la frontière du corps est 
toujours continue, i.e. T = T,; pour à — 0 le corps est adiabatique- 
ment isolé. 

L'expérience montre que la loi de Newton (57.1) n’est qu'appro- 
chée et n’est vérifiée que si la différence de température est petite. 
C'est pour cette raison que le coefficient de la conductibilité thermi- 
que extérieure ne joue pas un rôle aussi important que le coefficient 
de la conductibilité thermique intérieure. Le coefficient de conducti- 
bilité thermique extérieure est un coefficient empirique que l’on ne 
doit utiliser que pour des évaluations grossières. 

2. Supposons maintenant que le corps se présente sous forme 
d’une tige mince infiniment longue orientée suivant J’axe X. La 
section droite de la tige peut être quelconque, maïs il importe qu’elle 
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soit la même pour toute valeur de x. Le coefficient de conductibilité 
thermique * de la tige doit être assez grand et la tige suffisamment 
fine pour que sa température 7 ne varie pas en fonction des coordon- 
nées y et z. Elle ne peut être fonction que du temps # et de la coor- 
donnée x. La température 7, du milieu ambiant à la surface de la 
tige dépend de ces mêmes variables t et x. 

Sur la base de ces données établissons l'équation de la chaleur 
tenant compte de la conductibilité thermique extérieure. 

Nous ferons les mêmes raisonnements que lors de la déduction de 
l'équation (52.4), mais nous aurons à inclure dans le bilan de chaleur 
un flux thermique supplémentaire à travers la paroi latérale de la 
tige. Pour un élément infinitésimal AB de la tige (fig. 40) ce flux 
de chaleur supplémentaire dirigé vers le milieu extérieur est égak 
à œp (T — T;) dx, où p désigne le périmètre de la section droite de 
la tige. A la place de l'équation (52.4) on obtient ainsi 


ÔT 
pes DS (x 2 )—@p(T— To), (57.2) 


où S est l’aire de la section droite de la tige. En supposant # constant 
et en notant 


— -%P_ ) 
Per, (57.3) 
on obtient 
ôT ô?2T 
Sr = X es — LT — To). (57.4} 
PROBLÈMES 


1. Déterminer la distribution permanente de la température dans une tige 
mince homogène dont les extrémités sont maintenues aux températures constan- 
tes T, et T:, la température T, du milieu ambiant étant également constante. 

So lution. Il est commode de prendre pour zéro de l'échelle Ja tempé- 
rature To du milieu ambiant. Dans ce cas l'équation (57.4) s’écrit 


a2T 
nr —PeT = 0, (57.5) 
où f$ est une constante positive définie par l'expression 
b 
=, (57.6) 
Vr 
La solution générale de (57.5) est 
T= Ab + Be fx, (87.7) 


On détermine les constantes d’intégration À et B à partir des conditions aux 
limites: T= T, pourz= 0, T = T, pour x = L. (I est la longueur de la tige, 
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l'origine des coordonnées se trouve à l'extrémité de la tige où la température 
est T..) On obtient, tous calculs faits: 


= FRERE, (57.8) 


2. Soient Ty, Tr, Ts, Ta, . . . les températures en des points équidistants 
successifs d’une tige à l’état permanent. On pose nulle la température du milieu 


es (voir problème précédent). Montrer que ces températures vérifient la 
æelation 


11719 Totla _lsris _ — ePAx —BAx c 
T, Ts Ta .. =const — ee | (579) 


où Az est la distance entre deux points voisins de la série des points équidistants. 


CHAPITRE V 


ÉLÉMENTS 
DE LA THÉORIE CINÉTIQUE 


$ 58. Introduction 


1. Les premières idées sur la structure atomique de la matière 
remontent à l'antiquité. Pendant des siècles cette idée resurgissait 
et se développait mais jusqu'au début du XXe siècle elle n'était, 
faute de preuves expérimentales, qu'une intuition géniale. Jusqu'au 
milieu du XIXe siècle, les représentations concrètes sur les atomes 
et les molécules, ainsi que les théories physiques bâties sur ces re- 
présentations étaient empreintes de naïveté et relevaient plus de 
l'imagination que de la science. On se représentait par exemple les 
atomes sous forme de billes munies de crochets à l'aide desquels ils 
s'associaient les uns aux autres, ou d’engrenages à l’aide desquels un 
atome pouvait transmettre son mouvement de rotation à un autre 
atome. Les bases de la mécanique de Newton n'étaient pratiquement 
pas utilisées et tous les raisonnements étaient qualitatifs et se fon- 
daient sur des hypothèses doûteuses. Les travaux de D. Bernoulli 
furent une exception heureuse et donnèrent une explication qualita- 
tive et quantitative de la pression des gaz qui, pour l'essentiel, était 
la même que celle que nous utilisons de nos jours. M.V. Lomonossov 
(1711-1765) était un grand zélateur de la théorie cinétique et molé- 
culaire de la matière. C’est en se fondant sur cette théorie que Lomo- 
nossov pressentit l'existence du zéro absolu de température et qu'il 
affirma que la loi de Boyle-Mariotte ne saurait être une loi parfaite- 
ment exacte et qu'elle cesserait d'être vérifiée aux grandes pressions 
du gaz. 

2. Au début du XIXe siècle, l'hypothèse cinétique et moléculaire 
trouve une confirmation éclatante en chimie grâce à la découverte de 
la loi de la constance de la composition et de la loi des proportions 
définies. Selon la première de ces lois les quantités pondérales des 
éléments chimiques entrant dans la composition d'un composé chimique 
donné sont entre elles dans un rapport bien déterminé. Ainsi, pour 
former de l’eau, un gramme d'hydrogène doit s’unir à 8 grammes 
d'oxygène. Si le rapport des quantités pondérales de l'hydrogène et 
de l'oxygène n'est pas égal à 1: 8, l'excès de l’un de ces éléments 
chimiques n’entre pas en réaction. 

La loi des proportions définies concerne les réactions dans les- 
quelles deux éléments chimiques À et B peuvent former entre eux 
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plusieurs composés chimiques. Selon cette loi les quantités pondérales 
de l'élément B entrant en réaction avec une même quantité pondérale de 
l'élément À pour former plusieurs composés chimiques différents sont 
entre elles dans le rapport de nombres entiers et petits. Ainsi l'hydrogène 
peut s’unir à l'oxygène pour donner, en plus de l’eau ordinaire H,0, 
du peroxyde d'hydrogène H,0,. Les poids d'oxygène s’unissant au 
même poids d'hydrogène sont dans le rapport de 1 à 2 dans ces deux 
composés. Un exemple encore plus suggestif est celui des oxydes 
d'azote : 


Sept grammes d'azote s'unissent à 
4 g d’oxygène pour former 11 g d'oxyde azoteux N,0, 
8 g d'oxygène pour former 15 g d’oxyde azotique NO, 
12 g d'oxygène pour former 19 y d’anhydride azoteux N,0s. 
16 g d'oxygène pour former 23 g de bioxyde d'azote NO, 
20 g d'oxygène pour former 27 g d’anhydride azotique N,0,. 


Les poids d'oxygène combinés à un même poids d'azote (7 g) sont 
entre eux comme les nombres 


4: 8:12: 16:20 — 1:2:3:4:5. 


Il serait vraiment ardu d’expliquer ces lois sans se référer aux 
atomes. L'explication que suggéra le chimiste anglais Dalton (1766- 
1844) consistait à admettre que dans les réactions chimiques les 
atomes de substances différentes s'unissent pour former des entités 
plus compliquées — les molécules; toutes les molécules d’une subs- 
tance pure ont même constitution. La question du nombre d’atomes 
contenus dans les molécules des différents composés chimiques a pu 
être résolue de manière satisfaisante à l’aide de la loi empirique de 
Gay-Lussac et de l'hypothèse avancée par Avogadro (loi dite d’'Avo- 
gadro) pour expliquer la loi de Gay-Lussac. Selon la loi de Gay- 
Lussac : lorsque deux gaz entrent en réaction (dans les mêmes con- 
ditions de température et de pression) les volumes gazeux combinés 
sont entre eux dans un rapport simple; si les composés formés sont 
gazeux leurs volumes sont entre eux dans un rapport simple. Pour 
expliquer ces résultats Avogadro émit l'hypothèse: des volumes 
égaux de gai simples ou composés, dans les mêmes conditions de tempé- 
rature et de pression, contiennent le même nombre de molécules. En 
chimie cette hypothèse sert de base à différentes méthodes de dé- 
termination des poids atomiques et moléculaires. Nous présenterons 
une démonstration rigoureuse de la loi d'Avogadro au 8 62. L'im- 
portance pour la chimie de l'hypothèse atomique et moléculaire fut 
énorme, car elle détermina les progrès de cette science au XIXe siècle. 

3. En physique, l’élaboration réellement scientifique de la théorie 
moléculaire commença dans la seconde moitié du XIXe siècle avec 
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les travaux de Clausius, de Maxwell (1831-1879) et de Boltzmann 
(1844-1906) où furent établis les fondements de la théorie cinétique 
des gaz. À cette époque on ne savait rien sur la structure interne des 
atomes et des molécules, ni sur les forces d'interaction se manifestant 
entre eux. Les fondateurs de la théorie cinétique des gaz utilisaient 
des modèles simplifiés et idéalisés de ces particules. Ils assimilaient 
les atomes et les molécules à de petites billes absolument rigides 
ou à des points matériels dont les interactions mutuelles étaient 
déterminées par des forces centrales. Les succès de la théorie étaient 
redevables non à ces modèles idéalisés, dont le domaine d’applica- 
tion est fort limité, mais à la mise en œuvre des principes généraux 
de la mécanique newtonienne, notamment des lois de conservation 
de l'impulsion et de l'énergie qui sont valables tant pour les corps 
macroscopiques que pour les objets microscopiques régis par la 
mécanique quantique. Ils utilisèrent largement les méthodes mathé- 
matiques, notamment la théorie mathématique des probabilités et, 
ce qui est important, le développement de la théorie était intime- 
ment lié aux études expérimentales. Cette théorie était bien diffé- 
rente des théories spéculatives de leurs prédécesseurs atomistes. 

4. Jusqu'au début du XX°® siècle, on considérait les atomes comme 
des particules ultimes et insécables de la matière. Cette conception 
ne subsista pas longtemps. L’atome est un système compliqué 
constitué par un noyau entouré d’un cortège d'électrons. L’atomisme 
ne consiste pas à considérer les atomes comme les constituants ultimes 
de la matière ; il consiste à affirmer que tous les atomes, ainsi que 
toutes les autres particules dites élémentaires d’une espèce donnée, 
sont absolument identiques et présentent des propriétés parfaitement 
définies: masse, charge du noyau, spectre d'émission, etc. Notons 
qu’en macrocosme ii n'existe pas deux corps absolument identiques. 
L'atomisme se manifeste aussi en ce que les états internes des atomes 
ne sont pas continus, ils sont discrets. 

Par exemple, l'énergie de l'atome ne peut prendre qu’une suite 
de valeurs discrètes. Les valeurs discrètes de l'énergie de l’atome 
s'appellent des niveaux d'énergie. En général l’atome se trouve dans 
un état dit normal dont l'énergie est minimale. Pour faire passer 
l'atome dans l’état excité le plus proche de l’état normal, il faut le 
soumettre à une action extérieure et dépenser de l'énergie. Si l’éner- 
gie mise en jeu est trop faible, dès que l'action extérieure cesse, 
l'atome retrouve la même énergie interne qu'avant. C’est le caractère 
discret des états possibles des systèmes atomiques, qui fut la cause 
réelle mais insoupçonnée qui permit aux chimistes de concevoir 
l’idée de l’indivisibilité des atomes et qui permit aux physiciens 
développant la théorie cinétique des gaz d’assimiler les atomes et les 
molécules à des billes rigides ou à des points matériels inaltérables. 
Si cependant on augmente l'énergie des actions extérieures, par 
exemple en élevant la température du gaz, les conceptions ci-dessus 
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cessent d'être valables. Ainsi à des températures de 1000 à 3000 K 
les molécules commencent à se dissocier, c'est-à-dire à se décomposer 
en atomes. À des températures supérieures à 10 000 K le gaz s’ionise, 
se décompose en ions et en électrons. À des températures de l'ordre 
de dizaines et de centaines de millions de kelvins démarrent les 
réactions thermonucléaires qui sont des réactions de désintégration et 
de fusion des noyaux atomiques. Comme nous aurons à utiliser 
largement les modèles classiques de la théorie cinétique des gaz, 
nous devons bien connaître les limites de validité de ces modèles. 


$ 59." La/ pression des gaz dans l'interprétation 
ide la théorie cinétique} 


1. Les interactions mutuelles des molécules sont assurées par les 
forces moléculaires. À grande distance ce sont des forces d'attraction 
qui décroissent lorsque la distance augmente et à courte distance ce 
sont des forces de répulsion qui augmentent rapidement à mesure 
que la distance entre les molécules diminue. La distance entre les 
centres de deux molécules identiques et voisines, à laquelle les forces 
d'attraction cèdent la place à des forces de répulsion, correspond au 
diamètre de la molécule. Dans les gaz se trouvant dans les conditions 
normales, les distances moyennes entre les molécules sont encore 
grandes par rapport à leurs diamètres. À ces distances la grandeur 
des forces moléculaires est petite et elles ne se manifestent pratique- 
ment pas. Ce n’est qu'à des distances comparables aux diamètres des 
molécules que ces forces deviennent notables. Sous l’action de ces 
forces les vitesses des molécules qui se trouvent à d'aussi petites 
distances varient fortement tant en grandeur qu'en direction. Les 
interactions à petite distance s'appellent les chocs intermoléculaires. 
Entre deux chocs successifs la molécule de gaz se meut librement 
d’un mouvement rectiligne et uniforme. À chaque choc la molécule 
de gaz modifie presque instantanément la direction de son mouve- 
ment, puis repart d’un mouvement uniforme et rectiligne jusqu’au 
choc suivant avec une autre molécule. Si le gaz dans son ensemble est 
au repos (par exemple enfermé dans un vase clos), les chocs entre 
molécules déterminent leurs mouvements désordonnés dans toutes 
les directions, sans qu'aucune de ces directions soit privilégiée. Ce 
mouvement désordonné des molécules s’appelle l'agitation thermique. 
Plus le gaz est raréfié, plus grande est la longueur moyenne du chemin 
que parcourt une molécule entre deux chocs successifs. Si la raré- 
faction du gaz contenu dans un vase est grande, on peut négliger en 
première approximation la dimension des molécules et leurs chocs 
mutuels et ne tenir compte que des chocs des molécules contre les 
parois du vase. Dans cette approximation on peut assimiler les 
molécules à des points matériels entre lesquels il n'y a pas d’interac- 
tion et qui se meuvent de façon uniforme et rectiligne entre les chocs 
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des molécules contre les parois du vase. Ce modèle particulièrement. 
simple conduit aux lois des gaz parfaits. Pour le démontrer il faut. 
donner une interprétation moléculaire à la pression, à la température 
et à l'énergie interne du gaz. ( 
2. La pression qu'exerce un gaz sur les paroïs du vase résulte des 
chocs des molécules contre ces parois. Chaque fois qu’une molécule 
vient frapper la paroi elle lui applique une 
force déterminée (qui du point de vue ma- x 
croscopique est infiniment petite). La force 
opposée qu’exerce la paroi sur la molécule la 
fait rebondir. Si le vase ne contenait que 
quelques molécules, leurs chocs contre les Ge) 
parois seraient rares et désordonnés et on ne 
pourrait parler d’une pression régulière exer- 
cée sur les parois du vase. On aurait affaire 
alors à des poussées instantanées infiniment 
faibles auxquelles la paroi serait soumise de 
temps en temps. Si le nombre de molécules 
contenues dans le vase est très grand, lenombre 
de leurs chocs contre la paroi sera très grand 
lui aussi et leur succession sera très rapide. Fig. 43 
La paroi subira simultanément un très grand 
nombre de chocs. La somme de toutes les forces infiniment faibles 
qu'’exerce chaque molécule sur la paroi crée une force résultante fi- 
nie et presque constante. Cette force moyennée dans le temps est la 
pression du gaz que l’on étudie en physique macroscopique.i 
3. Calculons la pression qu’exerce le gaz sur la paroi du vase. 
Soit un gaz composé de molécules identiques contenu dans un vase 
clos. Les molécules sont animées de vitesses différentes en grandeur 
et en direction. Divisons l’ensemble des molécules en groupes tels 
qu'à un instant donné toutes les molécules de chacun de ces groupes. 
aient des vitesses approximativement égales en grandeur et en 
direction. Notons. v; la vitesse des molécules du i-ème groupe et », 
le nombre de ces molécules contenues dans l’unité de volume. Pre- 
nons sur la paroi une petite aire © (fig. 43). Si les molécules se meuvent 
vers cette aire, elles peuvent la heurter mais si elles s'en éloignent, 
elles ne pourront pas le faire. Supposons que les molécules du i-ème 
groupe se meuvent en direction de l’aire © et calculons le nombre z; 
de ces molécules qui l’atteignent au cours du temps dt. En prenant 
cette aire o pour base, construisons à l’intérieur du vase un cylindre 
incliné de génératrices v, dt. Toute molécule appartenant au groupe à 
qui se trouve à l’intérieur de ce cylindre pourra, au cours du temps dé, 
venir heurter l’aire ©. Par suite le nombre z; de chocs contre l’aire © 
doit être égal au nombre de molécules du groupe à contenues dans le 
cylindre: z; — n; dV, dV étant le volume du cylindre. Dirigeons 
l'axe X le long de la normale extérieure à l’aire ©. La hauteur du 
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cylindre sera alors égale à v,, dt et son volume à dV = ov;, dt. 
Par conséquent 
Zi = ONiVix Àt. 


La marche du calcul ultérieur dépend du caractère des interac- 
tions des molécules avec la paroi. D’habitude on admet que la paroi 
est lisse et qu'après choc les molécules en sont réfléchies conformé- 
ment äux lois régissant les chocs parfaitement élastiques (réflexion 
dite spéculaire); à la réflexion la valeur absolue de la vitesse ne 
change pas et l’angle d'incidence est égal à l’angle de réflexion. On 
démontre ensuite que ces hypothèses ne sont pas essentielles. Or, en 
réalité, la paroi du vase ne se comporte pas vis-à-vis des molécules 
qui la heurtent comme un miroir idéal, puisque la paroi elle-même 
est constituée de molécules. De ce fait les molécules du groupe à 
auront généralement après réflexion des vitesses différentes en 
grandeur et en direction et se répartiront donc parmi les différents 
groupes de vitesse. Aussi n’utiliserons-nous dans nos calculs aucune 
hypothèse spéciale concernant la réflexion des molécules sur la paroi. 
La seule hypothèse que nous utiliserons est qu’à la réflexion les molé- 
cules ne perdent ni ne gagnent en moyenne de l'énergie cinétique. Nous 
montrerons plus loin que cette hypothèse signifie que la température 
du gaz doit être égale à la température de la paroi. Pour faciliter le 
calcul nous décomposerons en pensée le processus d'interaction de la 
molécule avec la paroi en deux étapes. Au cours de la première étape, 
la molécule ralentit son mouvement jusqu'à s'arrêter sur la paroi. 
Lors de l'étape suivante la molécule est repoussée par la paroi, est 
accélérée et rebondit. Calculons d'abord la force F, qu’exercerait le 
gaz sur l'aire o si le processus d'interaction des molécules avec la 
paroi ne comportait que la première étape ; cela reviendrait à supposer 
qu'après choc la molécule adhère à la paroi. Les molécules du groupe à 
qui heurtent l'aire o au cours du temps dt possédaient avant choc 
une quantité de mouvement 2,p;, — Oniv:,P; dt, où p, est la quantité 
de mouvement d’une molécule. Pour immobiliser ces molécules, la 
paroi doit exercer sur celles-ci une force f; dont l'impulsion est égale 
à fi dt — —oniv;,p; dt. En inversant le sens du vecteur fi nous 
trouvons la force f; = —f; — on;v;,p, que les molécules du groupe à 
appliquent à l’aire o lors de la première étape. La force F, qu'exerce 
le gaz tout entier sur l'aire o s'obtient en sommant les expressions 
ci-dessus pour les molécules de tous les groupes allant vers la paroi 
(pour ces molécules v;,> 0); ainsi 


Fi= à» ORVixPie 
x 
A cette force F, on doit ajouter la force F, qui agit sur l'aire o 
pendant la deuxième étape du processus. La force F, est analogue à 
la force de recul qu'éprouve une arme à feu. Le rôle de projectile est 
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assumé dans notre cas par les molécules s’éloignant de l'aire 0, 
donc les molécules pour lesquelles v;, << 0. La force F, est égale à 
F,= » ON Vix Pi. 

Vix <0 
La division de l'interaction en deux étapes n’est évidemment 
qu’un artifice de calcul. En réalité les forces F; et F, agissent simul- 
tanément et se composent pour donner la force résultante 


F=Fi+F;=0 À nivixpr. 


La sommation est étendue ici à tous les groupes de molécules allant 
vers la paroi ou s’en éloignant. 

La force F est normale à l'aire o. Ce résultat tient au caractère 
désordonné de l'agitation thermique des molécules. En effet la 
composante de la force F suivant l'axe Y est égale à 


F,=0 D RiVixPiye 
Le mouvement des molécules étant désordonné, il y aura dans cette 
somme autant de termes positifs que de termes négatifs et en moyenne 
les termes positifs seront compensés par les termes négatifs et la 
somme sera nulle. Il en va de même pour la composante F,. Pour la 
composante normale F#, égale à 

s 

Fr= CDD Nix Pixr 
la somme n’est pas nulle, ses termes étant essentiellement positifs 
puisque les projections v;, et p;, sont toujours de même signe. En 
divisant la composante F, par l’aire o on trouve la pression du gaz 
sur la paroi 

P=i NiVixPixe 
On peut simplifier cette expression en y introduisant la valeur moyen- 
ne du produit v,p.. La somme de ces produits pour les molécules de- 


gaz contenues dans l'unité de volume est égale à À niv:xps,. Pour 
trouver cette valeur moyenne il suffit de diviser cette somme par le 
nombre z de molécules contenues dans l’unité de volume: 


(Das) = + D RibixPix (59.1) 


(le symbole ( } sert à indiquer la moyenne prise par rapport à l’en- 
semble des molécules). La pression P peut être représentée par 


P = n(V;Px). (59.2) 
l'ar définition du produit scalaire 
DP = VxDx + UyPy + UP. 
Eu prenant la moyenne de cette relation nous obtenons 
{0pP) = (LxPx) + (yPy) + (VaP 2. 
12-C1535 
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L’agitation thermique étant un mouvement chaotique, toutes les 
vitesses des molécules de gaz sont équiprobables, ce qui implique que 


(DaPa) = (PyPa) = (V:p:) = + (op). (59.3) 
On écrira donc 


P=n (vp). (59.4) 


En notant V le volume du vase renfermant le gaz et N le nombre 
total de molécules qui s’y trouvent, on a n = N/V. En portant cette 
valeur dans (59.4) on obtient 


PV = À N (op). (59.5) 


&. En déduisant les formules (59.4) et (59.5) on n’a pas tenu 
compte des chocs entre les molécules. Tant que la densité du gaz 
n’est pas très grande, les chocs intermoléculaires n’affectent pratique- 
ment pas le résultat final. A la suite des chocs intermoléculaires les 
molécules ne font que passer d’un groupe de vitesse à un autre, de 
sorte que la composition de tous les groupes varie rapidement et 
continuellement. Or, pour le calcul de P, peu importe quelles molé- 
cules individuelles entrent dans la composition de chaque groupe de 
vitesse. La seule chose qui importe est le nombre moyen des molécu- 
les appartenant aux différents groupes. Si le gaz se trouve dans un 
état permanent, hypothèse nécéssaire pour établir les formules 
(59.4) et (59.5), le nombre moyen de molécules contenues dans chaque 
groupe est invariable. Par suite la valeur moyenne de la somme 


D ni (vip) et la pression P sont également invariables. 

Cependant les chocs intermoléculaires introduisent des change- 
ments qualitatifs dans l'interprétation physique de la pression P. 
Tant qu’on ne tenait pas compte des chocs entre les molécules, on 
pouvait poser que les interactions mutuelles des molécules étaient 
nulles. La grandeur P n'avait alors qu’une seule signification : elle 
représentait la pression exercée par le gaz sur la paroi. En présence 
d'interactions entre les molécules apparaissent des forces d’interac- 
tion entre les parties macroscopiques du gaz. Toute partie macro- 
scopique du gaz peut maintenant jouer le rôle de paroi vis-à-vis de la 
partie contiguë du même gaz. Dans ces conditions la pression P à 
encore la signification d'une pression intérieure par l'intermédiaire 
de laquelle les parties macroscopiques contiguës du gaz exercent 
les unes sur les autres des forces d'interactions. C'est justement cette 
signification que l’on donne à la pression P en hydrodynamique et 
en aérodynamique. ., : ie : 

5. Les formules (59.4) et (59.5) sont aussi bien vérifiées pour les 
mouvements non relativistes que pour les mouvements relativistes 
des molécules. Däns le: càs 'de mouvements non relativistes la masse 
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m de la molécule peut être considérée comme constante. En posant 
p = mv dans les formules (59.4) et (59.5) on obtient 


P= + nm (v?), (59.6) 
PV = Nm (u?). (59. 7) 


Ces formules supposent que les molécules sont des points maté- 
riels dénués de toute structure interne. Dans ce qui précède on n’avait 
tenu compte ni de la rotation des molécules, ni des mouvements 
intramoléculaires. Or, lors des chocs, les vitesses de rotation des 
molécules peuvent varier. Les molécules peuvent passer à un état 
excité ou revenir d'un état excité à l’état normal. Cependant ces 
processus ne jouent aucun rôle s’il s’agit du calcul de la pression 
d’un gaz. La seule chose qui compte est la variation de la quantité 
de mouvement de translation des molécules accompagnant leurs chocs 
contre la paroi. Cette quantité de mouvement est égale au produit de 
la masse de la molécule par la variation de vitesse de son centre de 
masse. C’est pour cela que les formules (59.6) et (59.7) restent en 
vigueur. La seule chose qui importe est d'entendre par v la vitesse 
du mouvement de translation de la molécule (plus exactement de son 
centre de masse). On peut donc mettre la formule (59.7) sous la forme 


PV —+ (Etrons): (59.8) 


Où (Etrans) est la valeur moyenne de la somme des énergies ciné- 
tiques du mouvement de translation de toutes les molécules de gaz. 
Pendant les chocs les énergies des mouvements de rotation et intra- 
moléculaire peuvent se transformer en énergie du mouvement de 
translation et inversement. Néanmoins, dans l'état permanent, la 
valeur moyenne de Etrans reste constante. 

Le procédé utilisé pour établir la formule (59.8) montre claire- 
ment qu’elle s’applique aussi bien à un gaz homogène qu'à un mé- 
lange de gaz différents. Dans ce dernier cas E+rans représente toujours 
la somme des énergies cinétiques du mouvement de translation des. 
molécules de tous les gaz contenus dans le vase. Il résulte ainsi de 
ce qui précède que notre modèle de gaz sans interactions intermolé- 
culaires est régi par la loi de Dalton: La pression d’un mélange de gaz 
est égale à la somme des pressions partielles des gaz constituants. 


$ 60. Vitesses du mouvement thermique 
des molécules gazeuses 


1. Les formules que nous venons d'établir permettent de se faire: 
une idée des vitesses du mouvement thermique des molécules gazeu- 
ses. Ces vitesses sont différentes ; on trouve-des molécules lentes dont 


13e 
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la vitesse est voisine de zéro; on en trouve d’autres dont les vitesses 
sont beaucoup plus grandes que les vitesses moyennes du mouvement 
moléculaire. Entre ces valeurs limites les vitesses des molécules 
peuvent prendre, avec des probabilités différentes, toute valeur 
intermédiaire. Nous exposerons la loi de répartition des vitesses des 
molécules gazeuses au $ 72. Pour se faire une première idée des vites- 
ses des molécules gazeuses, on peut utiliser certaines valeurs moyennes 
que l’on calcule par des règles spéciales. Considérons tout d’abord 
la vitesse quadratique moyenne 


Vqu = V (2), (60.1) 
qui est la racine carrée de la valeur moyenne du carré de la vitesse 
de translation de la molécule. Rappelons que pour trouver (v?) on 
doit élever au carré les vitesses de toutes les molécules, sommer les 
résultats et diviser la somme par Je nombre total de molécules. On 
doit distinguer entre la vitesse quadratique moyenne et la vitesse 
arithmétique moyenne ou plus simplement la vitesse moyenne v de la 
molécule. On définit cette dernière comme le quotient de la somme 
des vitesses absolues de toutes les molécules gazeuses par leur nombre 
total. Nous montrerons au $ 73 que les quantités vu et v ne se distin- 
guent l’une de l’autre que par un facteur numérique peu différent 
de l'unité. Pour w, la formule (59.6) donne 


= P 
Pu=/32. (60.2) 
La vitesse Te est du même ordre de grandeur que la célérité du son 


dans le gaz c — Æ £ . Ces deux vitesses sont liées par la relation 


mc À. (60.3) 


On pouvait s'attendre à des relations de ce type, puisque dans une 
onde sonore les perturbations sont transmises par des molécules se 
déplaçant à des vitesses thermiques. C’est pour cela que la célérité 
du son doit être du même ordre de grandeur que la vitesse moyenne du 
mouvement thermique des molécules. Il en est de même de la vitesse 
d'écoulement du gaz dans le vide, que nous avons calculée au $ 26. 

2. Connaissant P et p à une certaine température, il est facile de 
calculer la vitesse quadratique moyenne vu, à cette même tempéra- 
ture. Il est cependant plus commode de transformer d’abord la for- 


mule (60.2) à l’aide de l'équation d’état des gaz parfaits _ = n RT. 
On obtient ainsi 


rie ÿ/ (60.4) 
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Ainsi, pour l'hydrogène moléculaire (u -- 2-1,008) à 0 °C cette 

formule donne 

PARU RE 
2.1,008 


Vqu = — 183 800 cm/s — 1838 m/s. 
Pour l'azote on trouve vo — 493 m/s, pour l'oxygène vou = 
= 461 m/s, etc. 

3. Dans les études expérimentales sur les jets atomiques et molé- 
culaires on a obtenu des vitesses de même ordre de grandeur. La 
longueur de libre parcours moyen d’une 
molécule au sein d’un gaz, qui est la 
distance moyenne qu’elle peut parcou- 
rir entre deux chocs successifs, est à 
la pression normale de l’ordre de 105 
cm. Sous une pression de 1 mm Hg 
cette longueur est de l’ordre de 10? cm 
et sous une pression de 10-6 mm Hg 
elle est de l’ordre de 10% cm = 100 m 
(cf. $ 86). Dans un vide poussé les 
molécules gazeuses se meuvent sans 
subir pratiquement de collisions avec 
d'autres molécules. Elles n’entrent en Fig. 44 
collision qu'avec les parois de la 
cloche. C’est cette circonstance que l’on met à profit pour produi- 
re des jets atomiques et moléculaires par vaporisation des métaux 
ou d’autres substances dans un haut vide. 

La première mesure directe des vitesses des atomes dans un jet 
atomique a été réalisée en 1920 par O. Stern (1888-1969). Le schéma 
de principe de cette expérience devenue classique est représenté 
sur la figure 44. Un fil de platine À recouvert d'une couche mince 
d'argent était tendu suivant l'axe du cylindre C. L'espace à l'inté- 
rieur du cylindre était évacué à l'aide de pompes à vide jusqu'à 
10-5-10-6 mm Hg. En faisant passer un courant électrique à travers 
le fil de platine, on le portait à une température supérieure au point 
de fusion de l'argent (961,9 °C). L'argent se vaporisait intensément 
et les atomes d'argent s'échappaient suivant des trajectoires linéaires 
allant de À à la surface intérieure du cylindre C dont les parois 
étaient refroidies par circulation d’eau pour faciliter la condensation 
des atomes d'argent. On disposait sur le trajet des atomes vaporisés 
un écran percé d’une fente B qui permettait de dégager un mince 
pinceau atomique. Les atomes de ce pinceau étaient condensés sur 
une plaque de condensation attachée à la paroi interne du cylindre 
(non représentée sur la figure). Le cylindre, avec le fil et l'écran, 
pouvait être mis en rotation rapide avec une vitesse angulaire de 
l'ordre de 2500 à 2700 tours/mn. Lorsque le système était immobile 
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les atomes d'argent passant par la fente B tombaient sur la plaque 
de réception et s’y condensaient en formant une image nette de la 
fente B sous forme d'une bande D se trouvant dans le plan contenant 
le fil À et la fente B. Ensuite on mettait le système en rotation et 
l’image de la fente se déplaçait en D’. Notons s la distance entre les 
images D et D’, mesurée suivant la surface incurvée de la plaque de 
réception. Cette distance est évidemment s — Vt, où V — wR est 
la vitesse linéaire des points de la surface du cylindre en rotation, 
R son rayon, w la vitesse angulaire de rotation. La quantité + est 
le temps que mettent les atomes d'argent pour parcourir la distance 
BD que nous noterons L. On a alors t — [/v, v étant la vitesse des 
atomes d'argent. Ainsi s = wRl/v, d'où 
vtt, (60.5) 
Dans les expériences de Stern l’image D était nette et l’image D’ 
toujours diffuse. Ce fait témoigne de ce que les atomes du faisceau 
atomique se meuvent avec des vitesses différentes. La formule (60.5) 
donne une vitesse moyenne si on entend par s la distance entre les 
centres des bandes D et D’ mesurée le long de l’arc de cercle corres- 
pondant. En pratique, pour réaliser ces mesures, il vaut mieux 
mettre l'appareil en rotation d’abord dans un sens, puis dans le 
sens inverse et mesurer la distance entre les centres des images obte- 
nues de la fente B. Dans les expériences de Stern la température 
maximale était égale à 1200 °C et on obtenait pour v des valeurs 
comprises entre 560 et 640 m/s peu différentes de la vitesse quadrati- 
que moyenne de 584 m/s calculée par la formule (60.4). Ces résultats 
sont en accord qualitatif avec les conclusions de la théorie cinétique 
des gaz. 


$ 61. Pression du gaz de photons 


Les formules (59.6) et (59.7) sont essentiellement non relativistes 
en ce sens qu’elles ne sont valables que pour des vitesses thermiques 
moyennes très petites par rapport à la vitesse de la lumière. Les 
formules (59.4) et (59.5) ne présentent pas cette restriction. Lorsque 
la vitesse des particules gazeuses devient comparable à la vitesse de 
la lumière, on dit qu'il s’agit d’un gaz relativiste. Dans les conditions 
terrestres ce cas ne se réalise que pour le gaz de photons se déplaçant 
de façon désordonnée dans toutes les directions possibles. Le gaz de 
photons est toujours relativiste puisque les photons se meuvent à la 
vitesse de la lumière. 

Soit une cavité dont les parois sont construites avec un matériau 
quelconque et sont maintenues à température constante. Les parois 
émettent et absorbent des photons et c'est ainsi que se forme le gaz 
photonique. Chaque fois qu’un photon est absorbé ou réfléchi par la 
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paroi, il transmet une certaine impulsion à cette paroi. Lorsque la 
paroi émet un photon, elle éprouve un recul. Ces différents processus 
déterminent l'apparition d’une pression de gaz photonique sur les 
parois de la cavité. Comme on suppose que le gaz photonique est 
isotrope en ce sens que toutes les directions de propagation des photons 
sont également probables, on peut utiliser la formule (59.5) pour 
calculer la pression qu'ils exercent sur les parois de la cavité. L'éner- 
gie e du photon est liée à son impulsion par la relation p = e/c; 
la vitesse des photons v = c, c étant la vitesse de la lumière. La 
formule (59.5) s'écrit donc 


PV = 1/3(Ne) =18E, (61.1) 


où NV est le nombre total de photons contenus dans la cavité et Æ 
est l’énergie moyenne du gaz photonique tout entier. La pression du 
gaz photonique est égale au tiers de la densité de l'énergie de rayonnement 
dans la cavité. La formule (61.1) tout en étant similaire à (59.8) s’en 
distingue par son facteur. Cette différence est déterminée par des 
relations différentes entre l'énergie et l'impulsion d’une particule 
non relativiste et celles du photon. 

A la différence des gaz usuels, où les molécules ne peuvent être 
ni créées ni détruites, le nombre N de photons dans la cavité est une 
quantité variable, car les photons peuvent être émis et absorbés par 
les parois de la cavité. On ne peut donc exprimer l'énergie moyenne 
du rayonnement dans la cavité par la formule ËÊ = Ne; on doit la 
remplacer par £ = (Ne) qui figure justement dans (641.1). 

Le facteur 1/3 est apparu dans la formule (61.1) parce que nous 
avons supposé que le rayonnement dans la cavité était isotrope. La 
répartition de l'énergie de rayonnement dans le spectre de fréquence 
ne joue aucun rôle, et la seule chose qui importe est l’isotropie du 
rayonnement. Si le rayonnement n’est pas isotrope, la forme de la 
formule (61.1) se conserve, mais la valeur du facteur numérique sera 
différente. Par exemple, si le rayonnement tombe normalement sur 
une paroi qui le réfléchit normalement, on aura PV — E. 

La formule (61.1) joue un rôle important dans la théorie du 
rayonnement thermique. 


$ 62. Interprétation de la température dans la théorie 
cinétique. Répartition uniforme de l’énergie cinétique 
du mouvement thermique entre les degrés 
de liberté de translation 


1. Voyons comment on interprète la température en théorie 
cinétique. Prenons un cylindre divisé en deux compartiments par 
un piston AB mobile et dénué de frottement (fig. 45). De part et 
p'autre du piston se trouvent des gaz parfaits identiques où dfffé:: 
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rents. Nous désignerons par l'indice 4 les grandeurs caractéristiques 
du premier gaz et par l'indice 2 celles du second gaz. Pour que le 
piston soit en équilibre mécanique, il faut que les pressions des gaz 
soient égales: P, — P, ou 1/3 nimiv — 1/3 nym,v?. Mais pour que 
cet équilibre puisse subsister longtemps, il faut encore que les tem- 
pératures des gaz soient les mêmes: 7, — T,. Si nous supposons que 
T;, > T:,il se produira une 
égalisation de la température 
qui entraînera un refroidis- 
sement du premier gaz etun 
échauffement du second. Dans 
le compartiment de gauche la 
pression diminuera et augmen- 
A tera dans le compartiment de 
Fig. 45 droite. En conséquence le pis- 
ton se déplacera de droite à 
gauche. Pendant l'échange de chaleur les molécules des deux guz 
échangeront de l'énergie cinétique. Pour mettre en évidence la 
signification physique de la température quiest un paramètre 
macroscopique, nous allons considérer l’échange de chaleur du point 
de vue moléculaire. 

2. La vitesse et les autres grandeurs caractérisant le processus 
d'échange de chaleur varient lorsqu'on modifie le matériau et les 
dimensions du piston, mais le résultat final, qui seul nous intéresse 
maintenant, ne change pas. On peut donc, afin de simplifier les 
calculs, idéaliser le problème en faisant abstraction de la structure 
moléculaire du piston. Nous considérerons ce dernier comme un 
corps massif parfaitement lisse assurant l’élasticité des chocs avec 
les molécules. Le piston subit des chocs moléculaires des deux côtés ; 
en moyenne ces chocs bilatéraux se compensent mais les forces ins- 
tantanées des chocs individuels appliquées aux deux faces du piston 
ne s’équilibrent pas. De ce fait le piston est animé d'un mouvement 
thermique désordonné de va-et-vient. Dans notre modèle idéalisé 
c'est cet effet qui détermine la possibilité d’un échange d'énergie 
cinétique des mouvements thermiques des deux gaz. 

Considérons le cas où les gaz contenus dans les deux comparti- 
ments sont à tel point raréfiés qu’à tout instant une seule molécule 
vient heurter le piston. Les processus de collisions faisant intervenir 
simultanément deux ou plusieurs molécules sont tellement rares 
qu'on peut les négliger complètement. Les résultats définitifs aux- 
quels nous aboutirons ne sont absolument pas affectés par cette 
simplification que nous lèverons d’ailleurs au paragraphe suivant. 

Considérons le choc d'une molécule du premier gaz contre le 
piston en mouvement. Le piston ne peut se déplacer que suivant 
l’axe du cylindre que nous confondrons avec l'axe X. Soient uw la 
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vitesse du piston avant choc et w’ sa vitesse après choc. Notons 
Vix et V4, les composantes correspondantes de la vitesse de la molé- 
cule incidente. Notons Z la masse du piston. Pendant le choc il y 
a conservation de l’impulsion et comme le choc est élastique il y 
a aussi conservation de l'énergie cinétique: 


ee 


my 

EE VÉx Roe FE de Vie + . % 

Ce sont exactement les mêmes équations que celles que l’on utilise 
en mécanique dans le problème du choc mutuel de deux billes par- 
faitement élastiques. On en tire 


_2Mu— (M —m;) vis 
Vix = M+m 9 


ainsi que l’énergie cinétique du mouvement de la molécule le long 
de l’axe X après le choc 


DE ee ANR Rte 
2 ET e2 (M m) . 


Ecrivons cette relation pour chacune des molécules du premier gaz 
heurtant le piston, sommons sur toutes les collisions et divisons le 
résultat par le nombre de chocs. Bref, nous prendrons la moyenne sur 
tous les chocs. Lorsque le système tout entier aura atteint un état 
permanent (ce qui signifie que le processus d'échange de chaleur aura 
pris fin), la vitesse moyenne du piston deviendra nulle. Le piston 
sera soumis à des oscillations désordonnées autour de sa position 
d'équilibre, de sorte que les valeurs positives et négatives de sa 
vitesse uw seront équiprobables. La moyenne du produit uv,, sera 
donc nulle, ce qui permet d'écrire pour l'énergie cinétique moyenne 
de la molécule après choc l'expression suivante: 


M __m 4M3 (u?)+-(M—m;) (vê,) 
Mix = np 


Lorsque l'énergie cinétique moyenne des molécules ne varie pas 
après réflexion sur le piston, il n’y aura plus d'échange de chaleur 
entre les deux gaz. Par conséquent à l’état permanent l’expression 
ci-dessus doit être égale à l’énergie cinétique moyenne de la molécule 


avant choc 74 7 (ix). On obtient ainsi 


AM? (u2) + (M — mx) (pi) 


2 
(M + m)° = (ik). 
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Après simplification on en tire 


m {v?.) M (u3 
ie HG, (62.1) 


Il est bien évident que le même raisonnement vaut pour l’autre 
gaz, c’est-à-dire 


2 
M2 ue _ De) . (62.2) 
Il en résulte que 
1/2m, (vŸx) = 1/2 ma (03). (62.3) 


Le mouvement thermique des molécules gazeuses étant chaotique, 
toutes les directions de mouvement sont équiprobables. On écrira 
donc 


(UE) = (vÿ) = (2), 
et par suite 


1/2 m (02) = 1/2 ms (02). (62.4) 


Nous avons démontré ainsi qu'à l'état d'équilibre thermique toutes les 
molécules gazeuses ont la même énergie cinétique moyenne. . 

3. Nous voyons ainsi que l'énergie cinétique moyenne Etrans 
du mouvement de translation des molécules gazeuses possède la 
propriété essentielle de la température : à l'état d'équilibre thermique 
cette énergie cinétique moyenne est la même pour toutes les molécules 
des gaz en contact thermique et pour les différentes molécules d’un 
mélange gazeux. Comme cette énergie cinétique Etrans ne dépend 
ni de la masse ni de la structure interne des molécules, on peut la 
prendre elle-même ou n'importe laquelle de ses fonctions monotones 
pour mesure de la température du gaz et de tout corps qui est en 
équilibre thermique avec ce gaz. Il est commode de prendre pour 
mesure de la température la quantité 


6 = 2/3 Los (62.5) 
puisqu’alors la formule (59.8) devient 
PV = 2/3 Neirans = NO, (62.6) 


forme qui rappelle celle de l'équation de Clapeyron PV = RT. 
De cette interprétation cinétique de la température on peut 
déduire la loi d'Avogadro. Considérons deux gaz parfaits 4 et 2 
et écrivons 
PV, =N6, P,V: = N:3O3. 


Si P, = P,, Vi = Va, O1 = @4, il résulte de ces équations que 
N;, = N,. Des volumes égaux de gaz parfaits, dans les mêmes con- 
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ditions de température et de pression, contiennent le même nombre 
de molécules. C’est la loi d’Avogadro. 

La quantité © définie par la formule (62.5) s'appelle température 
énergétique ou encore cinétique. On la mesure dans les mêmes unités 
que l'énergie, par exemple en joules ou en ergs. Pour établir une 
relation entre la température cinétique 6 et la température thermo- 
dynamique absolue 7 on fera parcourir un cycle de Carnot à un gaz 
monoatomique parfait. L'énergie interne U d’un tel gaz ne comporte 
que l'énergie cinétique des mouvements de translation de ses molé- 
cules. Elle est égale à U — NEyrans = 3/2.N0 et ne dépend donc que 
de la température @. On peut donc reprendre les raisonnements du 
$ 32 qui servirent à établir une relation entre les échelles de tempé- 
rature thermodynamique et de gaz parfaits. On trouve ainsi 


Par conséquent le rapport @/7 est une constante universelle dont la 
valeur ne dépend que du choix des unités de mesure pour @ et T. 
On l’appelle la constante de Boltzmann. C'est une des plus importantes 
constantes fondamentales de la Physique. On la note généralement k. 
Ainsi par définition 

6 = kT. (62.7) 


Nous décrirons dans ce qui suit certaines méthodes expérimentales 
de détermination de la constante de Boltzmann. Selon les données 
actuelles 


k — (1,880622 + 0,000059)-10-% J.K-1 = 
= (1,380622 + 0,000059):10-16 ergs-K “1. 


4, Notons N le nombre de molécules contenues dans une mole. 
C'est une constante universelle que l’on appelle nombre d’Avogadro. 
Prenons une mole d’un gaz parfait. On peut écrire pour cette mole 
de gaz, d’une part, la relation (62.6) qui, compte tenu de (62.7), 
devient 

PV = NKT, (62.8) 


et, d'autre part, l'équation de Clapeyron PV = RT. En égalant 
ces deux équations on trouve 


R = Nk. (62.9) 


Cette relation permet de définir la constante de Boltzmann k comme 
la constante universelle des gaz rapportée à une molécule de gaz. Les 
valeurs de À et de k étant connues, la formule (62.9) permet de 
trouver le nombre d’'Avogadro. Selon les données actuelles W = 
= R/k = (6,022169 + 0,000040)-10% mole-1. 

5. L'échelle énergétique de température dans laquelle la quantité 
© joue le rôle de température est en théorie l'échelle la plus parfaite. 
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Elle ne diffère de l'échelle thermodynamique que par la dimension 
et l’unité de la température. Dans l'échelle énergétique la température 
est mesurée avec les mêmes unités que l'énergie. Le fait que l’on utilise 
pour mesurer la température une unité spéciale — le degré, tient à 
des circonstances historiques. D'autre part, les unités énergétiques 
de température, le joule et l’erg, sont trop grandes pour les tempé- 
ratures usuelles. Pour la mesure des très hautes températures il est 
commode d'utiliser une autre unité d'énergie — l’électron-volt. Nous 
avons déjà indiqué qu’à 1000-3000 K les molécules gazeuses se dis- 
socient et au-dessus de 10 000 K les atomes s’ionisent. On entend par 
températures très hautes les lempératures où l'ionisation devient impor- 
tante. On mesure habituellement les énergies d'ionisation en élec- 
trons-volts. L’électron-volt est l'énergie qu'acquiert un électron accéléré 
sous une différence de potentiel de 1 volt. L'énergie d’ionisation de 
l’atome d'hydrogène vaut 13,56 eV. Elle est dé même ordre de 
grandeur pour les autres atomes. Ce sont les gaz rares qui présentent 
les plus grandes énergies d’ionisation et ce sont les atomes des métaux 
alcalins qui se caractérisent par les plus faibles énergies d'ioni- 
sation. Ainsi l'énergie d’ionisation est d'une dizaine d'électrons- 
volts et c’est pour cela que cette unité est commode pour mesurer les 
très hautes températures. Comme la charge de l’électron e — 
= 1,60.10-1 C, 1 eV — 1,6-10-2 J = 1,6-10-1 erg. En utilisant 
la valeur de la constante de Boltzmann on en tire: 


1,6.10-12 
1eV — T0 1,16.10:K. 

Mille électrons-volts constituent un kiloélectron-volt. Les tempé- 
ratures qui se développent lors de l’explosion d'une bombe atomique 
ou d’une bombe H sont de l’ordre de 10 keV Æ 108 degrés. Pour 
initier les réactions thermonucléaires il faut échauffer le plasma à des 
températures de cet ordre. On désigne par réactions thermonucléaires 
les processus de fusion ou de désintégration des noyaux atomiques 
qui sont déterminés par les chocs des noyaux portés à de telles tem- 
pératures. 


PROBLÈMES 


1. Combien de molécules renferme un gramme d'eau? 

Réponse. 3,34-1022. 

2. Combien de molécules renferme un centimètre cube d'air à pression 
normale et à O °C? 

Réponse. 2,7-1019, 

3. Imaginons que toutes les molécules d’eau se trouvant dans un verre aient 
été marquées. Ensuite on vide le verre dans un conduit d'évacuation de l’eau. 
Au bout d’un temps assez long l’eau se trouve mélangée avec toute l’eau existant 
sur Terre. Combien de molécules marquées retrouvera-t-on dans un verre rempli 
par de l’eau de robinet ? 

Réponse. +103, 
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$ 63. Répartition uniforme de l’énergie cinétique 
entre les degrés de liberté 


1. Les formules (62.1), (62.2) et (62.3) montrent qu’à l'état d'équi- 
libre thermique l'énergie cinétique moyenne du mouvement du 
piston suivant l'axe du cylindre est égale à l'énergie cinétique 
moyenne du mouvement des molécules gazeuses le long de cette 
même direction. Si on néglige sa structure moléculaire, le piston est 
un système mécanique à un degré de liberté, puisque sa position est 
définie par la seule coordonnée x. La molécule, dont on négligerait la 
structure interne, possède trois degrés de liberté de translation, puisque 
sa position dans l’espace est définie par trois coordonnées x, y, 2. 
Le mouvement thermique étant parfaitement désordonné, toutes les 
directions des vitesses des molécules sont équiprobables. Les énergies 
cinétiques des mouvements d’une molécule le long des axes X, Y, Z 
sont en moyenne égales. On en conclut que dans un état d'équilibre 
thermique, à chaque degré de liberté de translation de la molécule et 
du piston revient la même énergie cinétique moyenne. Il est facile 
de calculer cette énergie cinétique moyenne en remarquant que 
d’après la formule (62.5) l'énergie cinétique totale d’une molécule 
est égale à £Eirans — 3/2 © — 3/2 kT. Cette énergie se répartit 
uniformément entre les trois degrés de liberté de la molécule. Il en 
résulte qu’à chaque degré de liberté de translation de la molécule revient 


en moyenne une énergie cinétique égale à Ecin = 1e = LT. 


2. Nous avons supposé plus haut que le piston se déplaçait libre- 
ment dans le cylindre. Cette condition n’est pas essentielle pour le 
résultat final. On peut imaginer que le piston est retenu dans sa 
position d'équilibre par un ressort. A l’état d'équilibre thermique 
l’énergie cinétique moyenne du piston sera toujours égale à 1/2 KT. 
En effet la période propre des oscillations du piston sur le ressort est 
très grande vis-à-vis de la durée du choc de la molécule contre le 
piston. La présénce du ressort ne peut pas affecter l'acte de collision 
entre la molécule et le piston, ce dernier se comportant dans cet acte 
comme s’il était libre. Mais en présence du ressort le piston possédera 
de l'énergie potentielle qui variera de façon rapide et irrégulière sous 
l’action des chocs des molécules ambiantes. Supposons que la force 
active est une force quasi élastique, donc proportionnelle au déplace- 
ment du piston par rapport à sa position d'équilibre. Calculons la 
valeur moyenne de l’énergie potentielle du piston dans l’état d'équi- 
libre thermique. Soit & le coefficient d'élasticité du ressort. Les 
oscillations libres du piston seront harmoniques : x — a cos (mt + 6) 


de pulsation © — V «/M. L'énergie potentielle du piston est 


Epot = 1/2 ax? = 1/2 aa? cos? (ot +6), 
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et son énergie cinétique est 
Ecin = 1/2 Max? = 1/2 Mao? sin? (ot + 8) = 1/2 aa2 sin? (ot + 6). 
Ecrivons ces expressions comme suit: 
Epot = 1/4 &a? [1 + cos 2 (wt + 6)], 
Eein = 1/4 aa? [1 — cos 2 (wt + 86)]. 


Les valeurs positives et négatives du cosinus étant équiprobables, la 
valeur moyenne de celui-ci est nulle. Ainsi 


Epot = Ecin — 1/4 aa?. (63.1) 


On entire (8,41) = 1/2 kT. Ainsi les valeurs moyennes des énergies 
cinétique et potentielle sont les mêmes. Si la force retenant le piston 
n'était pas quasi élastique, le résultat obtenu serait erroné. 

3. La présence du piston ne peut influer sur la répartition finale 
de l'énergie entre les gaz se trouvant de part et d'autre de celui-ci. 
Si on enlevait le piston, l'échange d'énergie entre les deux gaz 
s’effectuerait au moyen de chocs directs entre les molécules du gaz 1 et 
les molécules du gaz 2. L’ effet se trouve compliqué par le mélange 
(la diffusion) des gaz, mais à l'état d'équilibre thermique les énergies 
cinétiques moyennes des mouvements de translation des molécules 
des deux gaz seront les mêmes. Cette conclusion s'applique au mé- 
lange d’un nombre quelconque de gaz différents. 

4. Tenons compte maintenant de la structure moléculaire du 
piston et calculons l'énergie cinétique moyenne de translation de ses 
molécules. En notant uw la vitesse du centre de masse du piston, on a 


u = 02 miu;, 


où m; est la masse des molécules du piston et w; sont leurs vitesses 
le long de l’axe X.(On devrait écrire non pas v; mais u;,, mais on 
évite de le faire pour ne pas encombrer l'écriture.) En élevant au 
carré on obtient 


12Mw= 7 DS mimjlly. 
Calculons la moyenne de cette expression dans le temps. Le mouve- 
ment des molécules du piston étant absolument désordonné (uu;) = 


— 0 lorsque i  j. On ne retiendra dans la somme que les termes 
pour lesquels i = j. On obtient ainsi 


12M ()= = m3? (u?). (63.2) 


Nous avons établi plus haut que 4 Mu?) = : 1/2 RT, par consé- 
quent 


car Dirt (ut) = 4/2 HT. (63.3) 
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Si nous supposons maintenant que toutes les molécules du piston 
sont identiques, leurs masses m; seront les mêmes et 3m? (u?) — 
= Nmi (u?), où N = M/mi est le nombre total des molécules du 
piston. On obtient alors 


1/2 m, (u})= 1/2RT. (63.4) 


Nous voyons que pour les molécules du piston la répartition de 
l'énergie cinétique entre leurs degrés de liberté est uniforme : à cha- 
que degré de liberté de translation revient en moyenne une énergie 
cinétique égale à 1/2 kXT. Il est bien évident que du fait du caractère 
désordonné de l'agitation thermique, le résultat est valable pour les 
énergies de mouvement des molécules dans toutes les directions. Le 
fait d’avoir admis que toutes les molécules du piston étaient identi- 
ques ne présente aucune importance. 

5. Ce raisonnement permet de se débarrasser de la restriction que 
nous avons imposée au paragraphe précédent relativement à la 
densité des gaz. Remplaçons en effet le piston massif par un gaz 
aussi dense qu'on le voudra, enfermé entre deux parois rigides et 
appliquons aux molécules de ce gaz la formule (63.4). Nous consta- 
terons alors que le théorème de l’équipartition de l'énergie ciné- 
tique entre les degrés de liberté reste valable quelle que soit la 
densité du gaz. | 

6. Il n'est pas du tout nécessaire de rapporter nos considérations 
au piston. Quel que soit le corps considéré, à condition qu’il se trouve 
dans un état d'équilibre thermique, chaque degré de liberté de 
translation possède en moyenne la même énergie cinétique 1/2 kT. 
En utilisant ce théorème et en refaisant à rebours les développements 
qui avaient conduit à la formule (63.2), on arrive à un nouveau résul- 
tat essentiel. Considérons un corps macroscopique quel qu'il soit 
qui, immergé dans un milieu liquide ou gazeux, peut s’y déplacer 
librement en tous sens. Nous supposerons qu’il n’y a ni force de 
pesanteur ni aucun autre champ de force et que le corps reste dans 
sa position d'équilibre sous l’action d’une force quelconque telle 
que la force de poussée d’Archimède, la force élastique d'un ressort, 
etc. Dans tous ces cas le centre de masse du corps sera animé d’'agita- 
tions thermiques désordonnées dont la vitesse V satisfait à l'équation 


12 M (V5 D mt (0. 


Dans ce qui précède nous avons supposé connu le premier membre 
de cette égalité. Maintenant nous connaissons le second membre et 
nous voulons déterminer le premier. Comme toute. molécule possède 
trois degrés de liberté de translation, on a 1/2 m; (vi) = 3/2kT et 
par suite. 


he Dontop=s2RT 2E  shaur, 
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te qui donne 
1/2 M (V2) =3/2RT. (63.5) 


Au mouvement de translation du centre de masse d'un corps macroscopique 
correspond en moyenne la même énergie 3/2 kT que celle qui revient 
au mouvement de translation d'une seule molécule. On peut donc dire 
que de ce point de vue tout corps macroscopique se comporte comme 
une molécule gigantesque. 

Lorsqu'un corps tourne d’un bloc autour d’un axe immobile et 
qu'il se trouve dans un état d'équilibre thermique, il possède en 
moyenne une énergie cinétique égale à 1/2 kT. Pour le démontrer il 
suffit de remarquer que la vitesse angulaire Q de rotation du corps 
autour d’un axe immobile est égale au quotient du moment ciné- 
tique du corps par son moment d'inertie { rapporté au même axe: 


Ÿ miriu 
RD PR 


où u, est la composante de la vitesse de la i-ème molécule suivant la 
normale à l’axe de rotation et au rayon vecteur r;. Par analogie 
avec la formule (63.2) on obtient 


1/27 (= D mir (ub, 
d'où 


1/2 I (Q2) = 127 27 me y) KT. 


7. Ces différentes considérations constituent autant d'arguments 
démontrant le théorème classique de l'équipartition de l'énergie ciné- 
tique entre les degrés de liberté et précisant sa signification dans des 
cas particuliers. Nous donnons ci-après l'énoncé général de ce théorè- 
me sans en donner la démonstration. Au préalable il est utile de 
rappeler certaines notions de mécanique classique. 

En théorie classique on assimile les atomes à des points maté- 
riels et tout corps macroscopique à un système de points matériels. 
Si N est le nombre de points matériels du système et qu’on n’impose 
aucun lien supplémentaire limitant la liberté de mouvement du sys- 
tème, on doit connaître 3N coordonnées pour fixer de façon univoque 
les positions de ces N points. La mécanique classique considère 
également des modèles mécaniques tels que les mouvements de leurs 
points matériels soient limités par des liens. En présence de liens le 
nombre de coordonnées indépendantes requises pour fixer univoque- 
ment les positions de tous les points matériels du système est plus 
petit. On choisira pour coordonnées indépendantes les coordonnées 
cartésiennes des points matériels servant à exprimer toutes les autres 
coordonnées. Le nombre f de ces coordonnées indépendantes s'appelle 
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nombre de degrés de liberté du système. 11 n’est d’ailleurs pas nécessaire 
d’utiliser des coordonnées rectangulaires. On peut fort bien prendre f 
quantités quelconques qi, 42, . . ., g; qui permettent de caractériser 
univoquement la configuration du système. On appelle ces quantités 
des coordonnées généralisées et leurs dérivées par rapport au temps 


Qus os » +» gr des vitesses généralisées. 
Les rayons vecteurs r,; des points matériels du système sont des 
fonctions des coordonnées généralisées : 


Pi Fi Qu or + + + Qf). 
Par conséquent 


LL? __ ôr; à ôr; * êr; * 
Viri— E7A Gi + ETA te. + Er Qi 


i.e. les vitesses usuelles v; des points matériels sont des fonctions 


linéaires homogènes des vitesses généralisées 1, 2, . . ., g,. Les coef- 
ficients figurant dans ces fonctions dépendent d’une façon générale 
de toutes les coordonnées généralisées du système raécanique. En uti- 
lisant l'expression de l'énergie cinétique du système nous obtenons 


N ff se 
Ecin = 122 mjvi = 1/2 2, à AixdiQn (63.6) 


L'énergie cinétique se présente sous forme d’une expression quadra- 
8 p P q 


tique des vitesses généralisées q;. Les coefficients a;, figurant dans 
cette expression dépendent en général des coordonnées généralisées 
ir ar - + 

Dans le cas général les termes figurant dans la somme (63.6) 
sont des produits des différentes vitesses généralisées prises deux par 
deux. De ce fait ces termes ne peuvent être généralement interprétés 
comme les énergies cinétiques revenant à chaque degré de liberté 
du système. On peut cependant choisir des coordonnées généralisées 
telles que cette interprétation devienne possible. On démontre en 
mathématiques que par un choix convenable des coordonnées géné- 
ralisées, La forme quadratique (63.6) peut toujours être diagonalisée 
et ne contiendra que des termes quadratiques, à l'exclusion de tous 
les produits des vitesses généralisées prises deux par deux. Avec un 
tel choix de coordonnées généralisées 


Î L] 
Ean= 12 à ag} (63.7) 


où les coefficients a; sont des fonctions des coordonnées généralisées. 
Si seul le i-ème degré de liberté est excité, la somme (63.7) se réduit 


à un seul terme 1/, ag que l’on peut interpréter comme l'énergie 
cinétique revenant au i-ème degré de liberté. Ainsi, avec ce choix 
de coordonnées généralisées, l'énergie cinétique totale du système 
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se présente comme la somme des énergies cinétiques rapportées aux 
degrés de liberté individuels. Par exemple, en adoptant pour axes 
de coordonnées les axes principaux de rotation d'un corps solide, son 
énergie cinétique pourra être représentée à tout instant par l’expres- 
Sion 


M se . ° À CE . 0 
En = (+ y2+ 22) + (Li + Lqi + LP), 


où M est la masse du corps, x, y, z sont les coordonnées rectangulaires 
de son centre de masse, Z,, 71,, 1, les moments d'inertie du corps par 


rapport aux axes de coordonnées, p,, @,, æ, les vitesses angulaires 
de rotation du corps par rapport aux mêmes axes. 

Dans la théorie de la capacité calorifique que l’on exposera plus 
loin, on supposera que les coordonnées généralisées sont choisies de 
manière que l'énergie cinétique s'exprime par des formules de la 
forme (63.7), donc par la somme des termes quadratiques. 

8. Du fait des interactions les énergies des particules correspon- 
dant aux mouvements thermiques doivent varier rapidement et de 
façon désordonnée au cours du temps. Par suite les termes de la 
somme (63.7) doivent varier eux aussi de façon désordonnée. La 
connaissance des valeurs moyennes des termes de cette somme est 
importante pour la théorie cinétique. Le principal théorème applicable 
aux systèmes classiques stipule qu’à l'état d'équilibre thermique chaque 
degré de liberté possède en moyenne la même énergie cinétique. Cette 
proposition est appelée théorème sur l’équipartition de l'énergie ciné- 
tique suivant les degrés de liberté d'un système. Initialement ce théorè- 
me fut démontré par Maxwell et Boltzmann dans des cas particuliers. 
La démonstration de ce théorème dans le cas général est donnée en 
mécanique statistique mais dépasse le cadre de notre cours. Aussi 
ferons-nous seulement remarquer que cette démonstration se fonde, 
d’une part, sur l'hypothèse que les lois de la mécanique classique s'appli- 
quent aux systèmes atomiques et moléculaires, et d'autre part, sur une 
hypothèse de probabilité générale (hypothèse dite ergodique) que l’on 
doit adopter pour mettre en accord la physique statistique et la 
thermodynamique axiomatique. 

À l'équilibre thermique l'énergie cinétique moyenne revenant à 
un degré de liberté d'un système atomique ou moléculaire est égale à 
1/2 kT. Pour s’en rendre compte il suffit d'imaginer que le systèmé 
considéré est en contact thermique avec un gaz monoatomique ayant 
même température que le système. Comme pour le gaz cette énergie 
est égale à 1/2 AT, le théorème de l’équipartition implique que n'im- 
porte quel degré de liberté du système doit avoir la même énergie. 

‘Lorsque les coordonnées généralisées sont telles que dans (63.6) 
figurent également des produits de deux vitesses généralisées, il est 
superflu de parler de la répartition de l'énergie cinétique entre les 
degrés de liberté, car le théorème de l’équipartition se trouve alors 
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généralisé. Puisque £,;, est une fonction homogène de second degré 
en vitesses généralisées, on a, conformément au théorème d’Euler 


S'en g,= 2Eoine (63.8) 
i ôgi 


On démontre en mécanique statistique qu'à l'équilibre thermodyna- 
mique les valeurs moyennes de tous les termes figurant dans le 
premier membre sont les mêmes. Par conséquent 


2Ecin _ 
1/2 (en . q)= 1/2 kT. (63.9) 


Ce résultat est La généralisation du théorème de l’équipartition de 
l'énergie cinétique suivant les degrés de liberté. 

9. Si on mélange deux gaz parfaits n’entrant pas entre eux en 
réaction chimique et ayant même température, les énergies ciné- 
tiques moyennes de translation des molécules de chacun des gaz ne 
changeront pas. Autrement dit les températures des deux gaz ne 
varient pas du fait de leur mélange. Pour des gaz polyatomiques cette 
assertion n’est nullement évidente, étant a priori une conséquence 
du théorème de l’équipartition de l'énergie cinétique suivant les 
degrés de liberté. En effet la température d’un gaz est déterminée 
par l’énergie cinétique moyenne du mouvement de translation de 
ses molécules. Si le gaz est polyatomique, son énergie interne se 
répartit d’une façon bien définie entre l’énergie cinétique de transla- 
tion, l'énergie de rotation et l'énergie des mouvements intramolé- 
culaires. La température ne variant pas du fait du mélange des gaz, 
oneninfère que ces répartitions énergétiques n’en sont pas affectées. 
Or c’est ce qu’on déduit directement du théorème de la répartition 
uniforme de l’énergie cinétique suivant les degrés de liberté. 

La démonstration de la loi de Dalton appliquée aux gaz poly- 
atomiques se fonde elle aussi sur ce théorème. Soient deux gaz. 


n’entrant pas en réaction chimique entre eux. Notons Æ; sans et 


E, trans les énergies cinétiques moyennes de translation de toutes: 
les molécules de ces deux gaz. Supposons qu'avant et après le mélange: 
les gaz occupaient des volumes V égaux. Ainsi, avant qu'ils ne soient. 


mélangés, on avait P,V = 2/3 E; ysames PaV = 2/3 E transe Si avant: 
le mélange les deux gaz avaient la même température, les énergies 


Hasselt Es trans resteront les mêmes après le mélange. Par consé- 
quent la pression P du mélange des gaz sera donnée par 


PV = 2/3 D = 2/3 (Eitrans + Ernie) 5. (P; nn P;) V, 


d'où P = P,. + P,, i.e. la pression d’un mélange de gaz parfaits 
est égale à la somme de leurs pressions partielles. 


te 
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$ 64. Le mouvement brownien 


1. Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent ont reçu 
une remarquable confirmation expérimentale dans les études du 
mouvement brownien. Cet effet fut découvert en 1827 par le botaniste 
écossais Brown (1773-1858) lors des essais des objectifs achromatiques 
qui venaient d'être mis en service. L'effet consiste en ce que les 
fines particules en suspension dans un liquide sont continuellement 
animées de petits mouvements. Ce mouvement ne cesse jamais et 
dans une cuvette fermée (pour éviter l’évaporation du liquide) on 
peut l'observer pendant des mois et des années. On peut l’observer 
dans les inclusions liquides contenues dans des cristaux de quartz 
existant depuis des millénaires. Ce mouvement est perpétuel et 
spontané. : 

Le mouvement brownien que l'on observe dans les liquides est 
d'autant plus intense que la viscosité du liquide est petite. On le 
décèle avec peine dans de la glycérine mais il est extrêmement intense 
dans les gaz. Perrin réussit à observer le mouvement brownien de 
gouttelettes déposées sur les « plages noires » des bulles de savon 
(ce sont les régions les plus minces des bulles de savon). Le diamètre 
de ces gouttelettes était de 100 à 1000 fois plus grand que l'épaisseur 
de la pellicule de savon. Le mouvement brownien suivant la normale 
à la pellicule est négligeable, mais dans le plan de la pellicule il 
est extrêmement intense (presque autant que dans les gaz). Dans un 
liquide donné le mouvement brownien est d’autant plus intense que 
les particules sont plus fines et son intensité augmente avec la tem- 
pérature du liquide. Le mouvement brownien est indépendant de la 
substance des particules. Dans un liquide donné deux particules de 
même forme et de mêmes dimensions sont animées exactement des 
mêmes mouvements, sans que la nature ou la densité de la substance 
des particules jouent aucun rôle. 

Même si les particules se trouvent très près les unes des autres, 
leurs mouvements browniens sont absolument indépendants; il ne 
peut donc être question de l'influence des courants, donc de l’origine 
convective du mouvement brownien. Le mouvement brownien résulte 
des chocs qu’appliquent aux particules en suspension les molécules 
ambiantes animées de mouvements d’agitation thermique. Les chocs 
ne s’équilibrent jamais exactement, de sorte qu'à chaque instant la 
particule se meut dans une certaine direction. Après un court inter- 
valle de temps la direction de la résultante de la force des chocs molé- 
culaires change et Ja particule se meut dans une direction différente. 
Ainsi, sous l’action des chocs des molécules du milieu ambiant, la 
vitesse des particules browniennes varie de façon continue et dé- 
sordonnée en grandeur et en direction. C’est l'effet brownien. Il 
est curieux de noter que Lucrèce (« De natura rerum ») avait prévu 
et décrit cet effet mais n’avait, évidemment, pu l’observer, 
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2. La théorie quantitative du mouvement brownien se fonde sur 
la formule (63.5). Si on pouvait mesurer la vitesse instantanée d’une 
particule brownienne, cette formule permettrait de calculer la valeur 
de la constante de Boltzmann # et de là le nombre d’'Avogadro N Æ 
Æ R/k. De nombreuses tentatives avaient été faites de mesurer avec 
précision les vitesses mais les résultats étaient toujours décevants. La 
raison en est qu'il est pratiquement impossible de mesurer avec pré- 
cision la vitesse instantanée V d’une particule. Si on mesure la 
distance entre deux positions successives occupées par la particule 
brownienne et qu'on la divise par le temps + que met la particule 
pour parcourir cette distance, on obtient une valeur de la vitesse 
de l’ordre de quelques micromètres par seconde. À cette vitesse 
correspond une énergie cinétique des mouvements browniens près 
de 10° fois plus petite que l'énergie réelle des particules. Quelque 
petit que soit un intervalle de temps 7 le trajet des particules brow- 
niennes entre les positions considérées n’est pas rectiligne et comporte 
un nombre énorme de zigzags se succédant sans cesse et de façon 
désordonnée. 

On ne put soumettre à vérification l'interprétation cinétique et 
moléculaire du mouvement brownien et en déduire les valeurs des 
constantes k et N qu'après qu'Einstein eût élaboré en 1905 une 
théorie mathématique de l'effet où n'intervenait pas la vitesse 
instantanée des particules browniennes. On trouve à sa place la 
longueur d’un segment de droite reliant les positions de la particule 
à deux instants, qui est une grandeur mesurable. Il est curieux de 
noter que lorsque Einstein élaborait sa théorie, il ne connaissait pas 
l'existence du mouvement brownien qu'il pressentit et dont il 
donna une théorie quantitative. En 1906, le physicien polonais Marian 
Smoluchowski (1872-1917) élabora indépendamment d’Einstein 
une théorie quantitative de l’effet brownien qui aboutit à une for- 
mule approchée différant de la formule d’Einstein par un facteur 
numérique voisin de l'unité. Nous donnons ci-dessous une démons- 
tration simplifiée de la formule d’Einstein reportant au $ 93 une 
démonstration plus rigoureuse et plus proche de celle d'Einstein. 

3. Posons que la particule brownienne est une petite bille de 
rayon a et étudions son mouvement au sein d’un liquide. Lorsqu'une 
petite sphère de rayon «& est en mouvement uniforme dans un liquide 
avec une vitesse V, elle est soumise, comme le montrent l’expérience 
et la théorie, à une force de résistance 7 proportionnelle à la vitesse V. 
Le coefficient de proportionnalité figurant dans la formule 


V=BF (64.1) 


s'appelle mobilité de la particule. Stokes (1819-1903) a calculé la 
mobilité d'une particule sphérique: 
1 
 Enna ? 


(64.2) 
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où n est le coefficient de frottement interne des liquides. Aïnsi la 
mobilité d'une particule sphérique est inversement proportionnelle 
à son rayon. On peut la déterminer en mesurant la vitesse de chute 
en régime permanent sous l’action de la différence entre la force de 
pesanteur et la force d’Archimède. I1 suffit de mesurer la mobilité 
d’une grosse particule. En notant a, son rayon et B, sa mobilité, 
la mobilité d’une particule de rayon a s'obtient à l’aide de la for- 


mule B ="®8B,. 
a 


L'équation du mouvement le long de l'axe X d’une particule 
brownienne est 


Me +i+ x. 


Le premier terme du second membre représente la force de frottement 
régulière due au mouvement de la particule brownienne avec une 


vitesse x. Le deuxième terme X tient compte des chocs désordonnés 
des molécules ambiantes sur la particule brownienne. En fait le 
premier terme représentant la force de frottement est lui aussi déter- 
miné par les chocs moléculaires. Cependant, lorsque la particule est 
déjà en mouvement, les chocs qui agissent à l’encontre du mouve- 
ment sont en moyenne plus forts que ceux qui agissent dans le sens 
du mouvement. C’est cette circonstance que prend en compte le 


terme —zx/B. Le terme X caractérise la force de poussée à laquelle 
aurait été soumise de la part des molécules la particule supposée 
immobile. La valeur moyenne de cette dernière force est égale à zéro. 

Multiplions l'équation précédente par x et transformons le résul- 


s 


tat obtenu à l’aide des identités suivantes: 


d . d2 . . 
_ y8 — . #2 972 
TR 22x ; Te © 2x2 + 2xx. 


On obtient ainsi 


ML AL 2 9Mr—9Xr 
dt? B dt | Fe È 


Repérons la coordonnée x par rapport à la position qu’occupait la 
particule à l'instant &t — 0. Ecrivons l'équation ci-dessus pour cha- 
cune de la totalité des particules browniennes identiques, sommons- 
les, puis divisons le résultat par le nombre total de ces particules. 
Bref, on prend la moyenne de l’équation précédente sur toutes les 
particules. Le mouvement moléculaire étant chaotique (Xzx) = 0. 


D'autre part, d’après la formule (63.5) (M2?) = k#T. On obtient 
ainsi 


d? 1 
M rs (9) + (ut) —2RT = 0. (64.3) 
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&. Il n’est pas nécessaire de chercher la solution générale de cette 
équation, car on peut emprunter une voie plus facile. Démontrons 
d’abord que le carré moyen (x?) des déplacements d’une particule 
brownienne est proportionnel au temps {. En remarquant que toutes 
les positions qu'occupe la particule brownienne et tous les instants 
sont absolument équivalents, on peut dire que le déplacement que 
subit la particule brownienne au cours du temps #, — f, est une 
fonction aléatoire de la différence f, — t,, qui ne dépend pas des 
instants #, et &. Le mot « aléatoire » signifie que cette fonction n’est 
pas encore déterminée par la valeur de la variable £, — f,. Pour une 
seule et même valeur de £, — £, le déplacement de la particule peut 
avoir des valeurs différentes dont les probabilités sont également 
différentes. L’argument £, — £, détermine non pas les déplacements 
eux-mêmes, mais leurs probabilités. Nous noterons Tig—ts les déplace- 
ments, l'argument £, — t, étant utilisé comme indice. Ïl est clair 
que la somme des déplacements d'une particule au cours de deux 
intervalles de temps successifs de 0 à £ et de t à à + Tv est égale à 
son déplacement au cours du temps compris entre 0 et & + +, c’est-à- 
dire 

Tir = Ti Te 


Elevons cette relation au carré, prenons la moyenne et remarquons 
que (ææxs) = 0. On obtient 


(tt+x) = (xt) + (xt). 


La valeur moyenne (x?) représente évidemment la fonction régulière 
ordinaire de l'argument f, qui se trouve univoquement définie par 
la valeur de t. En la notant f (£) écrivons la relation ci-dessus sous 
la forme 


fE+r)=fEO +f(0 


11 résulte de cette équation fonctionnelle que j (t), qui est (x?}, est 
une fonction linéaire homogène du temps f, c.q.f.d. Ces raisonne- 
ments sont évidemment valables pour les particules browniennes de 
forme quelconque et non seulement sphériques. On doit donc avoir 
(x?) — At. On détermine la constante À en portant cette expression 
dans (64.3). Le résultat définitif est 


(a?) = 2kTBt. (64.4) 


C'est la formule d'Einstein *). x y désigne le déplacement de la par- 
ticule dans une direction donnée (que nous avons confondue avec 
l’axe X), autrement dit x est la projection du déplacement total r 
sur cette direction. De toute évidence r? — 2? + y? ++ z?. En prenant 
la moyenne et en remarquant que (x?) — (y?) = (z*), on trouve 


*) Notons que la formule de Smoluchowski ne se distingue de celle d’Eins- 
toin (64.4) que par ce qu'à la place du facteur 2 on y trouve le facteur 64/27. 
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{r3) = 3 (x°). On peut donc écrire la formule d’Einstein comme suit : 
{r?) = GXTBt. (64.5) 


5. La formule (64.4) a été expérimentalement vérifiée par le 
physicien français Jean Perrin (1870-1942) dans une série de recher- 
ches dont les premières remontent à 1908. Perrin notait à des inter- 


Fig. 46 


valles de,temps égaux (f — 30 s) les positions successives d’une 
particule brownienne donnée se trouvant dans le champ de vision 
du microscope et reliait ces différentes positions par des segments de 
droite. Nous reproduisons sur la figure 46 un des graphiques relevés 
par Perrin. On y voit les parcours de trois particules. La longueur 
de 16 cases du graphique représente 50 um, le diamètre de la particule 
brownienne étant égal à 0,53 um. Il est bien évident que ce graphique 
ne donne qu'un aperçu bien incomplet de curieuses cassures de la 
trajectoire réelle d’une particule. Si on avait relevé, par exemple, 
les positions de la particule à des intervalles de temps 100 fois plus 
courts, chacun des segments rectilignes aurait été remplacé par une 
ligne brisée en zigzag aussi compliquée que l’est le dessin de la 
figure 46. Cela permet de se rendre compte de l'impossibilité de 
déterminer la vitesse réelle d’une particule brownienne le long du 
segment de droite qu’elle parcourt dans un intervalle de temps donné, 
même s'il est très court. À l’aide de ce dessin on détermine aisément 
les projections des déplacements considérés d’une particule brow- 
nienne sur n’importe quelle direction,l axe horizontal par exemple. 
On peut calculer ensuite la valeur du carré moyen du déplacement 
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(x?) et trouver à l’aide de la formule (64.4) la constante de Boltzmann 
k et le nombre d'Avogadro N. Perrin trouva pour ces constantes des 
valeurs en bon accord, dans les limites des erreurs de mesures, avec 
les résultats obtenus par d’autres procédés. 


$ 65. Mouvement brownien rotatoire 


Du point de vue théorique l'étude du mouvement brownien rota- 
toire est plus simple que celle du mouvement brownien de transla- 
tion ; son étude expérimentale est également plus simple et se réalise 
comme suit. 

On attache à un fil de quartz très fin un tout petit miroir. Sous 
l’action des chocs exercés par les molécules du gaz ambiant, le 
miroir exécute ces oscillations de torsion désordonnées autour de sa 
position d'équilibre. C'est l'effet de mouvement brownien rotatoire. 
Pour l’observer on projette sur le miroir un pinceau lumineux qui 
après réflexion tombe sur une échelle graduée. En notant la position 
du spot lumineux sur l’échelle on détermine la position angulaire du 
miroir. Lorsque le miroir tourne d’un certain angle, le fil de suspen- 
sion se tord du même angle. Le fil tordu possède une énergie poten- 
tielle égale à 1/2 fp?, où f est le module de torsion du fil et l'angle 
de déviation du miroir par rapport à sa position d'équilibre. Si le 
miroir n'était soumis à aucune autre force, il aurait exécuté des 
oscillations de torsion harmoniques. 

Lorsqu'un système exécute des oscillations harmoniques les 
valeurs moyennes des énergies potentielle et cinétique sont toutes 
deux égales à 1/2 &T. On arrive ainsi à la formule f (®°?) — XT, d’où 


= L (2. (65.1) 


Cette formule permet de calculer la constante de Boltzmann k. 
Dans le second membre figurent des grandeurs pouvant être déter- 
minées expérimentalement. On détermine la quantité (°?) en notant 
les positions du spot sur l’échelle graduée à des intervalles de temps 
réguliers. On en déduit les coordonnées angulaires du miroir, c'est-à- 
dire les valeurs &,, &2, . . ., o, de l’angle que forme le plan du miroir 
avec un plan vertical fixe servant de repère. Lorsque le nombre n 
est grand, la coordonnée angulaire «&, du plan du miroir dans sa 
position d'équilibre est égale à la moyenne arithmétique des angles 
3 Los + + + An. De là on déduit les déplacements angulaires du miroir 
par rapport à la position d'équilibre: mp, = @ — &5, ..., On = 
= An — Lp, puis la quantité 

2 2 
(g= Eu + Pa | 

Pour déterminer le module de torsion f du fil de suspension on 

dévie le miroir de sa position d'équilibre d’un angle qui est grand par 
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rapport à V {p*). Le miroir se met à exécuter alors des oscillations 
de torsion régulières auxquelles se superposent des vibrations brow- 
niennes. Ayant mesuré la période 7 de ces oscillations de torsion on 
<alculera f par la formule 


T=2n Vi, 

où J est le moment d'inertie du miroir qui ne figure pas dans (65.1). 
En théorie les dimensions du miroir pourront être aussi grandes 
qu'on le voudrait, puisque sa masse, ses dimensions et sa forme 
n’influent pas sur la valeur de (p°?). La masse du miroir a pour limite 
la résistance à la rupture du fil de suspension. D'autre part, la théorie 
n’est vérifiée que si on peut négliger la masse du fil par rapport à 
celle du miroir. L'expérience fut réalisée en 1932 par Kappler. Les 
résultats qu’il obtint dans l’une des expériences sont les suivants: 

T=287K, f—9,43.1016 N:m--9,43.10"? dyne-cm, 
(p?) = 4,18:106, 
De là on obtient 
9,43.40-18.4,48.408 

287 = 

= 1,38.10723 J/K —1,38-107!5 erg/K. 


Le nombre d'Avogadro est alors égal à N = R/k — 6,02:10?% mole-t, 


k — Lg = 


$ 66. Théorie classique de la capacité calorifique 
des gaz parfaits 


1. La théorie classique de la capacité calorifique se fonde sur l'hypo- 
thèse que les lois de la mécanique newfonienne sont applicables aux 
systèmes atomiques et moléculaires. Comme en réalité le domaine de 
validité de la mécanique newtonienne est dans ce cas limité, la 
théorie classique n'a pu donner une solution parfaitement satisfai- 
sante à ce problème et fut remplacée plus tard par une fhéorie quan- 
tique. Néanmoins, dans de nombreux cas, la théorie classique con- 
duisait à des résultats qui étaient conformes aux résultats expé- 
rimentaux. La raison de ces succès de la théorie classique se résume à 
ce qu'elle constitue un cas limite approché de la théorie quantique 
et a donc un domaine de validité déterminé. Dans son domaine de 
validité les résultats de la théorie classique ne diffèrent pratiquement 
pas de ceux de la théorie quantique. Nous commencerons l'étude de 
la question par un exposé de la théorie classique car on pourra déga- 
ger ainsi les difficultés de principe auxquelles se heurte la physique 
classique et qui ne purent être surmontées que grâce au développe- 
ment des conceptions quantiques. 

Aux systèmes classiques s’applique le théorème de l’équipartition 
de l'énergie cinétique suivant les degrés de liberté. En s'appuyant 
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sur ce théorème on peut élaborer une théorie classique de la capacité 
calorifique des gaz et des corps solides. Commençons par la capacité 
calorifique des gaz. Nous avons montré au $ 24 que pour les gaz 
parfaits 
R 

Cyr Cr Vr. (66.1) 
Ces formules montrent que la constante adiabatique y détermine 
univoquement les capacités calorifiques C- et C? des gaz parfaits. 
Il s'ensuit que pour confronter les résultats théoriques et expérimen- 
taux il suffit de comparer les valeurs théoriques et expérimentales de 
la seule constante adiabatique Y. 

L'énergie interne d’un gaz se compose de l'énergie cinétique des 
mouvements de translation, de rotation et du mouvement interne 
des molécules et des atomes et de l'énergie potentielle de leurs in- 
teractions. Dans le cas de gaz parfaits où toutes les forces moléculaires 
sont négligeables, on peut négliger l'énergie potentielle d’interac- 
tions des molécules. 

2. Chaleur massique molaire des gaz mo- 
noatomiques. Assimilons les molécules d'un gaz monoatomi- 
que à des points matériels. Ceux-ci ne peuvent exécuter que des 
mouvements de translation et la totalité de l’énergie interne du gaz 
se réduit à l'énergie cinétique des mouvements de translation des 
atomes. L'énergie cinétique moyenne par atome est égale à 3/2 6 — 
= 3/2 KT. L'énergie interne d’une mole de gaz est donc 


U = N.3/2 kT = 3/2 RT, (66.2) 


où NV est le nombre d'Avogadro. On-en tire la chaleur massique 
molaire à volume constant : 


Cy = dUIAT = 3/2 R & 12,5 J/(K :mole) & 3 cal/(K-mole) (66.3) 
et à pression constante: 
Cp=—Cy - R—=5/2R%& 920,8 J/(K-mole) & 5 cal/(K-mole). 


(66.4) 
Tableau 3 Tubleau 4 
Gaz TK | ‘ Gaz T,K 

Tu 527 4,666 H, 280 1,407 
290 1,660 293 4,398 
LE (7 1,673 Na {oe 1419 
Ne 292 1,64 293 1,398 
0 197 1,441 
nm | {2 | 16 lil TE 
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La constante adiabatique est égale à 
y = CplCy = 5/3 = 1,67. (66.5) 


Dans le tableau 3 on a rassemblé quelques valeurs expérimentales de 
y pour des gaz monoatomiques, qui montrent un bon accord avec 
la théorie. 

8. Chaleur massique molaire des gaz bi- 
atomiques. Le modèle de molécule des gaz biatomiques se 
présente sous forme de deux points 
matériels 1 et 2 à liaison rigide 
(fig. 47). Ce modèle ressemble à un 
haltère. Pour fixer sa position 
dans l’espace il suffit de connaître 
cinq coordonnées indépendantes. La 
position du premier point matériel 
est définie par trois coordonnées 
rectangulaires x,, ÿ1,.2,; la position 
de l’autre point est définie par 2, 
Ya, 22. Ces six coordonnées ne sont 
pas toutes indépendantes puisqu'elles doivent satisfaire à larelation 


(ta — 2) + (ue — y) + (22 — 21)? = DEA = const, 


exprimant le fait que la distance L,, entre les points Z et 2 reste 
constante. Il ne subsiste donc que cinq coordonnées indépendantes 
et la molécule possède cinq degrés de liberté. 

En théorie classique il n’est pas nécessaire de fixer les coordonnées 
caractérisant la configuration de la molécule, puisqu'il suffit de 
connaître l’énergie cinétique moyenne de la molécule. On peut 
calculer cette énergie à l’aide des formules générales (63.8) et (63.9) 
selon lesquelles l'énergie cinétique moyenne de la molécule est 
égale à 1/2 fkT, f étant le nombre de degrés de liberté (pour une molé- 
cule biatomique f = 5). La théorie quantique de la capacité calori- 
fique exige que l'énergie cinétique totale de la molécule soit répartie 
suivant les degrés de liberté bien déterminés. Il est commode de 
prendre pour coordonnées généralisées les trois coordonnées rectan- 
gulaires du centre de masse de la molécule biatomique et deux angles 
définissant la direction de l'axe 12. L'énergie cinétique de la molé- 
cule se compose de l’énergie cinétique du mouvement de translation 
de son centre de masse et de l’énergie cinétique de rotation autour 
du centre de masse : 


Ecin= 1/2 mv?+1/2 Ie 
T est le moment d’inertie de la molécule rapporté à un axe passant 


par 0 et orthogonal à la droite 72. En décomposant v et w en leurs 
composantes, on peut représenter Æ\ sous forme d’une somme de 
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cinq termes: 
E'cin = 1/2 mv?+1/2 mui+1/2 mvi+ 1/2 1 ,o?+1/21,o. 

Cette formule donne la décomposition de la grandeur Ein en énergies 
cinétiques correspondant à trois degrés de liberté de translation et 
à deux degrés de liberté de rotation. À chacun de ces degrés de 
liberté revient en moyenne une énergie cinétique égale à 1/2 AT, de 
sorte que nous retrouvons le même résultat que ci-dessus Æcin — 
— 5/2 KT. En théorie classique l'énergie interne d'une mole de gaz 
biatomique est donnée par l'expression 


U = N.5/2 KT = 5/2 RT. (66.6) 
On en déduit 


Cy = dUIAT = 5/2 R & 20,8 J/(K -mole) & 5 cal/(Kemole), (66.7) 


Cr=Cy +R =72R = 9,1 J/(K-mole) & 7 cal/(Kemole), 
(66.8) 


y = ChlCy = 715 = 1,4. (66.9) 


Les valeurs expérimentales de y pour plusieurs gaz biatomiques sont 
indiquées au tableau 4, page 219. 

4 Chaleur massique molaire des gaz po- 
lyatomiques. Si on assimilait la molécule à un corps solide, 
ce modèle posséderait six degrés de liberté — trois de translation et 
trois de rotation. Son énergie cinétique moyenne serait alors égale à 
6.1/2 KT — 3 kT. Ainsi pour les gaz polyatomiques U = N:3 &T — 
= 3RT, 


Cy = 3R & 24,9 J/(K:mole) & 6 cal/(K-mole), 
Cp = 4R = 38,3 J/(K-mole) & 8 cal/(K-mole), 


Y = CrlCy = 413 = 1,38. 


(66.10) 


A une température de 292 K l'expérience fournit pour CH, y = 
= 1,320 et pour SO, y = 1,260. 

Supposons maintenant que la molécule possède f degrés de liberté 
et que toute son énergie est de l'énergie cinétique. On aura alors 


Cv=ÈR, Cr, (66.11) 
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L'énergie cinétique de translation de toutes les molécules est 


(Eirane) = N° 3/2RT = + U. 


Par conséquent 
PV = 2/3 (Eirans) = + U=RT. (66.12) 


PROBLÈME 


Calculer à l’aide de la théorie classique les chaleurs massiques c, et cp 
d'un mélange de gaz parfaits constitué par v, moles! de gaz monoatomique, v, 
moles de gaz biatomique et v,; moles de gaz polyatomique. Les masses molécu- 
laires de ces gaz sont respectivement M,, M:, M3. 

Réponse. 


ne 3vr + 5vs + 6Va RE 5V, + 7va + 8vs : 
D ZM vo veMg)  P 2(iMi+ VaMat Vols) 


$ 67. Échauffement et refroidissement adiabatiques 
des gaz du point de vue de la théorie 
cinétique et moléculaire 


1. Appliquons les résultats que nous avons obtenus ci-dessus à la 
compression et à la détente adiabatiques d’un gaz parfait. Nous avons 
déjà étudié cette question du point de vue de la thermodynamique 
formelle (cf. $ 21) et nous avons montré que dans des conditions 
d’adiabaticité le gaz s’échauffait à la compression et se refroidissait 
à la détente. La thermodynamique formelle ne permet pas de déceler 
le mécanisme de ce phénomène ainsi que de tout autre phénomène 
physique. Mais la théorie cinétique peut le faire. Nous supposerons 
que le gaz contenu dans un cylindre fermé par un piston mobile est 
soumis dans des conditions d’adiabaticité soit à une détente soit à 
une compression grâce à des déplacements du piston. Si le piston 
restait immobile, les molécules gazeuses après réflexion sur le piston 
auraient en moyenne les mêmes valeurs des vitesses qu'avant ré- 
flexion. Il n’en sera pas ainsi si le piston est en mouvement, car les 
molécules après réflexion n'auront en moyenne la même vitesse 
moyenne qu'avant réflexion que dans un référentiel par rapport 
auquel le piston est au repos. Par rapport aux parois immobiles du 
cylindre les vitesses moyennes des molécules varient du fait de leur 
réflexion. Si le piston s’enfonce dans le cylindre, les vitesses des 
molécules qui s’y réfléchissent doivent augmenter, ce qui correspond 
à un échauffement du gaz. Si le piston se meut en sens inverse, les 
vitesses des molécules réfléchies diminuent et le gaz se refroiïdit. 
Cet effet est analogue à la variation de vitesse que subit une balle 
parfaitement élastique lorsqu'elle rebondit sur un mur mobile. Si 
le mur et la balle se déplacent à l’encontre l’un de l’autre, la balle 
rebondit avec une vitesse plus grande et si le mur et la balle se dé- 
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placent dans le même sens elle rebondit avec une vitesse plus petite. 
On voit que la théorie cinétique explique très simplement l’échauffe- 
ment et le refroidissement que subissent les gaz lors d’une compres- 
sion et d’une détente adiabatiques. 

2. Il est facile d'exprimer ces considérations qualitatives en termes. 
de mathématiques et de retrouver l’équation de l’adiabatique de 
Poisson. Si le piston se meut à grande vitesse, 
que ce soit dans un sens ou dans l’autre, l’équi- 
Libre thermodynamique du gazs’en trouve dé- 
truit. Lors des chocs des molécules contre le pis- 
ton, seule leur énergie cinétique de translation 
varie notablement, l'énergie rotatoire et l’éner- 
gie des mouvements intramoléculaires et intra- MT TI 
atomiques restent en moyenne inchangées. C’est 
pour cette raison que tout mouvement rapide du (à 
piston fait apparaître un mouvement macrosco- 
pique; si le piston s'enfonce dans le cylindre, 
la part de l’énergie cinétique revenant au degré 
de liberté de translation sera en moyenne plus Fig. 48 
grande que celle revenant au degré de liberté 
rotatoire ou oscillatoire; elle sera plus petite lors du mouvement 
inverse du piston. La répartition de l'énergie cinétique entre les 
divers degrés de liberté cesse donc d’être uniforme. Si on arrête le 
mouvement du piston, le gaz tendra à revenir à un état d'équilibre 
thermodynamique grâce aux chocs entre molécules. L'énergie ciné- 
tique se redistribuera suivant les différents degrés de liberté jusqu’à 
ce que soit réalisée une répartition uniforme. Lorsque le piston se 
déplace lentement (à la limite d’un mouvement infiniment lent} 
le processus de redistribution de l'énergie cinétique peut être consi- 
déré comme réalisé à tout instant. Autrement dit, à tout instant on 
peut considérer que le gaz se trouve dans un état d'équilibre et que les 
transformations qui s’y produisent sont quasi statiques. 

3. Supposons. que le piston soit animé d’un mouvement infini- 
ment lent, de vitesse c (fig. 48). Pour simplifier nous admettrons que 
la face interne du piston est parfaitement lisse. Soit v, la vitesse 
d'impact de la molécule. Sa vitesse relative par rapport au piston 
sera alors v; re = 0; — €. La composante normale de cette vitesse 
relative est (0; se1)x — Vix — €. Notons vire la vitesse de i-ème 
molécule après réflexion. La composante tangentielle de la vitesse 
relative ne varie pas du fait de la réflexion sur le piston, tandis que 
la composante normale change de signe: 


(v; rel)x = — (Vi ret)x = — Vix + Ce 


Notons v; la vitesse d’une molécule par rapport aux parois immobiles 
du cylindre après réflexion sur le piston. Sa composante normale est 
Vix — (Di re1)x + € = —V;x + 2c et sa composante tangentielle est 
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la même que celle de v;. A la suite d’une réflexion sur le piston 
l'énergie cinétique de la molécule s'accroît de: 


1/2m(—vix + 2c)2— 1/2 mu, = — 2mcv,, + 2me?. 


Etant du second ordre de petitesse en c, le terme 2mc? peut être 
négligé. Notons n; le nombre de molécules contenues dans l'unité 
de volume et dont les vitesses sont approximativement égales à v,. 
Au cours du temps df le nombre de chocs contre le piston est égal à 
z; = Sn; (v;, — c) dt, où S désigne l'aire du piston. Ici aussi on 
négligera la vitesse c qui est infiniment petite par rapport à v,,, ce 
qui revient à poser 2, = Sn;v;, dt. L'accroissement de l'énergie 
cinétique de ces n; molécules au cours du temps d£ sera donc 


—2moviszses —2mnivlSc dt= —2mnivix dV, 


où dV = Sc dt est l’accroissement de volume du gaz dans le même 
temps df. L'accroissement de l'énergie cinétique de tout le gaz est 
donc | : 
dEein = dU — — dV 7 2MNjUÈxe 
vx >0 : 

La sommation ne concerne que les groupes de molécules allant vers 
le piston. Si on étend la sommation à tous les groupes de molécules 
allant vers le piston ou s'en éloignant, on devra diviser la somme 
par deux: 


dU = — dv Ÿ mnivès. 
Nous avons montré au $ 59 que cette somme était égale à la pression P 


du gaz. Par conséquent 
dU + P dV = 0. 


En portant dans cette équation l'expression de U tirée de (66.12) on 
obtient 


(4+1) pav+£vap=0, 
ou en utilisant la dernière relation (66.11): 
yP dV + V dP = 0. 


C'est l’équation différentielle de l’adiabatique que nous avons obtenue 
au $ 21 par un raisonnement thermodynamique. Comme d'après 
la théorie classique de la capacité calorifique y est une quantité cons- 
tante, l'intégration de cette équation nous conduit à l'équation de 
Poisson 

PVY = const. 


4. Lorsque la vitesse de déplacement du piston est infiniment 
petite, chaque réflexion de molécule donne lieu à une variation 
infiniment petite de sa vitesse. On peut se demander alors comment 
se réalise une variation finie de la température du gaz. La réponse est 
toute simple. Plus le déplacement du piston est lent, plus il faut 
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de temps pour que le volume .du gaz varie d’une quantité donnée. 
Pendant cet intervalle de temps il sé produira‘plus de chocs contre 
le piston que lorsque la vitesse du piston est grande. La variation 
d'énergie de la molécule par réflexion-est d'autant plus petite que la 
vitesse du piston est petite. Mais le produit du nombre de chocs par 
la variation moyenne de l'énergie des molécules à la réflexion ne 
dépend pas de la vitesse de déplacement du piston (à:conditien que 
la transformation reste quasi statique). La valeur de ce produit ne 
dépend que des volumes initial et final du gaz. Il en résulte que 
l’accroissement de l'énergie cinétique de l’agitation thermique du 
gaz ne dépend que de l'accroissement de son volume et ne dépend pas 
de la vitesse du pesto à condition: ‘que: la. “transformation: soit quasi 
statique. 

5. En physique le terme shape: a deux sitio En 
thermodynamique on entend par transformation adiabatiqué une 
transformation qui s'effectue sans apport ou évacuation de chaleur. 
La transformation peut être réversible ou irréversible. En mécanique 
on désigne par action adiabatique exercée sur un système une action:telle 
que les paramètres extérieurs du système varient de façon infiniment 
lente. Considérons, par exemple, un pendule simple constitué par 
une petite bille fixée à un fil inextensibte que l’on replie sur un axe 
horizontal. Les paramètres extérieurs de ce système sont la longueur { 
du fil et l'accélération de la force de pesanteur g. On peut faire 
varier la longueur / en tirant sur le fil, et la valeur de g en déplaçant 
le pendule suivant la verticale. Si les variations de ces paramètres 
sont suffisamment lentes, leur action sur le pendule sera dite adiaba- 
tique. Les fonctions des variables dynamiques du Système, qui restent 
constantes lorsqu'on soumet le système à des actions adiabatiques, sont 
appelées invariants adiabatiques. De ce point de vue la grandeur PVY 
est l’invariant adiabatique d’un système. calorifugé constitué par 
un gaz parfait. Si le gaz est contenu dans un cylindre calorifugé dont 
le piston se déplace rapidement, la grandeur PVY ne sera pas cons- 
tante pendant la transformation. D'ailleurs, comme la. transfor- 
mation évolue alors dans des conditions hors d'équilibre, on ne-peut 
attribuer à P une valeur 'hien définie. Si on stoppe la transformation 
et qu’on attend que le gaz revienne à l’état d'équilibre, la grandeur 
PVY aura en général une valeur différente. Supposons, par exemple, 
que le piston se déplace à une vitesse plusieurs fois plus grande que 
la vitesse moyenne de l’agitation thermique: des molécules. La 
plupart des molécules ne pourront pas alors « rattraper » le piston 
et ne pourront donc pas s'y réfléchir. La transformation évolue comme 
‘une détente du gaz dans le vide. Son énergie intérite restera constante 
ét il en sera de même du produit PY. Quant-à à la grandeur PV elle 
prendra une valeur ‘différente. ?. si 1 

6. Il apparaît clairement ‘de ces considérations que pour un même 
accroissement de volume l'abaissement de la température du :gaz: sera 
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maximal lorsque la détente évolue de façon quasi statique. Du point de 
vue de la thermodynamique formelle l’abaissement de la température 
du gaz s'explique par le travail qu’il doit fournir pendant la détente. 
En technique on utilise la détente adiabatique quasi statique des 
gaz avec production d’un travail extérieur pour l'obtention de basses 
températures (cf. '$ 105). Ace propos on notera qu’à mesure de 
l’abaissement de la température du gaz sa pression diminue et peut 
devenir à un moment insuffisante pour surmonter les forces exté- 
rieures. On pourrait penser que cette méthode ne pourrait être 
utilisée pour abaisser encore la température. Or il n’en est rien, car 
il n’est nullement nécessaire d'utiliser la pression du gaz lui-même 
pour surmonter les forces extérieures. La.seule chose qui compte est 
d'assurer la détente du gaz en déplaçant le piston du cylindre qui le 
contient. Or on peut.utiliser pour cela un moteur. Il apparaît de 
l’étude cinétique de la transformation donnée ci-dessus que le gaz 
doit continuer à se refroidir tant que les molécules continuent à se 
réfléchir sur le piston. En principe le refroidissement du gaz peut se 
poursuivre jusqu’à ce que le gaz-se liquéfie. Il est bien évident que 
dans ce cas aussi le refroidissement du gaz résulte de ce qu’il fournit 
du travail. Mais c’est un fravail forcé que le gaz ne fournit que parce 
que le moteur déplace le piston contre lequel viennent se heurter les 
molécules gazeuses. En l’absence de moteur le gaz raréfié ne pourra 
pas fournir du travaïl puisque sa pression est alors trop petité pour 
surmonter la pression extérieure et toutes sortes de résistances nuisi- 


bles. 
PROBLÈME 


Estimer l’ordre de grandeur de la vitesse maximale avec laquelle un obus 
peut sortir d’un canon. A quelles exigences doit satisfaire la poudre pour qu: 
cette vitesse soit aussi grande que possible ?* 

Solution. Sil’obus se meut dans le canon avec une vitesse plus grande 
que celle du-mouvement thermique des molécules des gaz produits par la com- 
bustion de la poudre, les gaz n’exercent aucune pression sur le fond de l’obus 
et ne l’accélèrent donc plus. On en conclut que la plus grande vitesse que 
peut atteindre l’obus est comparable à la vitesse moyenne du mouvement ther- 
mique des gaz. Cette dernière sera d'autant plus grande que la température 
des gaz de combustion sera plus élevée et que leur.masse moléculaire sera plus 
petite. 


“$ 68. Théorie classique de la capacité calorifique 
des corps solidés cristallins 
1. Le modèle le plus simple d’un cristal est constitué par un réseau 
cristallin régulier aux nœuds duquel sont disposés les atomes que l'on 
assimile à des points matériels. Les atomes exécutent autour de leurs 
positions d'équilibre des oscillations thermiques. Si les amplitudes de 
ces oscillations sont petites, celles-ci sont harmoniques. L'énergie de 
chaque atome comporte une part d'énergie potentielle et une part 
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d'énergie cinétique. À chaque degré de liberté revient en moyenne 
une énergie cinétique égale à 1/2 ÆT. Nous avons montré au $ 63 
que dans le cas d’oscillations harmoniques à chaque degré de liberté 
revient en moyenne une énergie potentielle égale elle aussi à 1/2 AT. 
Par suite la valeur moyenne de l'énergie totale par degré de liberté 
oscillatoire est égale à 


Eosc — Ecin + €Epot = KT. (68.1} 
I1 est maintenant facile de calculer la capacité calorifique d’un 
réseau cristallin. Nous supposerons pour simplifier que tous les ato- 
mes sont identiques. Chaque atome possède trois degrés de liberté 
oscillatoires et une énergie moyenne égale à 34T. En multipliant par 
le nombre d'Avogadro N on obtient l'énergie interne d’une mole 
du corps solide U = N:-34T = 3RT. On en tire la chaleur massique 
molaire du corps solide 


Cy = dU/AT = 3R = 24,9 J/(K-mole) Æ 6 cal/(K-mole). (68.2) 


En 1819, Dulong (1785-1838) et Petit (1791-1820) établirent une 
règle empirique selon laquelle le produit de la chaleur massique d'un 
élément chimique à l'état solide par sa masse atomique est approximati- 
vement le même pour tous les éléments et vaut 6 cal/ (K-mole) environ: 
Nous voyons que la théorie classique de la capacité calorifique ex- 
plique tout simplement la règle de Dulong et Petit. Notre démons- 
tration indique que dans la règle de Dulong et Petit ils’agit de la cha- 
leur massique molaire à volume constant. On a rassemblé dans le 
tableau 5 les valeurs des chaleurs massiques molaires de plusieurs 


éléments à l'état solide à des températures comprises entre 15 et 
400 °C. 


Tableau 5 Tableau 6 
Elé- Cys Elé- Cy. Cy: Cy» 
ment cal/&-mole) ment cal/(Kmole) FA sud Ée cal/(R-mole) 
| 
35 | 2,98 |1200| 5,4 
5 He pal 100 | 3,10 14600! 5,76 
Al 5 54 Pb 5 94 290 4,90 4800 5,92 
ca 5°60 U 6/47 600 5,08 2000 6,06 
À 6! 4 : 800 5,22 2500 6,40 
8 | 1000 | 5,36 | 


2. Supposons maintenant que le corps solide est un composé 
chimique tel que NaCLE. Son réseau cristallin est constitué d'atomes 
différents et la masse moléculaire du composé chimique ‘est égale à 
la somme des masses atomiques de tous les atomes entrant dans la 
composition de la molécule de ce composé chimique. Le théorème 
de l’équipartition de l’énergie entre les degrés de liberté reste valable, 
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que les atomes du système soient identiques ou différents. Chaque ato- 
me possède trois degrés de liberté-oscillatoires et une énergie moyenne 
égale à 347. Si la molécule comporte n atomes, son énergie moyenne 
est égale à 3nkT. La chaleur massique molaire du composé sera 
S8nkN = 38nR, donc n fois plus grande que si on considérait la même 
substance mais dont les molécules seraient monoatomiques. Autre- 
ment dit la chaleur massique molaire d’un composé solide est égale 
à la somme des chaleurs massiques molaires des éléments qui le consti- 
tuent. Cette règle fut établie par voie empirique et s'appelle loi 
de Joule‘et Kopp. Joule l’énonça en 1844, mais ce n’est qu'en 1864 
que Kopp la formula définitivement en s'appuyant sur une quantité 
én orme de données factuelles rassemblées par Kopp lui-même. Notons 

que la loi de Joule-Kopp qui s’énonçait : « La chaleur massique mo- 
Tire d’un composé solide est approximativement égale à la somme 
des chaleurs massiques molaires des éléments qui ‘le composent » 
présente un caractère plus général que la règle de Dulong et Petit. 
Cette dernière peut être en défaut en ce sens que les chaleurs massi- 
ques molaires des éléments chimiques entrant dans la composition 
du composé chimique peuvent être différentes sans que la loi de 
Joule-Kopp cesse d'être vérifiée, C’est ce fait qui fut établi par Kopp. 


$ 69. Insuffisances de la théorie classique 
de la capacité calorifique. 
Notions de la théorie quantique (aspects qualitatifs) 


1. La comparaison des résultats de la théorie classique de la 
capacité caloritique avec les résultats expérimentaux montre que 
cette théorie décrit correctement, pour l'essentiel, les phénomènes 
concernés. Cependant elle ne peut expliquer nombre de phénomènes 
et arrive à des résultats contredisant de nombreux faits expérimen- 
taux. 

En premier lieu la théorie classique n'arrive pas à expliquer la 
variation de la capacité calorifique des corps avec la température. 
Pour illustrer celle-ci nous donnons dans le tableau 6 (page 227) les 
valeurs de la chaleur massique molaire de l'hydrogène gazeux à 
différentes températures. 

On pourrait essayer d'expliquer cette dépendance par l’anhar- 
monicité des degrés de liberté oscillatoires pour les grandes ampli- 
tudes des oscillations. Par exemple, dans le cas de la molécule 
d'hydrogène, l'interaction des atomes entraîne leurs oscillations le 
long de l'axe YY (fig. 47). Si les oscillations ne sont pas harmoniques 
l'é énergie cinétique moyenne par degré de liberté n’est plus égale à 
l'énergie potentielle moyenne correspondante. Le rapport entre ces 
énergies dépend de l’amplitude des oscillations, donc en dernier 
ressort de la température du gaz. Aux températures élevées, la prise 
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en compte des oscillations améliore les résultats de la théorie puis- 
que la capacité calorifique liée au degré de liberté oscillatoire varie 
avec la température. Mais ce raisonnement perd toute sa valeur aux 
basses températures où les écarts entre théorie et expérience sont. 
particulièrement importants. Selon les conceptions classiques, aux 
basses températures l'amplitude des oscillations est petite, de sorte 
que les oscillations peuvent être considérées comme harmoniques. 
Dans ce cas la théorie classique fournit pour Cy une valeur égale à 
7 cal/(K :mole) au lieu de 3 cal/ (K-mole) que fournit l'expérience. 
L'expérience montre qu’au-dessous de 100 K l'hydrogène commence 
à se comporter comme un gaz monoatomique. Notons encore le fait 
expérimental qu'aux approches du zéro absolu les chaleurs molaires 
Cy et Cp tendent vers zéro. 

2. La théorie classique esi inconséquente. Selon le théorème de 
l’équipartition de l'énergie cinétique entre les degrés de liberté, 
ces derniers sont tous équivalents. 11 suffirait donc de dénombrer les 
degrés de liberté sans se préoccuper de leurs origines. Or pour des 
raisons obscures, la théorie classique tient compte de certains de- 
grés de liberté et néglige les autres. Ainsi, par exemple, la théorie 
classique considère les atomes d’un gaz monoatomique comme des 
points matériels disposant chacun de trois degrés de liberté et arrive 
ainsi à des résultats relativement concordant avec les données ex- 
périmentales. Or on ne peut considérer un atome comme un point 
sans dimension. Si on l’assimile à un corps solide, il devrait dispo- 
ser de six degrés de liberté — trois de translation et trois rotatoires. 
La valeur théorique de €, d’un gaz monoatomique s'élèverait alors 
à 6 cal/ (K-mole). Mais un atome n'est pas un corps solide, car il 
possède une structure interne. Il doit donc disposer d'un nombre de 
degrés de liberté bien supérieur à six. Il s'ensuit qu'une étude con- 
séquente classique devrait arriver à conclure que la chaleur massi- 
que molaire C+ d’un gaz monoatomique serait bien plus grande que 
6 cal/ (K-mole), ce qui ne cadrerait pas du tout avec les données 
expérimentales. 

Considérons maintenant une molécule biatomique. La théorie 
classique tient bien compte de ses rotations autour des axes XX et 
ZZ (cf. fig. 47), mais néglige sa rotation autour de l’axe YY. La théo- 
rie classique justifie cela en affirmant qu'il est bien: inutile de parler 
de la rotation des points matériels 7 et 2 autour de la droite Z2 qui 
les unit. Ce raisonnement est trop formel car les atomes ne sont pas 
des points matérivls. Si on assimile les atomes Z et 2 à des corps so- 
lides, chacun devrait disposer de six degrés de liberté et la molécule 
de 12, de sorte que son énergie cinétique moyenne. devrait être 
égale à 64T. À cette énergie cinétique viendrait s'ajouter encore 
l'énergie potentielle moyenne des oscillations des atomes 7 et 2 sui- 
vant la droite 72, qui vaut 1/2 kT. On obtiendrait au total 13/2 kT, 
de sorte que la chaleur molaire Cy d’un tel gaz serait égale à 
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13 cal/(K :mole). Si on tenait compte encore de la structure interne 
des atomes, la valeur de Cy serait encore plus grande. 

: 8. Pour assurer un meilleur accord avec l’ expérience, la théorie 
classique fait appel à des modèles mécaniques comportant des liai- 
sons qui restreignent la liberté des mouvements. L'idée des liaisons 
a été empruntée à la mécanique rationnelle où on l'utilise comme 
artifice facilitant la résolution de problèmes ardus concernant l’ équi- 
libre ou les mouvements de systèmes mécaniques macroscopiques 
idéalisés. En réalité il n “existe aucune liaison dans les corps macro- 
scopiques et a fortiori il n’en existe pas dans les systèmes atomiques. 
Ainsi-on'se plaît souvent à considérer la molécule biatomique comme 
un système inàltérable de deux points matériels liés l’un. à l’autre 
par une tige rigide impondérable. I1 est bien évident que c’est une 
vue de l'esprit n’ayant rien à voir avec la réalité. Il s’agit tout sim- 
plement d’un modèle macroscopique idéalisé d’un système atomique. 
Lorsqu'il s’agit de systèmes macroscopiques, la physique est capable 
de déceler la nature physique des liaisons et de décider dans quels 
cas on peut utiliser une telle idéalisation. Mais la physique classi- 
que n’est pas en mesure d'expliquer pourquoi les systèmes atomi- 
ques se comportent dans certains cas comme le font les modèles ma- 
croscopiques comportant des liaisons restrictives, 

4. Considérons enfin la capacité calorifique des métaux. Tout 
métal est composé d'ions positifs exécutant des oscillations thermi- 
ques autour de leurs positions d'équilibre (nœuds du réseau cristal- 
lin). Entre ces ions se meuvent des électrons dits libres qui sont des 
électrons faiblement liés aux ions du réseau. Ces électrons se com- 
portent comme un gaz électronique. La grande conductibilité électri- 
que des métaux résulte de la présence de ce gaz électronique. Connaïis- 
sant la valeur de la conductibilité électrique, on peut évaluer la 
concentration d'électrons libres. Ces mesures ont montré qu'elle 
était du même ordre de grandeur que la concentration des ions du 
réseau cristallin. La théorie classique de la capacité calorifique ne 
tient pas compte du gaz électronique et ne s'occupe que des oscilla- 
tions thermiques des ions ; elle arrive ainsi à une valeur correcte de 
Cy = 6 cal/ (K-mole) (règle de Dulong et Petit). On devrait pourtant 
tenir compte de la contribution des électrons à la capacité calorifi- 
que. Si on assimile les électrons à des points matériels, chaque élec- 
tron libre posséderait en moyenne une énergie cinétique égale à 
3/, kT. Il s'ensuit que d'après la théorie classique la capacité calori- 
tique du gaz électronique devrait être comparable à la capacité 
calorifique du réseau. L'expérience montre cependant que la contri- 
bution des électrons libres à la capacité calorifique des métaux est 
pratiquement négligeable. 

5. Ainsi les données expérimentales conduisent à conclure que 
l’évolution des phénomènes est telle qu'à la capacité calorifique 
contribuent non pas tous les degrés de liberté disponibles, mais une par- 
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tie seulement de ces degrés de. liberté. Lorsque la température baisse, 
certains degrés de liberté cessent d’abord d’être effectifs, .puis s’éli- 
minent complètement. On dit alors que ces degrés de liberté sont 
« gelés ». Lorsque la température augmente, de nouveaux degrés 
de liberté commencent à se manifester, qui à plus basse température 
étaient peu effectifs ou complètement « gelés ». Cela témoigne de ce 
que la loi de l'équipartition de l'énergie cinétique parmi les degrés 
de liberté disponibles n’est pas toujours valable et doit être révisée. 
C'est un fait paradoxal que la théorie classique appliquée à des cas 
concrets ne remportait des succès que ‘lorsqu'elle répudiait la loi de 
l'équipartition de l'énergie. Elle excluait certains degrés de liberté 
en imposant aux systèmes étudiés des liaisons absolument rigides, 
ce qui signifie qu'elle considérait que certains degrés de liberté 
étaient « gelés ». nn. OS 

6. Toutes ces difficultés de la théorie ne furent surmontées que 
lorsqu'on élabora la théorie quantique des chaleurs spécifiques. Nous 
n'en donnerons que quelques aspects qualitatifs. Nous avons indi- 
qué au $ 58 que l'énergie interne des systèmes atomiques ne pou- 
vait avoir que des valeurs discrètes. Considérons à titre d'exemple 
un oscillateur harmonique, notamment une particule, qui selon les 
conceptions classiques, peut. effectuer des oscillations harmoniques 
lorsqu'elle est soumise à l'action d’une force quasi élastique (force 
proportionnelle à l'écart de la particule par rapport à sa position 
d'équilibre). Aïinsi-une molécule biatomique dont les atomes exé- 
cutent de petites oscillations l'un par rapport à l’autre peut être 
assimilée à un oscillateur harmonique. On démontre en mécanique 
quantique que l'énergie oscillatoire de ce système ne peut avoir 
que des valeurs satisfaisant à la relation 


En —= (n + 1/2) hv,. . (69.1) 


où v est la fréquence dé l'oscillateur, » un nombre entier pouvant 
prendre les valeurs 1, 2, 3, ..., k une constante universelle appelée 
constante de Planck. Selon les données actuelles 


h = (6,626186 + 0,000057)-10-% J.s — 
= (6,626186 + 0,000057)-10 27 erg.s. 


Ainsi le spectre énergétique d’un oscillateur harmonique comporte 
un nombre infini de niveaux d'énergie équidistants. La distance en 
énergie entre deux niveaux successifs ‘est égalé à kv. Au niveau le 
plus bas correspond l'énergie &, — 1/2 hv qui porte le nom d'énergie 
au zéro absolu. L'existence d'une énergie au zéro absolu signifie 
que même dans l’état correspondant à la plus petite énergie 
possible du système, les oscillations ne disparaissent pas. Ces oscil- 
lations sont dites oscillations de zéro. En soumettant l'oscillateur à 
une action extérieure on peut l’exciter, i.e. lui faire occuper un ni- 
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veau de plus grande énergie. Le niveau le plus proche du niveau zéro 
est le niveau pour lequel nr = 1 et dont l'énergie est e, = 3/2 hw. 

.-7, Soit un gaz constitué d'oscillateurs harmoniques, des molé- 
cules:biatomiques par exemple: Supposons que sa température soit 
tellement basse que 4T € hv et l'énergie moyenne de l'agitation 
thermique des molécules soit de l’ordre de 47. Cette énergie ne peut 
suffire pour exciter l’oscillateur et le faire passer du niveau’ zéro 
sur.le niveau‘ le plus proche d'énergie #e,. L'excitation de la 
moléculé ne peut résulter que de chocs avec des molécules ayant 
ure énergie notablement plus grande que l’énergie moyenne. Comme 
il n'ÿ a qué relativement peu de molécules ayant des énergies suffi- 
samment grandes, pratiquement tous les oscillateurs resteront sur 
le niveau le plus bas. Cette situation prévaudra aussi à des tempéra- 
tures plus hautes tant que k4T € hv. Lorsque cette condition est 
vérifiée; l'énergie oscillatoire des. oscillateurs ne dépend pratique- 
ment pas ( dé la température et de ce fait n’exerçe aucune influence sur 
la capacité calorifique du gaz. C’est pour cela que dans la théorie 
de la capacité calorifique des gaz biatomiques on peut négliger les 
oscillations des atomes 7 et 2 le long dé la droite Z2 (cf. fig. 47) cha- 
que fois que kT € hv. La théorie quantique se distingue de la théo- 
rie classique formelle par ce qu’elle tient compte des oscillations de 
zéroique la théoria classique rejette, considérant que les molécules 
sont des formations. absolument rigides. Néanmoins cette différence 
d’approche.ne se répercute pas sur la valeur de la capacité calorifi- 
que puisque l'énergie des-oscillations de zéro ne dépend pas de la tempé- 
rature. Le modèle de la molécule biatomique rigide ne peut être 
utilisé que si. kT € hv.. Si cette condition n’est pas vérifiée, le mo- 
dèle classique devient inutilisable. Lorsque la température s'élève, 
la quantité kT devient comparable à hv et successivement les diffé- 
rents niveaux oscillatoires de la molécule biatomique commencent à 
s’exciter. La température définie par l'égalité 


hv 
T= (69.2) 


s'appelle température caractéristique. Pour T > T, les oscillations 
exercent une influence notable sur la capacité calorifique du gaz 
biatomique. Lorsque T& T, seules. sont notables les oscillations 
de zéro qui n’exercent aucune influence sur la capacité calorifique. 
Pour l'hydrogène T,, — 6000 K. 

8. Les rotations des molécules exercent une influence analogue 
sur la capacité calorifique des gaz. L'énergie de rotation est elle 
aussi quantifiée et ses valeurs permises sont données par la for- 
mule de mécanique quantique 


= er +1), (69.3) 
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où Z est le moment d'inertie de la molécule et £ un nombre entier 
pouvant. avoir pour valeur 0, 4, 2, 3, ... Les distances entre les. 
niveaux ne sont pas constantes et augmentent en progression arith- 
métique. Dans l’état de plus faible énergie ! — 0 et Les rotations ne- 
sont pas excitées. Dans l’état ? — 1 l'énergie de rotation est égale à 
] 

Ur. (69.4) 
Si AT € &,, l'énergie thermique moyenne dela molécule ne suffit 
pas à l’excitation des rotations et on n’aura donc pas à en tenir comp- 
te dans le calcul de la capacité calorifique. Dans. le cas où 4T 5 e;, 
de nombreux niveaux rotatoires serqnt .excités et le caractère discret: 
des niveaux d'énergie n’exerce que .peu d'influence sur la capacité 
calorifique. De façon approchée on: pourra appliquer alors aux de- 
grés de liberté de rotation le théorème classique de l’équipartition 
de l'énergie cinétique. La température caractéristique pour les 
rotations de la molécule est donnée par la formule 


ë h2 é 
T,== us (69.5) 


Pour T > T, c'est la théorie classique qui est valable et pour T<& T, 
les rotations n'étant pas excitées, elles n’exercent aucune influence. 
sur la capacité calorifique. Pour les molécules d’ hydrogène tour- 
nant autour des axes XX et ZZ (cf. fig. 47) la température caracté- 
ristique T, = 175 K. Les rotations autour de l’axe XX ne sont pas: 
excitées, le moment d'inertie correspondant étant trop petit. Pour 
cette même raison les rotations des atomes des gaz monoatomiques. 
ne sont pas excitées elles non plus. 

9. Ces différentes considérations s'appliquent non seulement 
aux oscillations des oscillateurs harmoniques et aux rotations des. 
molécules rigides mais en général à tous les systèmes quantiques. 
Elles montrent que le caractère discret des niveaux d'énergie est incom- 
patible avec le théorème classique de. l'équipartition de l'énergie entre 
les degrés de liberté. Ce n'est que lorsque l’énergie moyenne £T de 
l'agitation thermique est grande par rapport à la différence d'énergie 
entre les niveaux supérieurs et le niveau le plus bas que de nombreux 
niveaux d'énergie se trouvent excités. Dans ces conditions le caractère 
discret des niveaux d’ énergie s’estompe et le système atomique se: 
comporte comme un système classique dont l'énergie varie de façon 
continue. Il s'ensuit que plus la température est élevée, mieux se vérifie 
le théorème classique de la répartition uniforme de l'énergie entre les: 
degrés de liberté. 

10. Nous n'avons pas abordé ci-dessus l’aspect quantitatif de la 
théorie quantique de la capacité calorifique. Nous le ferons au cha- 
pitre VI. Notre examen qualitatif montre cependant que le seul 
voncupl du caractère discret des niveaux d'énergie est déjà suffisant. 
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pour décider dans quels cas on peut utiliser et dans quels autres on 
ne peut utiliser la théorie classique et ses grossiers modèles mécani- 
ques. Evaluons, par exemple, la chaleur massique molaire de l'oxy- 
gène porté à des températures égales ou supérieures à 1000 eV. A la 
température ordinaire tous les atomes se trouvent dans l’état fonda- 
mental qui est l’état le plus bas où aucun niveau électronique n’est 
excité. Comme les oscillations atomiques dans la molécule ne sont pas 
excitées elles non plus, la molécule d'oxygène se comporte conformé- 
ment au modèle biatomique rigide. Lorsque la température s'élève 
les molécules d'oxygène se dissocient d’abord en atomes qui à plus 
hautes températures commencent à s'ioniser, i.e. à perdre des élec- 
trons. Les atomes commencent à perdre les électrons de valence qui 
sont faiblement attachés aux noyaux atomiques. Si la température 
monte encore, les ions perdent des électrons intérieurs. Pour enlever 
le dernier électron on devra dépenser une énergie d’environ 870 eV. 
Ainsi aux températures égales ou supérieures à 1000 eV tous les 
électrons se trouveront détachés des noyaux atomiques. La substance 
passe alors à l’état de plasma complètement ionisé constitué par 
des électrons et des noyaux atomiques « nus ». Chaque atome four- 
nit ainsi 9 particules — un noyau et 8 électrons; chaque molécule 
se décompose donc en 18 particules — deux noyaux et 16 électrons. 
Si on néglige l'énergie potentielle d'interaction des particules, la 
totalité de l'énergie interne est représentée. par l’énergie cinétique 
‘des mouvements thermiques des noyaux atomiques et des électrons. 
L'énergie moyenne d’une particule étant égale à 3/2 KT, l'énergie 
moyenne de toutes les particules formées à partir d’une molécule 
est égale à 18-%/, 4T.— 27 KT et l'énergie interne d’une mole est 
U —21 NkT =27 RT; la chaleur molaire Cy — 27R = 
-& 54 cal/.(K-mole). 

11. Illustrons encore les considérations ci-dessus par le mouve- 
ment brownien rotatoire que nous avons considéré au $ 65. Il s'agit 
de décider si le théorème classique de l'équipartition de l'énergie 
cinétique entre les degrés de liberté est applicable à ce cas. Nous 
pouvons considérer .le petit miroir comme un oscillateur-harmoni- 
‘que de fréquence propre 

ms fl 
v 57 Vi. 


En posant 1 = 0,01 g-cm°?, on obtient v — 1,5:40-4 s-1, kv 
+ 10751 erg, tandis que l'énergie moyenne de l'agitation thermique 
kT - 4:10-Merg. Ainsi D 2,5.10-16, ce qui montre que 4T > hw. 
Il s'ensuit que le théorème de l’équipartition de l'énergie est sûre- 
ment vérifié dans ce cas. 


CHAPITRE VI 


LES DISTRIBUTIONS STATISTIQUES 


$ 70. Notions élémentaires de la théorie 
des probabilités 


1. Du point de vue de la théorie moléculaire, les grandeurs phy- 
siques auxquelles on a affaire en thermodynamique ou en n'importe 
quelle autre branche de la physique macroscopique doivent être con- 
sidérées comme des valeurs moyennes que prennent dans des condi- 
tions données certaines fonctions des états microscopiques du système 
{cf. $ 9). On dit alors que les grandeurs concernées présentent un 
caractère statistique ou sont des grandeurs statistiques. Au chapitre 
précédent nous avons donné plusieurs exemples de grandeurs statis- 
tiques (pression, densité, température, carré moyen de déplacement 
d'une particule brownienne, etc.) ainsi que les méthodes de calcul 
de ces grandeurs. Le fait que ces grandeurs soient régies par des 
lois auxquelles les atomes et les molécules isolés n’obéissent pas ré- 
sulte de l’énormité du nombre de particules contenues dans les corps 
macroscopiques. Ces lois, ainsi que toutes les lois, se manifestant 
lorsque le nombre d'individus constituant les ensembles étudiés est 
très grand, sont appelées lois statistiques ou de probabilité. 

Supposons que l’on joue à pile ou face avec une pièce de monnaie. 
Il est impossible de prédire ce qu’on obtiendra au lancement de la 
pièce — pile ou face. Quoique le mouvement de la pièce obéisse 
rigoureusement aux lois de la mécanique, ce mouvement, ainsi que 
les conditions initiales du lancement de la pièce, dépendent de fac- 
teurs incontrôlables et imprévisibles tellement nombreux qu'on 
ne peut prévoir.le résultat du lancement. Mais si le nombre de lan- 
cements est très grand, le nombre de fois où on obtient pile est pro- 
che du nombre de fois où on obtient face. Cette égalité sera d'autant 
plus rigoureuse que le nombre de lancements aura été plus grand. 
On est en présence d’une loi statistique. Cet exemple montre aussi 
que les prévisions fondées sur les lois statistiques ne sont pas abso- 
lument certaines, n'étant que des éventualités. Presque toutes les 
lois de la physique macroscopique sont des lois statistiques, mais 
comme dans les corps macroscopiques le nombre d’atomes ou de 
molécules est extrêmement grand, ces lois statistiques et les conclu- 
sions qu'on peut en tirer deviennent absolument certaines. 

La physique classique estimait que les lois statistiques détermi- 
nant les comportements des systèmes macroscopiques étaient fondées 
sur des lois dynamiques exactes régissant le comportement des atomes, 
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des molécules et des particules qui les constituent. La physique quan- 
tique va plus loin encore én affirmant que les lois élémentaires du 
microcosme sont elles aussi des lois statistiques. Du point de vue 
quantique, il n'existe aucune loi dynamique rigoureuse, toutes sont 
des lois statistiques. Nous n'’allons pas entrer dans les détails de 
ces questions, car le point de vue classique suffira pour nos besoins. 

Du point de vue strictement mathématique, qui ne s'intéresse 
pas à la signification concrète des grandeurs considérées, les lois 
statistiques font l’objet de la fhéorie des probabilités. Nous donnons 
ci-dessous les notions les plus simples de la théorie des probabilités 
que nous aurons à utiliser dans ce qui suit. 

2. La théorie mathématique des probabilités est aujourd’hui 
une science axiomatique abstraite. On entend par probabilités des 
nombres satisfaisant. à .un système d’axiomes dont on déduit toutes 
les conséquences théoriques possibles. La théorie abstraite n’a que 
faire de la signification concrète des probabilités, qui n'apparaît que 
lorsqu'on passe de la théorie à des applications concrètes. En physi- 
que, ainsi que dans toutes les autres applications, on donne la pré- 
férence à une autre approche de la théorie des probabilités où celles-ci 
sont intimement liées à leur interprétation concrète. Cette approche 
fut celle de toute la théorie des probabilités depuis l’origine jusqu'aux 
années vingt de notre siècle, où les mathématiciens firent valoir leurs 
critiques justifiées de la théorie. Cette approche convient néanmoins 
pour se faire une idée de la théorie des probabilités. 

3. En théorie des probabilités on appelle événement tout phénomène 
dont l'existence n’est pas absolument certaine. On appelle épreuve toute 
expérience ou tout ensemble de conditions où se produit l’un des 
événements. . 

Si dans des conditions données l'événement se réalise nécessaire- 
ment, on dit que c'est un événement certain et s’il ne peut se réaliser 
on dira que c’est un événement impossible. Supposons par exemple 
que l’on dessine un triangle sur une feuille de papier. L'événement 
consistant en ce que l’on dessinera un triangle, dont chacun des 
côtés aura une longueur plus petite que la somme des longueurs des 
deux autres côtés, est un événement certain. La réalisation du cas 
contraire où la longueur d’un côté serait plus grande que la somme 
des longueurs des deux autres côtés est également un événement, 
mais un événement impossible. 

Un événement est dit aléatoire si à l'épreuve il peut se réaliser ou 
non. Par exemple, au jeu de pile ou face, on peut tirer soit pile, soit 
face. C’est un événement aléatoire. Plaçons dans une urne plusieurs 
boules identiques et numérotées et brassons-les soigneusement. Si 
on tire au hasard une boule, le tirage d’une boule ayant un numéro 
donné d’avance sera aussi un événement aléatoire. 

4. On appelle somme de deux événements À et B l'événement con- 
sistant en la réalisation ou de l'événement À ou de l'événement B (sans 
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préciser lequel de ces événements se réalise). Par exemple, si l'urne con- 
tient une boule rouge, une boule verte et une boule blanche, le tirage 
d'une boule de couleur est la somme de deux événements: 1) tirage 
de la boule rouge, 2) tirage de la boule verte. La somme des évé- 
nements À et Z est notée À + B. On appelle produit de deux événe- 
ments À et B l'événement correspondant à la réalisation de l'événement 
A et de l'événement B. Par exemple, si on lance une pièce deux fois 
de suite, l'apparition de face au premier lancement et de pile au 
second est le produit de deux événements : 1) apparition de face au 
premier Jancement et 2) apparition de pile au second lancement. Le 
produit des événements À et B est noté AB. 

On dira que les événements À;, ÀA,, . .., A, sont exclusifs si au 
cours d'une épreuve l’un d'eux (peu importe lequel) doit se produire 
nécessairement. Il est bien évident que la somme de ces événements 
constitue un événement certain. On dira que les événements À, À;, .. 
..., Àn sont incompatibles si l'apparition de l’un exclut l'apparition 
de n'importe quel autre événement. Il est clair que le produit d'événe- 
ments incompatibles est un événement impossible. On dira que deux 
événements aléatoires sont équiprobables. s'il n'y a aucune raison d'’es- 
pérer qu'au cours des épreuves l’un d'eux se produira plus souvent que 
l'autre. Au jeu de pile ou face l'apparition de pile et de face sont des 
événements équiprobables. On dira que plusieurs événements sont 
équiprobables si toute paire d'événements est équiprobable. 

5. La probabilité d'un événement aléatoire constitue une mesure 
quantitative de l'éventualité de sa réalisation. Pour introduire cette 
mesure quantitative considérons n événements exclusifs, incompati- 
bles et équiprobables 4,, 42, ..., An. La probabilité de chaqué évé- 
nement est la fraction 1/2. Par exemple, si une urne contient 100 
boules identiques numérotées et soigneusement brassées, la proba- 
bilité de tirer au hasard la boule numérotée 1 est égale à 1/100. 

Etendons la notion de probabilité au cas où les événements ex- 
clusifs et incompatibles 4,, 4,, ..., À, ne sont pas équiprobables, 
mais peuvent être présentés sous forme d'une somme d'événements 
équiprobables qui en sont des cas particuliers. Supposons par exem- 
ple que l'événement À; soit décomposé en m; événements exclusifs, 
incompatibles et équiprobables À;,, A;,, . .., Amy. Tous les évé- 
nements Ayy, A9, + + «» Ant, Anor + + + Anm. Seront évidemment 


exclusifs, incompatibles et équiprobables. La”"probabilité de l’évé- 
nement À; est le rapport 


P (4)= = (70.1) 


Mi Me +... +mn 
Un événement est dit événement favorable s’il apparaît parmi les 
événements Ai. A2, ..., Aim,: La définition de la probabilité 
donnée plus haut peut être formulée comme suit. La probabilité 
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d'un événement est le rapport du nombre d'événements équiprobables 
favorables à cet événement .au nombre total de toutes les éventualités 
équiprobables pouvant se produire au.cours d’une épreuve. 

Les deux cas limites d'un événement aléatoire sont, d’une part, 
l'événement certain et, d'autre part, l'événement impossible. La 
probabilité d’un événement certain est égale à l'unité et celle d'un 
événement impossible est nulle. 


Exemple 1. Une urne contient 100 boules soigneusement brassées 
qui ne se dieneRE que par la couleur : 30 blanches, 25 rouges et 45 vertes. 
Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche ? Dans une épreuve le nombre 
d'éventualités équiprobables est égal à 30 + 25 + 45 — 100. Le nombre d'éven- 
tualités équiprobables favorables au tirage d'une boule blanche est égal à 30. 
La probabilité de tirage d'une boule blanche est Py1 — 30/100 = 3/10. On 
trouve de même pour la boule rouge P; — 25/100 = 1/4 et pour la boule verte 
Py = 45/100 = 9/20. 


6. La définition de la probabilité (70.1) présuppose que dès avant 
l'épreuve on dispose de raisons (considérations de symétrie, d’ho- 
mogénéité, etc.) d'estimer l'équiprobabilité des événements et de les 
représenter sous forme de sommes d'événements équiprobables. On 
dit qu'il s’agit alors d’une probabilité a priori, donc d’une probabilité 
estimée avant épreuve. Il n’est pas facile de se faire une idée de l’équi- 
probabilité des événements même dans des cas simples, comme le 
montre l'exemple suivant. | 


Exemp le 2. On lance deux fois une pièce de monnaie. Quelle est la 
probabilité d'obtenir face au moins une fois sur deux? Avec deux lancements, 
on dispose de quatre éventualités équiprobables : 


1) face face, 
2) face pile, 
3) pile face, 
4) pile pile. 


(A) 


Les trois premières .éventualités' sont favorables à l'événement désiré. 
La probabilité cherchée est donc 3/4. D’Alembert (1717-1783) réfutait ce résul- 
tat en disant que si le premier lancement produit face, le second ne sert à rien 
puisqu'il est clair que nous avons obtenu l'éventualité favorable. Aussi au lieu 
dé considérer quatre éventualités différentes, il n’en considère que trois: | 


4) a : 
2) pile face, (4'} 
3) pile pile. 
Deux sventualités sont alors favorables et la probabilité cherchée est égale 
à 2/8. La situation est analogue si on lance la pièce trois fois. Il s’agit de trouver 


la probabilité d'obtenir face au moins une fois sur trois. On a ici huit éventuali- 
tés équiprobables : 


4) face Îace face, 
2) face face. pile, 
8) face pile face, (B) 
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4) face pile pile, 

5) pile face face, 

6) pile face pile, 

7) pile pile face, 

8) pile pile pile. 
Il y a sept éventualités favorables et la probabilité cherchée est égale à 7/8. 
Selon D’Alembert l'apparition de face rend inutiles les lancements ultérieurs 
et il ne retient que quatre éventualités : 

41) face, 

2) pile face, (B'} 

3) pile pile face, 

4) pile pile pile. 
Trois éventualités sont favorables ct la probabilité cherchée est égale à 3/4. 


L'erreur que commettait D’Alembert consistait à considérer les éventualités: 
(A’) et (B’) comme équiprobables, tandis qu’elles ne le sont pas. 


7. Si on ne pouvait utiliser que la définition (70.1) le calcul 
des probabilités impliquerait la décomposition des événements en. 
événements équiprobables dans chaque cas concret. Cette difficulté 
est levée par les théorèmes fondamentaux de la théorie des probabi- 
lités: le théorème de composition et le théorème de multiplication des 
probabilités. | 

Théorème de composition des probabilités. La probabilité d’une: 
somme d'événements incompatibles est égale à la somme des probabilités. 
de ces événements. 2 

Décomposons. les événements exclusifs et incompatibles. 
A1, An : : +, AA en événements équiprobables comme nous l’avons 
fait pour établir la formule (70.1). Supposons que l'événement B' 
est la somme des événements 4, et 4,, i.e. produit soit l'événement. 
À. soit l'événement A,. Comme les événements À, at À, sont in- 
compatibles, le nombre d’éventualités équiprobables favorables à 
l'événement B est égal à la somme des éventualités équiprobables 
favorables aux événements À, et À,, i.e..à m, + m,. La probabilité 
de l'événement B est 

, Mit Ma . #: 
PO mtetes 7 (4) (4 
Ainsi si les événements À, et À, sont incompatibles, on a 
P (41 + 43) = P (41) + P (42). (70.2) 
Exemple 3. Dans l'exemple 1 la probabilité de tirer de l'urne une 


boule rouge.est P, — 25/100, celle de tirer une boule verte est P,4— 45/100; 
la probabilité de tirer une boule colorée est ‘ 


25-45 70 7 
Pcoi=: = =Pr+Pve es. 


Exemple 4. Dans l’exemple-2 la probabilité de l'événement 1) du 
groupe (4°) est égale à 4/2 et les probabilités des événements 2) et 3) de ce 
même groupe sont égales à 1/4. En effet l'événement 1) du groupe (4) est la. 
somme des événements incompatibles équiprobables 1) et 2) du groupe (4). 
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Il s'ensuit que la probabilité de voir apparaître face au moins une fois dans deux 
parties est selon le théorème de composition des probabilités 


) 

FD NE 46 

résultat correct. On justifie de même le résultat de trois parties. Les probabilités 
des événements. du groupe (B") sont respectivement égales à 1/2, 1/4, 1/8, 1/8; 
‘la probabilité dont il s'agit dans l’ se. 2'est donc: égale à ” 


P=rtetg= L. 
‘qui est aussi le résultat correct. 


La somme des probabilités de tous les événements exclusifs et incom- 
patibles est égale à l'unité: 

Pi + PiE ss sp Pl, = À (70.3) 
Cette assertion est une conséquence directe du théorème de la com- 
position des probabilités. En effet, puisque les événements sont ex- 
clusifs, la réalisation de l’un d'eux (quel qu'il soit) est un événement 
certain dont la probabilité est égale à l'unité. D'autre part, selon 
le théorème de la composition des probabilités, la probabilité de 
-cet événement peut être représentée par la somme P3 + P, + ... 

. + P,. On arrive ainsi à la relation (70.3). 

La relation (70.3) est souvent appelée condition de normalisation 

de la probabilité. En principe on pourrait définir la probabilité 
non par (70.1), mais par une expression qui lui est proportionnelle, 
donc par l’expression (70.1) multipliée par un coefficient numérique 
‘constant et arbitraire 4. Dans ce dernier cas la relation (70.3) n’exis- 
terait plus. Ce n’est que pour 4 — À que la condition de normalisa- 
tion est de la forme (70.3). 
” Lorsqu'il n'y a que deux événements exclusifs et incompatibles, on 
dit que ce sont des événements contraires: À chacun de ces événements 
correspond un événement contraire qui consiste en ce que le premier 
ne se réalisera pas. De toute évidence la somme des probabilités 
d'événements contraires est égale à l'unité. 

8. Théorème de multiplication des probabilités. La. probabilité 
du produit de deux événements À et B est égale au produit de la proba- 
bilité P (A) de l’un d'eux par la probabilité de l'autre calculée en sup- 
posant que le premier événement ‘s'est déjà réalisé. 

Cette dernière probabilité s “appelle probabilité conditionnelle 


de l'événement B par rapport à l'événement À ; on la note P (B/A). 
Ainsi 


- P (AB) = P (4) P (B/A). (70.4) 


Pour. démonter ce théorème on supposera que parmi les » éven- 
tualités exclusives, incompatibles et équiprobables 


Ci Ca ….. Ci Cixs, .…..) Cn Ces 224 Ca 
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l'événement À est favorisé par les m premières éventualités; tou- 
tes Les autres ne lui sont pas favorables. Supposons encore que parmi 
les m éventualités 


Ci Ca …. Ci Citi .…..) Cm 


les Z premières favorisent l'événement B, les autres ne lui sont pas 
favorables. Il s'ensuit que le nombre d’éventualités favorables pour 
A et pour B est égal à l; il en résulte que P (AB) = l/n. Il est par 
ailleurs évident que P (4) — m/n. Si l'événement À s’est déjà pro- 
duit, les éventualités C,»41, . . ., C\ deviennent impossibles, tandis 
que toutes les autres éventualités C,, Ca, ..., Ci LE ee 
..., Cm Continuent à être équiprobables. Par suite P (B/A) — l/m. 
Ainsi 
m l 
P(4)P(BIA4)=—— == P (AB), 

ce qui démontre le théorème. 

Si on inverse l’ordre des événements À et B, on démontre que 


P (AB) = P (B) P (A/B). (70.5) 


Notons un cas particulier important de ce théorème. Supposons 
que la probabilité de chacun des deux événements À et B est indé- 
pendante de la réalisation du second événement. On dira que ces 
événements sont séatistiquement indépendants ou indépendants tout 
court. Pour des événements indépendants 


P (AB) = P (A) P (B), (70.6) 


i.e. la probabilité du produit de deux événements indépendants est 
égale au produit de leurs probabilités. 


Exemple 5. Une urne contient quatre boules identiques numérotées 1, 
2, 3, 4. Quelle est la probabilité de tirer l’une à la suite de l’autre deux boules 
marquées 1 et 2? Tirons une boule. La probabilité de ce qu’elle porte le numéro 1 
ou 2 (événement À) est égale, selon le théorème de la composition des probabili- 
tés, à P (4) = 1/4 + 1/4 — 1/2. Si l'événement À s’est réalisé, il ne reste dans 
l'urne que trois boules, dont l’une est numérotée 1 ou 2. La probabilité de tirer 
cette boule-là (événement B) est égale à P (B/A) = 1/3. D'après le théorème 
de PER V7 MIS des probabilités, la probabilité cherchée est P (4B) — 

Vérifions le résultat obtenu par un calcul direct des éventualités équipro- 
bables. Représentons les événements exclusifs, incompatibles et équiprobables 
par le tableau 

12 214 31 41 


13 23 32 42 
14 2% 34 43 


Le premier chiffre désigne le numéro de la boule du premier tirage; le second 
chiffro désigne le numéro de la boule du deuxième tirage. Le nombre de toutes 
les éventualités équiprobables est égal à 12. A l'événement qui nous importe 
sont favorables deux éventualités 12 et 21 (elles sont soulignées). La probabilité 
cherchée est donc 2/12 = 1/6. 


1U—nt733 
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Modifions le problème de la manière suivante. Ayant tiré une boule, on 
note son numéro, on la remet dans l’urne et on brasse toutes les boules. Le second 
tirage se réalise donc dans des conditions identiques au premier (même nombre 
de boules dans l’urne). Ainsi les événements 4 et B deviennent indépendants. 
La probabilité P (A) reste la même que dans le cas précédent, égale à 1/2. Cal- 
culons P (B). Si le premier tirage amène une boule marquée 1 (2), l'événement B 
consiste à tirer lors du deuxième tirage une boule marquée 2 (1). La probabilité 
de cet événement est P (B) = 1/4. Selon le théorème de multiplication des pro- 
babilités P (AB) = P (A) P (B) = 1/2.1/4 = 1/8. Il est facile de se rendre 
HORS de la justesse de ce résultat en écrivant toutes les éventualités équipro- 

ables 


11 21 841 41 
12 22 32 42 


13 23 33 43 
14 24 34 44 


Les éventualités favorables sont soulignées. 


9. La définition de la probabilité a priori se heurte parfois à des 
difficultés de principe. Supposons, par exemple, que l'on jette un 
dé à jouer dont les faces sont numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6. Si le dé 
est absolument homogène et a la forme d'un cube parfaitement ré- 
gulier, il laisse à chacune des six faces une chance égale d'apparaître ; 
ce seront donc des événements équiprobables. Mais si le dé n’est pas 
homogène ou si sa forme n'est pas régulière, il n’en sera pas ainsi 
et quoique la notion de probabilité conserve toute sa signification, 
on ne saurait imaginer comment faire pour discerner les événements 
équiprobables. I] faut alors disposer d’un autre procédé permettant, 
ne serait-ce qu’en principe, de calculer les probabilités dans de tels 
cas. L’un des procédés permettant de le faire consiste en ceci: 

Supposons que l’on ait lancé le dé 7 fois et que le point 1 soit 
apparu n, fois. Le rapport v, = n./n s'appelle fréquence relative de 
réalisation de l'événement considéré. L'expérience montre que si »# 
croît indéfiniment, la fréquence relative v, tend vers une limite bien 
déterminée. Il est bien évident que si on jette un dé parfait, cette 
limite doit être égale à 1/6, égale donc à la probabilité telle que nous 
l'avons définie plus haut. Il est par suite tout indiqué de définir 
la probabilité des événements dans les cas les plus généraux par la 
relation 


Pi=limvælim 1, (70.7) 


R—+00 n->00 


Il va de soi que cette définition ne s'applique pas seulement au lan- 
cement des dés, mais à tous les cas où les épreuves font apparaître 
un nombre ini d’alternatives. 

10. On utilise en physique une autre interprétation des probabi- 
lités en tout point analogue à (70.7). Illustrons-la par un exemple 
simple. Soit un vase clos dans lequel se trouve une seule molécule. 
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Elle entre en collision avec les paroïs du vase (qui présentent une 
structure moléculaire} et s'y réfléchit de façon désordonnée. Lors 
de ses déplacements la molécule visitera différentes parties du vase. 
Isolons en pensée un certain volume vw dans le vase et cherchons à 
déterminer la probabilité de présence de la molécule dans ce volume. 
Pour ce faire, nous devrons observer la molécule pendant un temps 
T. Supposons que la molécule ait séjourné dans ce volume v pendant 
le temps t. Le rapport t/T représentera alors le temps de séjour relatif 
de la molécule dans le volume v. La limite de ce rapport 


P= lim + (70.8) 
T-00 
est la probabilité de présence de Ja molécule dans le volume v. La loi 
statistique se manifeste en ce que, conformément aux données ex- 
périmentales, la limite (70.8) existe bien. 

11. Les notions de valeur moyenne et d'espérance mathématique 
jouent un rôle des plus importants en théorie des probabilités. [l- 
lustrons-les par un exemple concret. Supposons qu’on ait réalisé W 
mesures semblables d’une même grandeur a dans des conditions in- 
variables, et que dans n, mesures on ait trouvé la valeur a,, dans r, 
mesures la valeur @a,, ..., dans n} mesures la valeur a, 
fa + No + ... + nm = N). La valeur moyenne de la grandeur 
mesurée est donnée par l'expression 


{a)= Para etat taime = vai... +Vnam. (70.9) 


Supposons pour simplifier qu’en dehors des valeurs a,, a, . .. 
.-., Am il ne peut apparaître aucun autre résultat ; ces résultats sont 
donc exclusifs et incompatibles. Si on augmente indéfiniment le 
nombre W, les fréquences v;, v2, . .., v, tendront vers leurs valeurs 
limites P,, P,, ..., P,, qui sont les probabilités de réalisation des 
valeurs 4, &, - .., 4m au cours des mesures. L'expression (70.9) se 
ramène à: 


Esp.m.a = Pa; + Poas + ... + Pan. (70.10) 


La somme (70.10) définit l'espérance mathématique de la grandeur a. 

En général il est impossible de déterminer la valeur vraie de a, 
car les mesures, aussi précises soient-elles, sont toujours entachées 
d'erreurs. (On ne constate d’exceptions à cette règle que lorsqu'on 
dénombre une quantité finie d’objets. Le nombre d'habitants d’une 
maison ou le nombre d'arbres dans un jardin peuvent être dénom- 
brés exactement.) On peut éliminer les erreurs systématiques par 
une étude approfondie des appareils et des méthodes de mesure. Mais 
les erreurs aléatoires subsistent toujours et on réduit leur influence 
par répétition des mesures. L'idéal serait de pouvoir calculer l’es- 
pérance mathématique de la grandeur mesurée, car elle représente- 


16% 
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rait le résultat définitif des mesures que l’expérimentateur aurait 
tendance à considérer comme la valeur vraie de la grandeur mesurée. 
Comme le calcul de lespérance mathématique exigerait la répéti- 
tion indéfinie des mesures, on se contente en pratique de valeurs 
moyennes calculées sur un nombre de mesures aussi grand que possi- 
ble. 

On peut dire que l'espérance mathématique est la limite vers 
laquelle tend la valeur moyenne (a) lorsque le nombre N croît indé- 
finiment. Il importe de bien distinguer ces deux notions dans des 
raisonnements rigoureux. Mais dans les cas usuels on n'utilise guère 
le terme « espérance mathématique » en appelant valeur moyenne 
aussi bien la quantité définie par (70.9) que celle définie par (70.10). 


12. Nous allons esquisser brièvement quelques aspects de la théorie des 
erreurs. Bien que nous n’en ayons nul besoin dans notre cours, certaines questions 
de la théorie des erreurs sont à la base du dépouillement statistique des résultals 
de mesures, ce qui explique l'attention que nous devons leur accorder. Il s'agira 
dans ce qui suit des erreurs aléatoires. 

On appelle erreur la différence entre la valeur mesurée et la valeur vraie de la 
grandeur mesurée. Si après N mesures semblables on obtient N valeurs de la 


ps mesurée &, 42, . .., ay, les erreurs de ces différentes mesures sont 
éfinies par la relation 
m=a—a (i=1,2,.., N). (70.11/ 


Pour caractériser la précision moyenne de l’instrument de mesure et celle de la 
méthode de mesure, on utilise l'erreur es moyenne de chaque mesure 
qui est la racine carrée du carré moyen de l'erreur d’une mesure individuelle : 


Les ee 
dou = VE = LEE RS à | (70.12) 


Comme on ne connaît pas la vraie valeur de la grandeur mesurée 4, on ne peut 
faire le calcul exact des erreurs x,, x,, . .. et de la quantité Agu. On doit se 
contenter alors d'une estimation probabiliste de la quantité Agqu. Pour le faire 
on introduit la notion de l'écart des différentes valeurs mesurées par rapport à la 
valeur moyenne (a): 


= a—{a) (—=1,2,..,,N). (70.13) 
Ces écarts vérifient l'identité 
> gi = 0, (70.14) 


qui découle directement de la définition de la moyenne arithmétique (a). 
Notons que pour les erreurs x, on ne peut écrire une expression telle que (70.14). 
Il est bien évident que l'on ne connaît pas la vraie valeur de la somme des 


erreurs Ve; mais si on répète indéfiniment la série de N mesures, on peut affir- 
mer que l’espéranco mathématique de cette somme sera nulle: 


Esp.m. D, = 0. (70.15) 


C'est ce qui témoigne du caractère aléatoire des erreurs. 

il s'ensuit de (70.11) et (70.13) que x; — y; + 6, où 8 est une constante 
égale à Ô — (a) — a. 8 a la signification de l'erreur commise sur la moyenne des 
résultats et ne peut donc être calculée exactement: Mais on peut donner une esti- 
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mation probabiliste de la valeur absolue de 6, ou ce qui est préférable, du carré 
de ô. La quantité ôqu = Y (6°) El Le l'erreur quadratique moyenne du résultat 
moyen OU écart type. Le principal objet de la théorie des erreurs est le calcul de 
l'écart type. En élevant l'égalité x; = y; + 6 au carré et en sommant sur tous 
les i, on obtient en vertu de (70.14) 


Da=Du+rie, 


soit 
N'(a2)= Ÿ yi+ N62. 
Ensuite 
Da S'G&i—e) Ya 
PE NN M) 
d'où 
NE Date DD aie 
ii 


La première somme du second membre est essentiellement positive et égale à 
{(x?). Quant à la double somme, on ne peut rien présumer de sa valeur. On peut 
seulement affirmer que par répétition indéfinie de la même série de N mesures 
la double somme pourra prendre avec la même probabilité une valeur positive 
ou négative. L'espérance mathématique sera égale à zéro tout comme celle de 
(70.15). Pour arriver à une estimation probabiliste du carré moyen (6?) on rem- 


place la double somme D æx;z; par son espérance mathématique. On obtient 
ainsi N(82) —(rx?) et 


N(a)= Ÿ y?+(a?). 
Ouen tire 


rer 


S'y 


3 
Au= Ve) VE, (70.16) 


N'y?  Aqu 


-1/ = Aou 7 
éue)/ N =Vrw 1 VF: (70.17) 


Dans les seconds membres de ces formules ne figurent que des quantités con- 
nues — les écarts des résultats des différentes mesures par rapport à la valeur 
moyenne (a). Il s'ensuit que les formules (70.16) et (70.17) peuvent servir au 
calcul des erreurs quadratiques moyennes Agu ou ôqu ou plus exactement à leur 
estimation probabiliste. | 

I est d’usage d'exprimer le résultat définitif d'une mesure par une expres- 
sion telle que 


a = (a) Æ êqu- 


La quantité ôqu détermine le nombre de chiffres décimaux certains limitant 
la précision de la valeur de la grandeur mesurée. La quantité Aqu ne dépend 
pas du nombre de mesures. Si on augmente le nombre de mesures, on ne fait 


qu’apporter des corrections à la valeur de Agu. Par suite ôqu n° ce qui 


montre que pour accroître d’un ordre de grandeur la précision du résultat, la pré- 
cision de chaque mesure étant invariable, on doit augmenter de 100 fois le nombre 
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de mesures. Pour augmenter la précision de deux ordres de grandeur, le nombre 
de mesures doit augmenter de 10 000 fois. On voit que La répétition des mesures 
n’est efficace que si N est relativement petit. 


13. Nous avons illustré la notion de probabilité par des exemples 
où l’ensemble d'événements pouvant se réaliser lors des épreuves 
était fini. On peut cependant se trouver en présence de cas où cet 
ensemble est infini et même continu. Citons, comme exemple, la 
mesure des grandeurs pouvant prendre une série de valeurs continue. 
On peut par exemple introduire la probabilité dP de ce que la va- 
leur numérique de la grandeur mesurée soit comprise entre les limi- 
tes a et a + da. Cette probabilité est proportionnelle à la largeur 
da d'un intervalle infiniment mince, ce qui permet d'écrire 


dP. = p (a) da, 


le coefficient de proportionnalité p est en général fonction de a. La 
fonction p (a) s'appelle densité de probabilité. La condition de norma- 
lisation (70.3) s'écrit 


je (a) da = 1 (70.18) 
et la formule (70.10) de l'espérance mathématique devient 
Esp. m. a — | ap (a) da. (70.19) 


L'intégrale est prise sur toutes les valeurs possibles de a, mais dans 
tous les cas on peut prendre pour limites d'intégration —o et +00 
puisqu’en dehors du domaine de variation de a la densité de proba- 
bilité p (a) est nulle. 


$ 71. Distribution des vitesses des molécules 
gazeuses. Position du problème 


4. A l'état d'équilibre statistique toutes les directions des vitesses 
des molécules gazeuses animées de mouvements thermiques sont 
équiprobables. S'il n’en était pas ainsi, le mouvement thermique 
des gaz ne serait pas désordonné. Dans cet état Les vitesses absolues 
de toutes les molécules ne sauraient elles non plus être les mêmes, 
et si par hasard elles l’étaient à un instant donné, un tel état des 
choses ne pourrait durer longtemps du fait des chocs intermolécu- 
laires. Considérons le modèle le plus simple de gaz où les molécules 
sont assimilées à des billes parfaitement élastiques et lisses qui n'in- 
teragissent que lors des chocs mutuels. Soient deux molécules 7 
et 2 dont les vitesses v, et v, avant choc étaient orthogonales 
(fig. 49). La première molécule se déplaçait avant choc suivant la 
droite {2 passant par les centres des molécules et la deuxième se 
déplaçait le long d'une direction rectangulaire. Comme les billes 
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sont absolument lisses, les composantes tangentielles de leurs vitesses 
ne doivent pas varier du fait de leur collision. Selon la théorie élé- 
mentaire des collisions, les billes doivent échanger leurs vitesses 


Avant choc Apr3s choc 


Fig. 49 


normales. Après le choc la première bille s'arrêtera tandis que la 
vitesse de la seconde s'accroîtra de Av, — v; et deviendra égale à 
v, — v, + v,. Cette vitesse se laisse représenter par la diagonale 
du parallélogramme construit avec les vecteurs v, et ve. Si v, = va, 


onav, = Li V2. Cet exemple montre que lors des chocs varient aussi 


Vs 


Fig. 50 


bien les directions que les valeurs absolues des vitesses des molécules, 
Le cas des collisions que nous venons de considérer est un cas parti- 
culier parmi de nombreux autres. Les chocs sont infiniment variés 
et donnent lieu à toutes sortes de variations des vitesses, ce qui con- 
duit finalement à une distribution statistique parfaitement définie 
des vitesses. 

2. Le problème de la distribution des vitesses des molécules n 
été posé et résolu par Maxwell en 1859. Précisons d'abord l'énoncé 
du problème. Soit un vase fermé contenant un nombre N très grand 
de molécules gazeuses; on supposera qu'il n’y a aucun champ de 
force pouvant agir sur le gaz. Plaçons l’origine des coordonnées en un 
point arbitraire © de l’espace (fig. 50). Représentons les vecteurs vi- 
tesse v,, v,, . .., un de toutes les molécules à un instant £. Les 
extrémités de ces vecteurs seront appelées points représentatifs. 
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L'ensemble de tous les points représentatifs forme un espace tri- 
dimensionnel dit espace des vitesses, où on peut introduire des coordon- 
nées rectangulaires. Les coordonnées de tout point représentatif sont 
définies par les projections »,, v,, v, du vecteur v sur les trois axes 
de coordonnées. Déterminer les vitesses de toutes les molécules équi- 
vaut à déterminer les positions des points représentatifs dans l’es- 
pace des vitesses. Du point de vue purement dynamique le problème 
de la distribution des vitesses des molécules se réduit à la détermina- 
tion à tout instant des positions des points représentatifs dans l’es- 
pace des vitesses. Mais comme nous l’avons indiqué au $ 9, lorsqu'il 
s'agit de systèmes comportant un nombre colossal de molécules, ce 
problème dynamique est insoluble et ne présente d’ailleurs aucun 
intérêt. On doit considérer le problème de la distribution des vitesses 
des molécules comme un problème de statistique que nous énonce- 
rons comme suit. 

3. Délimitons dans l’espace des vitesses un élément de volume 
qui du point de vue de la physique serait infiniment petit, ayant la 
forme d'un parallélépipède droit de côtés dv,, dv,, dv, et centré au 
point de coordonnées v,, v,, v,. Son volume est du = dv.dv,dv, et 
il renferme un nombre dN de points représentatifs. Les vitesses des 
molécules varient à tout instant du fait de leurs interactions. On 
interprétera ce comportement en disant que les points représentatifs 
de certaines molécules quittent le volume dw, tandis que d’autres s’y 
introduisent. Cela signifie que le nombre dW des points représentatifs 
contenus dans le volume do n’est pas constant. Si l’élément do est 
choisi très petit, il contient peu de points représentatifs. Il peut 
arriver, par exemple, qu’à un instant donné le volume do contient 
un ou deux points représentatifs et qu'à un autre instant il n’en con- 
tient aucun. Le nombre dN des points représentatifs peut donc varier 
brusquement et de façon irrégulière au cours du temps. Afin d'éviter 
une telle situation il convient de choisir le volume do suffisamment 
grand pour qu'à tout instant il renferme un grand nombre de points 
représentatifs. Dans ce cas, en régime stationnaire, la variation 
du nombre dN sera relativement faible et sa valeur oscillera autour 
d’une valeur moyenne (dW); le comportement de la valeur moyenne 
{äN} sera régi alors par une loi statistique qu'il nous faut trouver. 
Le volume duw doit cependant être assez petit pour pouvoir décrire 
la distribution des points représentatifs d’une manière précise et 
de plus il doit être suffisamment petit pour pouvoir assimiler les 
quantités dv,, du,, dv,, le volume dw et le nombre 4N à des diffé- 
rentielles infiniment petites. On arrive généralement à satisfaire à 
ces exigences parce que le nombre des molécules contenues dans tout 
gaz est extrêmement grand. 

(@N) 


4. La signification du rapport NWf (v) — a 9St celle de la 
concentration moyenne des points représentatifs dans l’espace des 
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vitesses, qui est parfaitement analogue à la concentration des parti- 
cules dans l’espace ordinaire. La grandeur f (v) s'appelle fonction: 
de distribution des vitesses des molécules. On peut la considérer comme 
la densité de probabilité de la distribution des points représentatifs. 
des molécules dans l’espace des vitesses. Le problème statistique- 
concernant la distribution des vitesses se ramène à la détermination. 
de la fonction j (v). En intégrant la quantité dN ou (dN) dans tout 
l’espace des vitesses, on obtient évidemment le nombre total N de- 
molécules. On en déduit la condition de normalisation: 


fs (D) do — 1 (71.4) 


à laquelle doit satisfaire la fonction f (v). 

Dans ce qui suit nous aurons affaire aux nombres moyens (dW)- 
et non aux valeurs instantanées dN. Aussi, pour alléger ces écritures, 
nous supprimerons le symbole ( ), ce qui signifie que dans ce qui. 
suit 4N désignera la valeur moyenne de ce nombre, i.e. (dW). 

Conformément à la signification de la fonction de distribution, 
la quantité 

dN = Nf(v) do = Nf(v,, v,, v,) dv,dv,dv, (71.2): 


représente le nombre moyen de molécules dont les composantes de 
la vitesse sont respectivement comprises entre v, et v, + dv,, uy. 
et v, + du,, v, et v, + dv,. La fonction de distribution f (v) varie 
de façon continue et régulière avec la vitesse v des molécules. Elle 
caractérise non pas la distribution vraie mais la distribution moyenne: 
ou probabilisie des vitesses des molécules puisque dans tout élément 
de volume do de l’espace des vitesses le nombre réel des points fi- 
guratifs ne peut être qu'entier. Or dN, donné par (71.2), peut pren 
dre n'importe quelle valeur réelle. 

Lorsqu'on cherche à résoudre le problème statistique il est dénué 
de sens de se demander quel nombre de molécules gazeuses peut avoir: 
une vitesse donnée v de composantes v,, v, et v,. Il ne peut s'agir 
que du nombre moyen dN de molécules contenues dans le volume: 
élémentaire do — dv,dv,dv, de l'espace des vitesses. Lorsqu'on. 
fait tendre dw vers zéro, le nombre dN tend vers zéro et le nombre 
moyen de molécules ayant une vitesse bien déterminée v tend aussi: 
vers zéro. On s’en rend compte en remarquant que l'ensemble de. 
tous les vecteurs v, i.e. de tous les points figuratifs de l’espace des. 
vitesses, est infini, tandis que le nombre total N de molécules gazeuses. 
est fini. Pour cette même raison est nul le nombre moyen de molé- 
cules ayant un vecteur vitesse d’une direction donnée. 


5. Pour bien saisir le caractère statistique du problème de la distribution: 
des vitesses des molécules d'un gaz, on peut avoir recours à la planche de Galton: 
qui sert aux démonstrations. C’est une planche dans laquelle on a enfoncé des. 
clous disposés en quinconce et dont la face avant est recouverte d’une plaque de- 
serte (fig. 51). Dans la partie inférieure, au-dessous des clous, se trouvent des. 
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parois métalliques verticales et équidistantes qui divisent l’espace compris entre 
‘la planche et le verre en des volumes égaux que l’on appellera, pour abréger, des 
cellules. Dans la partie médiane de la planche, au-dessus des rangées de clous, 
se trouve un entonnoir à l'aide duquel on peut verser du sable, des grains ou 
n'importe quelle autre substance granulée. Si on jette dans l’entonnoir une seule 
particule, elle subira en tombant de nombreuses collisions avec les clous et 
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Fig. 51 


#inalement viendra se placer dans l’une des cellules. Il est impossible de prédire 
dans quelle cellule viendra se placer la particule du fait du grand nombre de 
“acteurs aléatoires influençant son mouvement. On ne peut parler que de la 
«probabilité de voir arriver la particule dans telle ou telle cellule. On peut s'at- 
tendre à ce que la probabilité de trouver la particule dans l’une des cellules 
«centrales est plus grande que celle de la trouver dans les cellules latérales. En 
-effot, si on verse du sable en jet continu, on constate qu'on en trouve le plus dans 
les cellules centrales se trouvant au-dessous de l’entonnoir et bien peu dans les 
-cellules latérales. Si le nombre des particules passant par l’entonnoir est très 
“grand, on décèle une loi de distribution statistique des particules parmi les 
-cellules. A la limite cette loi se laisse représenter par une formule analytique. 
Pour y arriver faisons passer une courbe régulière par les sommets des colonnes 
-de sable accumulé dans les différentes cellules. Lorsque le nombre des particules 
est très grand, la courbe expérimentale tend asymptotiquement vers une courbe 
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de la forme 
y=p{x) de %, (71.3) 


où À et « sont des constantes positives. La valeur de la constante à ne dépend 
que des paramètres de l'appareil, sans être affectée par le nombre de particules. 
La constante À est proportionnelle au nombre de particules ; les deux constantes 
sont liées entre elles par la condition de normalisation. 

6. La formule (71.3) exprime la Loi normale des erreurs de Gauss (1771-1855) ; 
la courbe correspondante est la courbe des erreurs de Gauss. La quantité q (x) dx 
représente la probabilité de ce que l’erreur commise lors d’une mesure sera com- 
prise entre les limites x et x + dr. Il est bien évident qu'avec cette interpréta- 
tion la densité de probabilité @ (x) doit satisfaire à la condition de normalisa- 
tion 


+æ + 
\ p(x)dx = À Î e 7 Gr, (71.4) 


qui permet d'exprimer la constante-A en fonction de la constante «& (voir problè- 
me 2 au & 72). Plus « est grand, plus le maximum de la courbe sera pointu, et 
plus les mesures seront précises. Il s'ensuit que la constante «& doit être liée à 
l'erreur quadratique moyenne où à l'erreur arithmétique moyenne qui caracté- 
risent la précision des mesures (voir problème 3 au $ 72). La démonstration de la 
loi de Gauss (71.3) se fait tout comme celle de la loi de distribution des vitesses 
de Maxwell, que nous donnerons au $ 72. 


7. Le problème de la distribution des vitesses, dans l’énoncé 
que nous en avons donné, ainsi que les méthodes de solutions que 
nous donnerons ci-après, sont purement classiques. Il s'impose donc 
d'en préciser les limites de validité. Si on néglige les coefficients peu 
différents de l'unité, qui importent peu, on peut déterminer ces li- 
mites de validité à l’aide de considérations telles que le principe 
d'incertitude de Heisenberg (1901-1976). Délimitons dans le gaz un 
petit cube de côtés x, y, z renfermant en moyenne une particule. Si 
les conditions 


TP3 > h, YPy > À, 2P:> h 


sont vérifiées, lé mouvement de la particule à l’intérieur du cube 
peut être traité par les méthodes classiques. En effet, selon le prin- 
cipe de Heisenberg, le produit des indéterminations quantiques sur 
la coordonnée et l'impulsion de la particule est de l’ordre de k, de 
sorte que si les inégalités ci-dessus sont vérifiées, ces indétermina- 
tions ne sont pas essentielles. En formant le produit de ces trois 
inégalités on peut les remplacer par une seule inégalité Vp° > hà, 
où V = xyz est le volume du cube et p une impulsion moyenne carac- 
térisant le mouvement de la particule de gaz. Si n est le nombre de 
particules dans l'unité de volume, on a Vr — 1 et la relation précé- 
dente s'écrit n (h/p}°& 1. La grandeur 


== + (71.5) 
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a la dimension d’une longueur. On l'appelle longueur de l'onde de 
de Broglie (né en 1892); cette grandeur joue un rôle exceptionnel en 
mécanique quantique. En introduisant À la condition de validité 
de la méthode d'étude classique s'écrit 


n € 1. (71.6) 


Cette inégalité signifie que le nombre moyen de particules se trouvant 
dans le volume À doit être petit par rapport à l’unité. 

Pour pouvoir estimer l’ordre de grandeur de À considérons une 
certaine vitesse moyenne susceptible de caractériser le mouvement 
thermique des molécules gazeuses. Pour le moment nous ne connais- 
sons qu'une seule vitesse moyenne — la vitesse quadratique moyenne 

— V3kT/Im (cf. $ 60). Son utilisation permet de mettre l’iné- 
gulité (71.6) sous la forme 


TST,, (71.7) 
où 


h3 o 
= 2/8 
T 3km LUE 


La grandeur Ÿ', s'appelle température de dégénérescence du gaz. Ainsi 
la méthode d'étude classique est valable aux températures notablement 
supérieures à la température de dégénérescence. Une étude plus rigou- 
reuse montre que cette température est donnée par 


To ( ie (71.8) 


La valeur donnée par (71.8) est environ trois fois plus petite que 
celle que donne la formule précédente. Les gaz dont la température 
est plus petite que 7, sont dits dégénérés et on ne peut leur appliquer 
la méthode d'étude classique. 

Calculons la température de dégénérescence dans deux cas limites. 
Pour le gaz électronique contenu dans l'argent n Æ 6-10% cm, 
la masse électronique étant m —= 9,11-10-% g. Pour le gaz électro- 
nique dans l'argent la formule (7 8) donne T, & 6,5-10 K. On 
trouve des valeurs comparables pour tous les autres métaux bons 
conducteurs. À des températures aussi élevées aucun métal ne peut 
exister à l’état solide. Il s'ensuit que dans les métaux bons conduc- 
teurs le gaz électronique est toujours dégénéré. Considérons main- 
tenant l’autre cas limite — l’hélium. La masse de l’atome d'hélium 
est m — 6,6-10-% g, et la concentration dans les conditions normales 
est n = 2 L£ 10% cm-*, Le calcul par la formule (71.8) donne T, 
= 0,05 K. Excepté l'hydrogène, les masses atomiques de tous” je 
autres gaz sont plus grandes et par suite 7, est plus petit que pour 
l'hélium (pour tous les gaz parfaits dans les conditions normales la 
concentration » est la même). Comme à ces très basses températures 
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aucune substance ne peut subsister à l’état gazeux, tous les gaz mo- 
léculaires ne sont pas dégénérés ; on doit donc les considérer comme 
des systèmes classiques. 


$ 72. Loi de distribution des vitesses de Maxwell 


1. Nous allons exposer d’abord le raisonnement qui, en 1859, 
amena Maxwell à la découverte de la loi de distribution des vitesses 
des molécules gazeuses. Soit un gaz constitué d’un très grand nombre 
N de molécules identiques animées de mouvements thermiques dé- 
sordonnés à une température donnée. On suppose qu'il n’y a aucun 
champ de forces pouvant agir sur les molécules. Quelle est la pro- 
babilité pour que la composante x de la vitesse d'une molécule se 
trouve comprise entre v, et v.+ dv,,les deux autres composantes 
étant quelconques ? Il est clair que cette probabilité doit être pro- 
portionnelle à la largeur de l'intervalle dv, considéré avec un coeffi- 
cient de proportionnalité dépendant de la valeur de v,. Notons 
œ (v.) dv, cette probabilité. La quantité p (v,) s'appelle aussi fonc- 
tion de distribution, quoiqu'’elle caractérise la distribution des mo- 
lécules non par rapport à leur vitesse totale v, mais par rapport à sa 
projection v. sur l’axe X. La quantité f (v) est la fonction de distribu- 
tion spatiale ou tridimensionnelle rapportée à l'espace des vitesses, 
tandis que o (v.) est la fonction de distribution unidimensionnelle ou 
linéaire dans le même espace des vitesses. 

De même la quantité  (v,) dv, représente la probabilité que 
la composante y de la vitesse d’une molécule sera comprise entre 
v, et v, + dv,, les composantes v, et v, étant quelconques. Etant 
donné que toutes les directions des vitesses sont équiprobables, la 
fonction sera la même que dans le cas précédent, mais sa variable 
sera v,. Enfin œ (v,) dv, représente la probabilité que la composante 
z de la vitesse d'une molécule sera comprise entre v, et v, + dv,, 
les composantes v, et v, étant quelconques. 

2. Afin d’alléger les énoncés, nous désignerons les éventualités 
de ce qu'une molécule appartient à l’un des intervalles de vitesse 
(Vas Ux + dx): (Oys Vy + dy) et (v,, v, + dv.) sous le nom d'’événe- 
ments À, B et C. Calculons la probabilité f{(v) dw qu'une molécule 
vienne occuper le volume élémentaire do = dv, dv, dv, de l’espace 
des vitesses. Le fait de venir occuper ce volume est un événement 
complexe résultant de la multiplication des événements 4, B et C. 
On peut calculer la probabilité de cet événement complexe à l’aide 
du théorème de multiplication des probabilités. On doit multiplier 
la probabilité de l'événement À par la probabilité conditionnelle 
de l'événement B sous la condition que l'événement À s’est déjà 
produit ; ce résultat sera alors multiplié par la probabilité condition- 
nelle de l’événement C sous la condition que les événements À et B 
se sont déjà réalisés. Maxwell supposa que les événements 4, B et C 
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étaient indépendants. Il devient alors inutile de préciser les condi- 
tions sous lesquelles doit être effectué le calcul des probabilités des 
événements B et C et le théorème de multiplication des probabilités 
s'applique sous sa forme la plus simple, relative à des événements 
indépendants. Des physiciens et des mathématiciens émirent des 
réserves au sujet de cette hypothèse et donc au sujet de la loi de dis- 
tribution de Maxwell. Ils indiquèrent notamment que les vitesses 
des molécules après choc ne peuvent être indépendantes de leurs 
vitesses avant choc, puisque ces vitesses sont liées entre elles par 
les lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion. Néanmoins 
les recherches ultérieures de Maxwell, de Boltzmann et d'autres 
savants montrèrent que l'hypothèse de Maxwell était correcte mais 
devait être justifiée. Nous omettrons de le faire ici, car toutes les 
démonstrations ultérieures dues à Maxwell et à Boltzmann ne pré- 
sentent pas l'avantage de la toute première démonstration de Max- 
well qui ne nécessitait aucune considération spéciale sur la structure 
et les forces d'interaction des molécules. Elle est donc applicable 
aux gaz, aux liquides et aux solides. Pour pouvoir traiter le problè- 
me de la distribution des vitesses par les méthodes classiques, il 
suffit que soit vérifiée la condition (71.7). 

Nous admettrons donc que la probabilité pour que le point fi- 
guratif d’une molécule se situe simultanément à l’intérieur des trois 
intervalles (v,, v, + du,), (v,, v, + dv,), (v,, v, + dv,) est donnée 
par le produit 


p (vx) p (v,) (9) (v:) dv dv, dv. 


Or pour exprimer cette même probabilité nous avons utilisé plus 
haut l'expression f (v) do avec do = dv, dv, dv,. En identifiant 
ces deux expressions on constate que la fonction de distribution 
f (&) doit être de la forme 


f () = @ (x) p (v,) p (2). (72.1) 


3. Les sens positifs et négatifs des axes de coordonnées sont par- 
faitement équivalents pour les gaz. On aura donc @ (v,) = q (—v,). 
Cela implique que la fonction o ne peut dépendre que du module de 
la vitesse v,, ou ce qui revient au même, de son carré. Le gaz étant 
isotrope, la fonction f ne peut dépendre que du carré de la vitesse 
totale v quels que soient sa direction et son sens. Il est commode d’uti- 
liser comme variables non pas les carrés des vilesses, mais les énergies 
cinétiques correspondantes : &, = 1/, mu%, e, = 1/, mu, &, — 1/, mi, 
e = 1/, mu = e,+e,<+e,. Ayant effectué ce changement de 
variables, nous continuerons à noter les fonctions par les mêmes 
symboles o et f, bien que ce soient des fonctions analytiquement 
différentes. L'’équation (72.1) s’écrira maintenant 


(ex) p (e,) p (ee) = f (ex + 8, + e) (72.2) 
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et sera vérifiée pour toutes les valeurs (positives) des variables 
8, 8; 03: 

ù 4." C'est à partir de l'équation (72.2) que l’on arrive à déterminer 
la forme de la fonction @ et par suite celle de la fonction f. En effet, 
considérons des variations des variables £,, e,, e, satisfaisant aux 
deux conditions suivantes: 4) £, — const; 2) e, + e, — const. 
L'équation (72.2) est toujours vérifiée et conduit à 


p (£.)  (e,) = const 
si 
Ex + Ey = Const. 


En prenant les logarithmes, puis en dérivant la première relation, 
nous avons 


q' (Ex) _ P’ (y) 
px) Lx TE) 


de, + de, = 0. 


dey=0 


si 


On en tire 


q'(Ex) _ (y) 

Ex) pe) ‘ 
Nous avons admis que les variations de &, et de e, étaient telles 
que €, + ëe, = € = const. Or comme les valeurs de Cet donc celles 
de e, et e, pouvaient être quelconques, la condition €, + e, — const 
n’impose aucune contrainte aux valeurs de &e, et de e,. Il s'ensuit 
que dans la relation précédente e, et e, peuvent prendre des valeurs 
quelconques. Or dans la dernière relation on trouve à gauche une 
fonction de &, et à droite une fonction de e,. Ces fonctions ne sau- 
raient être égales que si les rapports En) et DE sont tous les 

A L'UNPRE y 

deux égaux à une seule et même constante. Désignant cette constante 
par —« on obtient 


p'(Ex) _ 9 Ey) 
P(Ex) P (Ey) 


= — , 


ce qui se laisse écrire 
de (ex) _ 
p (ex) 


On obtient alors par intégration: 
pées)= de "%*, (es) = Aie %v, pe,)= Aie 7, (72.3) 


où À, est une nouvelle constante dont la valeur sera précisée ci- 
dessous. En ce qui concerne la constante «, elle doit être positive, 
car autrement  (e.) croîtrait indéfiniment avec la croissance indé- 
finie de l'énergie cinétique €,, ce qui est physiquement impossible. 


— «a de,. 
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5. D’après (72.3) la fonction de distribution f (e) = f (8, +- 

+ Ey + €) est 
f (e) = Ae”cs, (72.4) 
‘avec À — A°. C’est cette formule simple qui exprime la loi de dis- 
tribution des vitesses de Maxwell. Pour la mettre sous sa forme dé- 


{initive, il reste à déterminer les valeurs des constantes À et «. Pour 
y arriver simplement, on considérera d’abord la fonction @ dont 


P (Uz) 


O0 Uy ur tdi Ur 


Fig. 52 


da variation avec la vitesse v, est représentée sur la figure 52. Cette 
<ourbe se confond avec la courbe des erreurs de Gauss. L’aire de la 
bande élémentaire (hachurée sur la figure) caractérise la probabilité 
pour que la composante x de la vitesse de la molécule se trouve dans 
l'intervalle (2,, v, + dv,): son produit par W donne le nombre pro- 
bable de molécules ayant des vitesses comprises dans le même inter- 
valle. La fonction œ (v.) doit être normalisée par la condition 


+oœ + amv? 
| P (Ua) dur = Ai j e 2? dv,=1. (72.5) 


L'intégration entre les limites —oo et + ne signifie nullement que 
de gaz contient des molécules animées de vitesses infiniment gran- 
des. En réalité les formules (72.3) et (72.4) cessent d’être valables 
pour de grandes vitesses. L'énergie cinétique e d’une molécule ne peut 
‘être supérieure à l'énergie cinétique Æ de tout le gaz. Par conséquent 
pour & >> À la formule (72.4) est sûrement dénuée de sens. Mais elle 
devient inutilisable même pour des valeurs de e notablement plus 
petites dès que cessent d’être vérifiées les conditions imposées aux 
volumes élémentaires dw de l’espace des vitesses qui déterminent 
l'introduction de la notion de fonction de distribution (cf. $ 71, 3). 
L'intégration dans des limites infinies ne doit être interprétée que 
<omme un artifice de calcul utilisable pour la raison qu'il y a très 
peu de molécules satisfaisant à la condition œmvè > 1 et qu'elles 
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ne contribuent aucunement à l'intégrale de normalisation (72.5). 
La valeur de cette intégrale ne changera pas si on remplace la distri- 
bution réelle des vitesses des molécules par la distribution exponen- 
tielle (72.3) que ce soit pour des vitesses qui la vérifient ou pour des 
vitesses plus grandes où (72.3) n’est pas valable. C'est ce que nous 
avons fait dans la formule (72.5). 

Prenons comme variable d’i ntégration la grandeur Ë = V'am/2vs. 
La condition do normalisation (72.5) s'écrira maintenant 


4ÿ 2 Îes d&=1. (72.6) 


— 00 


L'intégrale qui figure dans (72.6) est l'intégrale de Poisson. On dé- 
montre dans les cours d'analyse mathématique que 


+oc 
j e=E dE m V7. (72.7) 
On obtient ainsi É 
A=V 5. (72.8) 


6. Le problème se trouve ainsi ramené au calcul de la seule cons- 
tante &. Remarquons d’abord que l'énergie cinétique moyenne 
(8.) du mouvement thermique le long de l’axe X se laisse exprimer 
par la fonction de distribution œ: 


+oo 


(Ex) — | Ex (Ex) dus 


ou sous forme plus détaillée : 


+0 
(8x) = Ai | 


— 0 


Reprenons l'ancienne variable d'intégration &. On aura 


ei y 2 . Ee-br dE. 


En intégrant par parties on obtient 
+00 + 
[ Ete-t qe tft +4, [ea 


oo — C0 


Le premier terme du second membre est nul puisque pour Ë — co 
la fonction exponentielle e-&? s’annule plus vite que tend vers l’in- 
17-01793 
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fini n’importe quelle puissance de £. On obtient ainsi 


—— +æo 
= A1 2 4 
Ex = V x | et? d, 


et compte tenu de (72.6) (e,) = 1/,@. (Notons que pour arriver à ce 
résultat il n’est pas nécessaire d'utiliser l'intégrale de Poisson.) Par 
définition de la température cinétique (e,) = 1/,0 = 1/, kT. Par 
suite 


es (72.9) 


m mn 8/2 
A=V 557, 4-57) ; (72.10) 


En définitive les fonctions de distribution ç (v,) et f (v) sont don- 
nées par les expressions suivantes: 


Ex 


ve)=(5r) Te, (72.41) 
f() = (-r)" er, (72.12) 
et sous forme plus détaillée : 
E (0x) = (ir) AT, (72.13) 
fo=(5r)" UT, (72.14 


C'est la formule définitive exprimant la loi de distribution des vi- 
tesses de Maxwell. Elle s'applique aux gaz, aux liquides et aux so- 
lides dans tous les cas où le mouvement peut être décrit dans l’ap- 
proche classique. 


PROBLÈMES 


1. En utilisant la méthode de Maxwell que nous avons utilisée ci-dessus 
pour déduire les formules (72.3), établir la formule (71.3) décrivant la distribu- 
tion des particules entre Les cellules de Galton. Considérer pour cela une planche 
bidimensionnelle de Galton comportant des cellules en forme de parallélépipèdes 
droits dont les faces latérales sont parallèles aux plans des coordonnées XZ 
et YZ. En utilisant un procédé analogue, retrouver la loi des erreurs de Gauss. 

2. Exprimer en fonction de la constante @& la constante À figurant dans la 
loi des erreurs de Gauss (71.4). 

Réponse. 


A= V an. 


8. Exprimer en fonction de « les erreurs moyenne et quadratique moyenne 
pour le cas d’une distribution gaussienne. Etablir une relation entre ces erreurs. 
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Réponse. 
(xl) = VV, Aqu= VE) =1/0, 


Aqu= V2 (Izl). (72.15) 


Le calcul direct de (x?) est fort laborieux et demande beaucoup de temps, mais 
la formule (72.15) ramène son calcul à celui de (1x1), qui est beaucoup plus 
simple. Ce procédé de calcul est recommandé, par exemple, pour le traitement 
des résultats d'observation du mouvement brownien (cf. $ 64). 


$ 73. Distribution des vitesses absolues 
des molécules, Vitesses moyennes des molécules 


1. La fonction j (e) a le sens de la densité de probabilité spatiale 
de distribution des points figuratifs des molécules de gaz dans l’es- 
pace des vitesses. Le produit de cette fonction par le nombre total 
des molécules N donne le nombre moyen ou probable de points 
figuratifs contenus dans l'unité de volume de l'espace des vitesses. 

Nous allons calculer maintenant la distribution des vitesses abso- 
lues des molécules. La direction et le sens de la vitesse ne nous inté- 
ressent donc plus puisqu'il s’agit:de calculer la probabilité pour que 
la vitesse des molécules soit comprise entre v et v + dv. Notons 
F (v) dv cette probabilité. Si on la multiplie par N, on trouve le nom- 
bre probable dN de molécules possédant cette valeur de la vitesse. 
La nouvelle fonction de distribution F (v) est liée très simplement à 
la fonction f (e) définie plus haut. Portons à partir d’une origine 
commune (0 les vecteurs vitesse de toutes les molécules et conservons 
les vecteurs dont les longueurs sont comprises dans l'intervalle 
entre vet v + dv. Les points figuratifs de ces vecteurs se situent dans 
une couche sphérique infiniment mince de rayon moyen v et d'épais- 
seur dv; son volume est do = 4nv?dv. À l’intérieur de cette couche 
la densité spatiale f (e) est constante puisqu'elle ne dépend que de 
la valeur absolue de la vitesse v et non de la direction ou du sens. En 
multipliant f (e) par le volume do de la couche, nous obtenons la pro- 
babilité que nous cherchons à obtenir: f (8) dw = 4nv°f (e) du. Mais 
nous avons déjà désigné cette probabilité par F (v) dv. En comparant 
les deux expressions on obtient 


F () = éwi (e), (73.1) 
ou 
FO (er Je me, (73.2) 
Far conséquent 
aN = 4N ( TT je ce #T dv. (73.3) 
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Il est évident que la fonction F (v) vérifie la condition de normalisa- 
tion 


à F (v) dv —1. (73.4) 
0 


Ces formules donnent la distribution des vitesses absolues des molé- 
cules. 

2. La figure 53 donne la représentation graphique de la fonction 
F (v). La courbe F (v) est asymétrique et s’annule à l’origine des coor- 


|FG) 


données. Elle diffère donc de 
la courbe ® (v.) qui est symé- 
trique et présente un maximum 
à l’origine des coordonnées. Il 
est facile d'expliquer ces résul- 
tats. L'expression ®(v.,) dv, 
représente la probabilité de 
trouver une molécule dans une 
couche plane infiniment mince 
de l’espace des vitesses délimi- 
Un U' tée par les plans v, = const et 
Fig. 53 Ux + dv, = const. L'’expres- 
sion F (v) du représente aussi 
la probabilité de trouver la molécule dans une couche infiniment min- 
ce, mais de forme sphérique délimitée par les sphères concentriques 
v — const et v + dv = const. Sionse fixe l'épaisseur dv,, toutes les cou- 
ches planes seront identiques pour toutes les valeurs de v.,. Il en résulte 
que l'expression œ (v.) dv, et la fonction œ (v,) présentent un maxi- 
mum pour v, = 0. Dans l'autre cas, pour une épaisseur donnée dv 
des couches sphériques, le volume de celles-ci croît avec », puisque 
le volume do = 4nv'f (v) dv. La position du maximum de la courbe 
F (&) = 4nv?f (v) est donc définie par le produit des facteurs concur- 
rentiels ; f (v) qui décroît de façon monotone et v? qui croît de façon 
monotone. 


Pour mieux saisir la différence entre les fonctions œ (v,) et F (v), il est 
utile d’avoir à l'esprit l’analogie suivante. Un tireur tire sur une cible. Placer 
une balle dans un endroit déterminé de la cible est un événement aléatoire et 
de ce fait la dispersion des impacts est régie par les lois du hasard. Si on divise 
la cible en bandes verticales d’égäle épaisseur (fig. 54), la distribution des pro- 
babilités d'impact sur ces bandes sera représentée par une courbe symétrique 
@ (x), comme dans le cas de la planche de Galton. Mais si on divise la cible en 
cercles concentriques équidistants, les aires des couronnes comprises entre les 
cercles croissent avec le rayon et la distribution des probabilités d'impact sur 
les couronnes sera représentée par une courbe asymétrique ressemblant à celle 
de la figure 53, 


3 La valeur de la vitesse pour laquelle la fonction F (v) devient 
maximale est appelée vitesse la plus probable. Notons-la v,. Pour 
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calculer v,, il est commode de considérer que la quantité F est fonc- 
tion de v?. En dérivant (73.2) par rapport à cette variable et en éga- 
lant à zéro le résultat obtenu, 
on obtient 


mo? . 
_d_ [ v’e” 22T ] = 


dv? 
mu : nu 
[apte fo, 
2kT 


d'où 
ne. 
(73.5) 


La vitesse moyenne dela mo- 
lécule est donnée par la formule 
usuelle 


00 


w=+ vaN — | vF (v) dv. 
ÿ 


En y portant l'expression de F (v) on trouve après intégration 
./ 8T 4 
= eo, y É=ttsvn. (73.6) 
Calculons encore la vitesse quadratique moyenne qui détermine 
l'énergie cinétique moyenne de la molécule 1/,m (v?) = 1/,mvèu = 
= #/, HT (cf. $ 62). Cette vitesse est égale à 


vus VI à 4,200. (73.7) 


Les trois vitesses. considérées diffèrent l’une de l’autre par des facteurs 
numériques de l’ordre de l'unité avec vu >> (v) > mn. Chacune de 
ces vitesses permet de se faire une idée de la vitesse du mouvement 
d’agitation thermiquefdesYmolécules. 


PROBLÈMES 
1. Etablir l'expression du nombre moyen dW de molécules de gaz dont 
l'énergie cinétique est comprise entre & et & + de. 


=e, 
Réponse. daN = 2aN (nk7) Ÿ2V Eee *T de. 
| 2. Trouver la valeur moyenne de l'inverse de la vitesse d’une molécule dans 
A gaz. 


1 2m 4 
Réponse. (5) = HT x: 
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3. Calculer le nombre moyen de molécules dont les composantes de la vites- 
se as à un certain axe sont comprises dans l'intervalle (v,,, v, + dus) 
et dont les valeurs absolues de la composante normale de la vitesse sont comprises 
entre v, et v, + dv. 

Solution. Le nombre de molécules £4N cherché est égal au nombre 
moyen de points représentatifs contenus dans le volume élémentaire de l’espace 
des vitesses défini par deux cylindres coaxiaux de rayons v, et v, + dv, et de 
hauteur du,. Ce volume vaut dw = 2nv, dv, dv,,; le nombre moyen de points 
représentatifs contenus dans ce volume est 


e 
m \3/2 ZT 
TT ) vL dv, dv}. 


4. Dans une diode les électrons émis par la cathode incandescente pénètrent 
dans le champ de freinage de l’anode. Seuls les électrons animés d’une vitesse 
suffisamment grande parviennent jusqu’à l’anode. En admettant que les vitesses 
thermiques des électrons émis par la cathode satisfont à la loi de distribution 
de Maxwell pour une température 7 — 1150 K, calculer la part d'électrons « 
qu arrivent à surmonter la barrière de potentiel correspondant à:1) V = 0,2 V, 

) PV = 0,4 V. La cathode se présente sous forme d’un fil rectiligne disposé 
suivant l'axe de l'anode cylindrique. 


AN = j do =2n ( 


Réponse. aœ=— exp (-%) où e est la charge de l'électron (valeur 


absolue). 1) à = 13,5 %, 2) « = 1,8 %. 


$ 74. Autre démonstration de la loi de distribution 
des vitesses de Maxwell. Principe 
de la balance détaillée 


1. Considérons un gaz contenu dans un vase clos dont les parois 
sont maintenues à température constante; on supposera qu'il n’y 
a aucun champ de forces extérieur. Si à un instant donné on crée 
dans le gaz une distribution quelconque des vitesses des molécules, 
du fait des chocs des molécules contre les parois et des chocs entre 
molécules, il s’instaurera une distribution statistique des vitesses 
qui ne changera plus dans la suite du temps. Cette proposition sert 
de base à une autre démonstration de la loi de distribution, imagi- 
née par Maxwell fqui se distingue notablement de la démonstration 
donnée au $ 72 qui ne faisait pas intervenir la notion des chocs. Si 
nous donnons ici cette deuxième démonstration de la loi de distri- 
bution, c'est qu'elle se fonde sur le principe de la balance détaillée 
et que ce principe joue un rôle important dans différentes branches 
de la Physique. Nous admettrons que lors des chocs les molécules se 
comportent comme des billes absolument rigides et parfaitement 
élastiques. Cette hypothèse simplifie la démonstration mais n'est 
nullement obligatoire. 

2. Considérons deux groupes de molécules dont les points figu- 
ratifs occupent les volumes élémentaires do et d®, centrés respecti- 
vement aux points v et v, de l’espace des vitesses. En désignant par 
N le nombre total de molécules contenues dans le vase, les nombres 
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moyens de molécules dans les deux groupes considérés seront : dN — 
— Nf (v) do et 4N, = Nf (v,) d&®,. Considérons les chocs des molé- 
œules du premier groupe avec les molécules du second groupe; nous 
ne retiendrons que les chocs dont la ligne des centres (i.e. la droite 
reliant les centres des billes au moment du choc) a une direction 
spatiale donnée, plus précisément se trouve dans les limites d’un 
angle solide dQ infiniment petit axé sur une direction fixe. Le nombre 
moyen des chocs « directs » est proportionnel au produit dN dN, 
et donc au produit f (v) f (v.) do doi. 

À la suite de chaque choc « direct » les vitesses initiales vetu 
des molécules prennent respectivement les valeurs v’ et v'. Les points 
figuratifs des molécules du premier groupe: passent du volume élé- 
mentaire do dans le volume élémentaire dw' centré au point v’. 
Les points figuratifs des molécules du second groupe appartiennent 
maintenant au volume élémentaire do, centré au point v,. Lors des 
chocs les molécules échangent leurs vitesses normales, i. e. les vites- 
ses parallèles à la ligne des centres ; les vitesses tangentielles qui 
sont dirigées suivant la normale à la ligne des centres ne changent 
pas. En confondant la ligne des centres avec l’axe X, on a w, — 
= Vixs Vix = V4. On entire dv, = dr:,, dv, — du, et par suite 
duidri, = dv, dvi, Ainsi, après choc, le produit du, dv1, reste cons- 
tant, bien que dv, et dv,, puissent changer. Or comme les dimen- 
sions transversales des volumes do et do, ne varient pas, le produit 
do do, reste constant lui aussi: 


do do, = do’ do:. (74.1) 


3 Nous appellerons chocs en retour des chocs qui se produisent 
suivant la même ligne des centres et qui font passer les points figu- 
ratifs des molécules des éléments de volume dw’ et do; dans les 
volumes initiaux dw et dw,. Connaissant les caractéristiques des 
chocs directs il est facile de trouver celles des chocs en retour. La 
figure 55, a et b représente les vitesses des molécules Z et 2 avant et 
après choc. Nous poserons que c’est le choc direct. Pour trouver les 
vitesses après choc il suffit de décomposer toutes les vitesses en leurs 
composantes normales et tangentielles. Permutons maintenant les 
molécules 1 et 2 et supposons qu’elles avaient avant choc les vitesses 
v'et v, (fig. 55, c). La molécule 2 est maintenant la molécule incidente 
et la molécule 7 celle qui subit le choc. Si on procède à la composition 
des vitesses après choc (fig. 55, d) on retrouve les vitesses initiales 
v et v,. Ainsi le choc 55, c est inverse du choc 55, a. 

Le nombre des passages inverses des points figuratifs des éléments 
de volume dœ’ et do, de l'espace des vitesses dans les volumes do 
et do, du même espace est proportionnel à à f (v’ AC ) do’ do, et 
compte tenu de (74.1) à f (v’) f (v,) do doi. Par raison de symétrie, 
le coefficient de proportionnalité ‘est le même pour les passages di- 
rects et inverses. Chaque choc direct fait sortir le point figuratif de 
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l'élément de volume dw de l’espace des vitesses et chaque choc en 
retour y introduit un autre point figuratif. L'augmentation du nom- 
bre moyen de points figuratifs dans le volume élémentaire do au 
cours d’un temps t résultant de chocs directs et en retour du type 
considéré est proportionnelle à 


42 + [f (v!) f (os) —f (0) f (091 do des. (74.2) 


Remarquons que pour arriver à cette relation il n’est pas néces- 
saire de faire appel au modèle de billes rigides et élastiques. On 


Chocs directs 


a) Avant choc B) Après choc 


Chocs en retour 


4! 
er L 
ça d; 


a A 
c) Avanë choc d) Après choc 


Fig. 55 


aurait pu se fonder sur les propriétés générales de la symétrie pro- 
pres aux lois de la mécanique. Aussi les raisonnements qui suivent 
u’impliquent-ils aucune hypothèse concernant la forme des molé- 
cules et la nature des forces d'interaction. 

4, Imposons maintenant que le nombre moyen de points figu- 
ratifs contenus dans l'élément de volume do de l'espace des vitesses 
reste constant au cours du temps malgré les chocs intermoléculaires. 
Cela revient à fixer dans (74.2) la vitesse v (plus exactement à im- 
poser que l'extrémité du vecteur v demeure dans le volume do). 
Quant aux vitesses v, et aux directions de la ligne des centres, elles 
peuvent être quelconques. Les vitesses v’ et v; sont univoquement 
définies dès que v, et la direction de la ligne des centres sont donnés. 
L'accroissement moyen du nombre de points figuratifs dans do pen- 
dant l'intervalle de temps considéré s'obtient en sommant les ex- 
pressions (74.2) sur toutes les valeurs possibles de vw, et sur toutes 
les directions possibles de la ligne des centres. Pour que le nombre 
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moyen de points figuratifs contenus dans do reste constant malgré 
les chocs, il faut et il suffit que la somme considérée soit égale à zéro. 
Cependant cela ne saurait suffire, compte tenu du caractère chaoti- 
que de l'agitation thermique des molécules. Non seulement la somme 
des expressions (74.2) doit être nulle, mais chacune des expressions. 
individuelles de (74.2) doit être nulle. Imposer cette condition re- 
vient à imposer que dans l’état de mouvement chaotique les processus. 
opposés se produisant dans le gaz se compensent mutuellement deux par 
deux. Les vitesses de ces processus opposés doivent donc être les mêmes. 
Cette proposition exprime le principe de la balance détaillée. Si elle 
ne se réalisait pas, l'agitation thermique des molécules ne serait 
pas absolument désordonnée et aurait présenté certains caractères. 
propres aux mouvements ordonnés. Il est bien évident que le prin- 
cipe de la balance détaillée s'applique non seulement aux gaz, mais. 
aussi à fous les systèmes se trouvant dans un état parfaitement désordon- 
né. 


5. L'exemple suivant imaginé par Y. Frenkel (1894-1952) aidera à com- 
RÉpUr pourquoi un état désordonné stationnaire est non seulement un état 
’équilibre statistique, mais encore un état d'équilibre statistique détaillé. Considé-- 
rons un pays dont la population est concentrée dans des villes reliées deux à deux 
par des voies ferrées. Les citadins se déplacent d’une ville à une autre, mais Je- 
nombre moyen d'habitants dans toutes les villes reste constant. Peut-on affir- 
mer, en se fondant sur ce résultat, que le nombre moyen de citadins migrant 
d'une ville quelconque 4 dans une autre ville arbitraire B est égal au nombre- 
moyen de citadins migrant en sens inverse de B en À ? Cela revient à se deman- 
der si cet équilibre statistique sera un équilibre détaillé. La réponse est négative. 
En effet, si on considère trois villes À, B et C, on peut assurer la constance 
du nombre d'habitants de ces villes, en faisant circuler les voyageurs sur un 
trajet fermé : de À en B, de B en C, de C en À et ainsi de suite. Mais une telle 
migration des populations est incompatible avec la notion du caractère désor- 
uonné de l'équilibre statistique qui exclut tout mouvement ordonné, y compris. 
sur une boucle fermée. On peut compléter cet exemple en supposant que les- 
voyages se font au hasard, sans but précis. Ainsi un habitant de la ville À, avant 
de partir en voyage, joue à pile ou face afin de décider de l'endroit où il ira: 
face dans la ville B, pile dans la ville C. Les habitants des villes B et C feront 
la même chose. Dans ce cas la constance du nombre moyen d’habitants sera 
maintenue par un équilibre détaillé : le nombre de voyageurs se déplaçant dans 
une certaine direction sera en moyenne égal au nombre de voyageurs allant en 
sens inverse. 


6. Déduisons maintenant la loi de distribution des vitesses de- 
Maxwell du principe de la, balance détaillée. On doit exiger que dans 
(74.2) l'expression entre crochets soit égale à zéro, compte tenu de- 
ce que la fonction f (v) peut dépendre non seulement de la vitesse: 
r, mais encore de l'énergie cinétique e. On arrive ainsi à l’équation 


fe") f (es) = f (e) f (e1) (74.3) 


ou 


1e) _ 1e) (74.38) 
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avec la condition supplémentaire 

etei=e"+e;, 
-qui exprime la loi de la conservation de l'énergie lors des chocs. Pour 
déterminer la forme de la fonction f (e) nous allons faire varier les 
variables de façon que €, et e, restent constants, ce qui entraîne que 


la différence €’ — e restera constante. On aura alors à partir de 
l'équation (74.3) 


ns 


e — const (74.4) 


eg  — g — C = const, 


ES 


à condition que 


la constante C étant arbitraire. Nous avons déjà rencontré une équa- 
tion analogue au $ 72, à cette différence près qu'à la place du quo- 
tient f (e’)/f (e) on y trouvait le produit.f (&’) f (e) et à la place de 
la différence &' — e on y trouvait la somme €’ + e. Ces particula- 
rités n'affectent nullement la méthode de résolution. En procédant 
comme nous l’avons fait précédemment, nous trouvons 


f (e) = Aece, 


‘qui est la loi de distribution des vitesses de Maxwell. 
7. En modifiant légèrement les raisonnements on peut retrouver 
Je théorème de l’équipartition de l’énergie cinétique moyenne entre 
les molécules du gaz. Considérons simplement un mélange de deux 
gaz. Les grandeurs relatives à l’un des gaz seront affectées de l’in- 
dice { et celles concernant l’autre gaz seront sans indice. La balance 
détaillée concerne tous les processus, y compris les chocs entre mo- 
Jécules de même espèce. On peut donc appliquer à chacun des gaz 
purs pris individuellement les raisonnements ci-dessus. On trouve 
alors que pour les deux gaz les fonctions de distribution doivent être 
de la forme 
f(e) = Ae-%e, fi (es) = Aye- ie. (74.5) 


Les constantes & et «, caractérisent les énergies cinétiques moyennes 
des molécules gazeuses. Pour démontrer le théorème de l’équiparti- 
tion de l'énergie cinétique, il suffit de démontrer que & = &,. Con- 
-sidérons les chocs des molécules du premier gaz avec les molécules 
du second gaz et appliquons le principe de la balance détaillée. On 
démontre aisément que ces chocs satisfont à (74.1) (pour la démons- 
tration voir ci-dessous le pt. 8). On remarquera encore que les vi- 
tesses relatives sont les mêmes dans les chocs directs et en retour. 
‘On peut alors affirmer que les nombres moyens de chocs directs et 
en retour sont respectivement proportionnels à f (v) f, (6) et à 
J (&”) 1 (v;), le coefficient de proportionnalité étant le même dans 
des deux cas. De ce fait le principe de la balance détaillée conduit à 


d'égalité 
f(e) fi (es) — f(e') fi (8). 
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En y portant les expressions (74.5) on obtient 

a(e—e")= a (es, —E8). 
Compte tenu de la loi de conservation de l'énergie & + e, = e° + 
+ e,, soit 8 —e’ = €; — E,, On trouve & = œ. 

8. Pour conclure ce paragraphe il est utile de préciser le sens et la démons- 
tration de la relation (74.1) pour le cas du choc de billes de masses m et m; 
différentes. Considérons d’abord le cas particulier du choc central; on peut 
alors à tout instant caractériser le mouvement, par l'impulsion p de la première 
bille et l'impulsion p, de la deuxième bille. Cét état peut être représenté sur un 
plan par un point À de coordonnées rectangulaires p et p,. Après choc le point 

iguratif À vient se que en À’ de coordonnées ,p’ et pi. Ën appliquant les 
lois de conservation de l'impulsion et de l’énergie ‘* 


P+P1=R" + (74.6) 
2 2 "2 ! 
P Pi P pi? =E£. (74.7) 


On trouve que le point figuratif 4’ se trouve à l'intersection de la droite (74.6) 
incliné à 135° par rapport à l'axe des abscisses avec l’ellipse d'axes V 2m£ 


et V 2m1£; la droite et l’ellipse se coupent encore au point À (fig. 56). Une 
construction géométrique simple permet de déterminer la position de À’ con- 
naissant la position de 4. 

Supposons maintenant que l’on ait modifié les impulsions des billes avans 
choc; cela signifie que la position du point À est différente, la ligne des centret 
ayant même direction. La position du point 4’ en sera modifiée, mais elle sera 
toujours univoquement déterminée si on connaît celle du point A. Supposons 
que les points À puissent occuper n'importe quelle position à l'intérieur d'un 
domaine arbitraire D. Les points A’ seront alors disposés dans un autre domai- 
ne D'. Nous allons démontrer que les aires de ces deux domaines D et D’ sont 
égales. C’est un cas particulier d’un théorème général de la mécanique rationnelle 
connu sous le nom de théorème de Liouville (1809-1882) ; ce théorème est large- 
ment utilisé en mécanique statistique. 

Il suffit de faire la démonstration pour un domaine infiniment petit D 
de forme arbitraire, car à partir de ces domaines infiniment petits on peut for- 
mer n'importe quel domaine de dimension finie. Considérons Roux ellipses de la 
forme (74.7) infiniment rapprochées, ne se distinguant l’une de l’autre que par 
la valeur de l'énergie Æ. Coupons-les par deux droites infiniment rapprochées 
formant avec l'axe des abscisses un angle de 135°. L’intersection avec les 
fait apparaître deux parallélogrammes infiniment petits hachurés sur 
la figure 57. Assimilons l’un de ces parallélogrammes à la région D et l'autre 
à la région D'. Les hauteurs des parallélogrammes dressées perpendiculairement 
à la droite A4’ sont égales. Les bases 4A, et 4’A! sont elles aussi égales, puis- 
que nos ellipses semblables peuvent être obtenues par compression ou extension 
uniforme le long d’un axe vertical ou horizontal de deux cercles concentriques 
du même nombre de fois. Avant déformation, les longueurs des côtés AA, et 
A'A; étaient égales en vertu des propriétés géométriques du cercle. Cette égalité 
subsiste après déformation puisque après une compression ou une extension 
uniforme et unilatérale les longueurs des segments parallèles varient du même 
nombre de fois. L'égalité des bases étant établie, les aires des parallélogrammes 
D et D’ sont bien égales. Notons que la forme des parallélogrammes D et D’ 
est généralement différente. 

Rien ne nous empêche de généraliser ce théorème au cas où les billes possè- 
dout des composantes de la vitesse dirigées le long de la ligne des centres et sui- 
vant une direction perpendiculaire à celles-ci. La démonstration ci-dessus reste 
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valable puisque lors des chocs les vitesses transversales ne varient pas. La seule 
différence réside en ce qu’à la place des domaines bidimensionnels D et D 
on devra considérer ici des domaïnes d’un espace à six dimensions. Le théorème 


À 2 


Fig. 56 Fig. 57 


affirme que les volumes de ces domaines à six dimensions sont égaux. Les raison- 
nements restent valables si on remplace les impulsions p et p, par les vitesses 
correspondantes. 


$ 75. Nombre moyen de molécules tombant sur 
les parois d’un vase 


1. Pour évaluer simplement le nombre moyen de chocs des molé- 
cules contre les parois du vase par unité de temps, nous utiliserons 
le procédé suivant. Notons nr le nombre moyen de molécules dans 
l'unité de volume. Prenons sur la pa- 
roi un élément de surface dS et adop- 
tons un système de coordonnées rectan- 
gulaires XYZ (fig. 58). Orientons 
l'axe X suivant la normale à dS, les 
axes Ÿ et Z étant contenus dans un 
plan orthogonal à cette normale. Pour 
simplifier les calculs nous utiliserons 
deux hypothèses: 1) les grandeurs des 
vitesses de toutes les molécules 
sont égales; 2) les molécules ne se 
meuvent que parallèlement aux axes de coordonnées ; un sixième de 
toutes les molécules se meuvent dans le sens positif de l’axe X, un 
autre sixième dans le sens négatif de cet axe; la même répartition 
vaut pour les axes Ÿ et Z. Dans ces conditions seules les molécules 
allant vers la paroi, donc suivant le sens positif de l’axe X, pourront 
atteindre l’élément de surface dS. Le nombre n, de ces molécules 
contenues dans l'unité de volume est: 7, — !/,n. Au cours du temps 
dt seules les molécules de ce groupe contenues dans un tube de base 
dS et de hauteur v dt pourront atteindre l'élément de surface dS. 
Le nombre de ces molécules est dz = n,vS dt = l/ynvS dt. Le 
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nombre moyen de molécules entrant en collisions dans l'unité de temps 
avec l’unité de surface de la paroi est 


z = !/env. (75.1) 


2. Nous allons établir maintenant une formule exacte du nombre 
moyen z de chocs contre la paroi. Dans un gaz au repos toutes les 
directions des vitesses des molécules sont équiprobables ; leur distri- 
bution spatiale est donc isotrope. Calculons le nombre moyen We 
de molécules dont les directions des vitesses sont contenues dans l’an- 
gle solide Q (fig. 59). Puisque la totalité des direc- 
tions sont contenues dans un angle solide égal à 
&n et qu’il n’y a pas de directions privilégiées 
{isotropie) on écrira 


N = 
Na= Q, (75.2) 
N étant le nombre total de molécules. Pour un 
angle solide infiniment petit, on aura es 
N 
aN = 7 de. (75.3) À 
Cette formule nous permet de trouver le Fig. 59 


nombrefmoyen dN de molécules dont les vites- 
ses forment avec une directionfixeOA (fig. 60) des angles compris 
entre Ÿ et Ÿ + dû. Décrivons une sphère de rayon R et de centre O et 


Fig. 60 Fig. 61 


construisons deux cônes circulaires droits d’axe commun OA. Les 
génératrices de ces cônes forment avec l'axe OA les angles # et 
Ÿ + dÔ. Les cônes découpent sur la sphère une couronne (hachurée 
sur la figure 60) d’aire dS = 2xR* sin 8 d@. Cette couronne délimite 
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un angle solide .dQ — dS/R? = 2n sin 6 dô. En portant cette ex- 
pression dans (75.3) on obtient 


aN = À sin 9 48. (75.4) 


Il est maintenant facile de calculer z. Faisons coïncider l’axe X 
avec la normale extérieure à la paroi (fig. 61). Notons 8 l'angle formé 
par la vitesse de la molécule avec l’axe X. Supposons d'abord que 
les vitesses de toutes les molécules sont égales et que leurs directions 
sont isotropes. Considérons un groupe de molécules dont les compo- 
santes x des vitesses sont comprises entre v, et v, + dv,. Les molé- 
cules n’atteindront la paroi que si elles se meuvent vers la paroi, 
i.e. v, >> 0. Soit dn le nombre de ces molécules par unité de volume. 
Le nombre d’impacts par seconde de ces molécules contre une surface 
de 4 cm? de la paroi est égal à dz = dn v, == v cos Ÿ dn. Pour démon- 
trer que cette expression est correcte, il faut faire un tri plus poussé 
des vitesses des molécules. On retiendra les molécules ayant une di- 
rection donnée de la vitesse et on construira sur l'aire dS un paral- 
lélépipède oblique d’arête latérale v dt (fig. 61). Le nombre d’im- 
pacts de ces molécules dans le temps dt sur la surface dS est égal au 
produit de leur concentration par le volume du parallélépipède 
dSv, dt. On doit maintenant sommer sur tous les parallélépipèdes 
obliques ayant même hauteur v, dt et des arêtes de directions diffé- 
rentes. En divisant par dt la somme obtenue, on arrive à la formule 
dz = v cos Ÿ dn. Comme les dn molécules ont mêmes valeurs de v 
et de v.,, elles se meuvent suivant des directions formant un angle 
déterminé avec l’axe X. Ce sont des molécules dont les vecteurs vi- 
tesses forment avec l’axe X des angles compris entre 8 et Ÿ + d@. 
Selon la formule (75.4) dn = !/,n sin: 8 dô; par conséquent 


dz = 1/, nv sin Ô cos 646. 


En intégrant cette expression par rapport à toutes les molécules 
allant vers la paroi, i.e. dans les limites entre = 0 et 8 = n/2, 
on obtient 

2 = nvl4. 


Il est facile de généraliser ce résultat au cas où les molécules pos- 
sèdent des vitesses de grandeurs différentes, mais dont les directions 
sont réparties de façon isotrope. On subdivise toutes les molécules 
en groupes caractérisés par les vitesses 1, 2, . . ., L.. Soient 77, Na, . .. 
..., n, les nombres de ces molécules par unité. de volume. Il est 
évident que 

2 — 1/, > TiUge 


Par définition de la moyenne 
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ainsi 
2 = ln {v). (75.5} 


Pour une distribution de Maxwell on utilisera pour (v) l’expres- 


sion (73.6): 
s=nV/ À. (75.6) 


8. La formule approchée (75.1) se distingue de la formule exacte- 
(75.5) par la valeur du facteur numérique (au lieu de 1/6 on doit 
prendre 1/4). En réalité la différence est encore plus faible. Pour 
arriver à une valeur correcte de l'énergie cinétique du gaz, on doit. 
entendre par v figurant dans (75.1) la vitesse quadratique moyenne: 
liée à (v) par la relation (tu) = 1,08 (v). 

Dans le problème que nous venons de considérer, il a été facile 
d'établir la formule exacte (75.5). Les problèmes que l'on a à traiter 
en théorie cinétique des gaz sont généralement très compliqués et 
il est difficile sinon impossible d'arriver à des solutions -xactes et 
rigoureuses. Aussi la mise en œuvre de formules d'estimation ap- 
prochée joue un rôle important. Pour établir ces formules approchées. 
on introduit des hypothèses simplificatrices facilitant les calculs, 
mais n'’affectant pas les caractères essentiels des phénomènes étu- 
diés. En général ces formules approchées ne se distinguent des for-. 
mules exactes que par des facteurs numériques peu essentiels de- 
l’ordre de l’unité. Dans ce qui suit nous utiliserons largement ces. 
méthodes d'estimation. 

4. La formule (75.6) permet d'évaluer le nombre moyen de molé- 
cules s'échappant par unité de temps par vaporisation dans le vide: 
de l’unité de surface d’un liquide ou d’un solide. Voyons d’abord 
ce qui se passe lorsque le corps se trouve dans une atmosphère de 
vapeur saturée. Dans ce cas, à côté de la vaporisation, il se produit 
une condensation des molécules de vapeur tombant sur la surface 
du corps. Les molécules allant du corps dans la région occupée. 
par la vapeur ou en sens inverse peuvent se réfléchir sur la surface 
du corps. Mais tant qu'il ne s’agit que d’une estimation, on peut 
négliger cet effet. Si la vapeur est saturée on peut parler d’une balance 
détaillée : au flux de vaporisation correspond un flux inverse de molé- 
cules de vapeur. Le nombre moyen de molécules de vapeur tombant 
sur l'unité de surface du corps est donné par la formule (75.6). Le 
même nombre moyen de molécules s’échappent par unité de temps 
de l'unité de surface du corps. Ce nombre ne sera pas modifié si‘on 
évacue toute la vapeur se trouvant au-dessus du corps puisqu'il ne. 
dépend que de l’état du corps, quel que soit l’état du milieu ambiant. 
Le nombre n figurant dans (75.6) désigne ici le nombre de’molécules. 
se trouvant dans l'unité de volume de la vapeur saturée. C'est ce 
fait qui est mis à profit pour mesurer la pression de vapeur, : saturée 
des métaux réfractaires (voir problème 10 ci-après). 
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PROBLÈMES 
4. Le nombre de chocs des molécules contre une surface de 1 cm? par seconde 


æst donné parz= n | v,p (v,) dv, l'intégration concernant toutes les molécules 


allant vers la paroi (Ge supposera que la paroi est perpendiculaire à l’axe X). 
Démontrer par uu calcul direct que dans le cas d'une distribution de Maxwell, 
«cette intégrale se ramène à la formule (75.6). . 

2. Un vase de volume V dont les parois minces sont maintenues à tempéra- 
ture constante renferme un gaz parfait. Le vase est placé dans le vide. que 
sera la variation en fonction du temps de la concentration n des molécules 
-gazeuses dans le vase si on perce dans celui-ci un petit orifice d'aire S *)? 

Solution. Si l'orifice S est très petit, la distribution. des vitesses ne 
sera que très peu modifiée, i.e. restera donc isotrope et maxwellienne. En appli- 
quant la formule (75.5) on obtient 


d(Vn)= + Sn(v) dt, 
æt après intégration on trouve 
n= ne" {/T, où T=AVIS (v). 


3. Un vase évacué à parois minces maintenues à température constante est 
äntroduit dans une atmosphère de gaz parfait, de concentration constante 
‘æt se trouvant à la même température que le vase. Quelle sera la variation au 
cours du temps de la concentration de molécules gazeuses à l’intérieur du vase 
si on pratique dans la paroi un très petit orifice ? 

Réponse. nr — ny(l —e”t/"). Les notations sont les mêmes que dans 
le problème 2. 

4. Un vase hermétique parfaitement évacué est placé dans une atmosphère 
<onstituée d’un mélange de deux gaz dont les poids moléculaires sont dans le 
rapport de 1 : 4; le rapport de leurs concentrations (i.e. des nombres de molécu- 
les par unité de volume) est égal à «. En dehors du vase le mélange gazeux est 
maintenu à pression et à température constantes. La paroi du vase s’est trouvée 
perforée d’un petit orifice et les deux gaz commencèrent à s’écouler très lente- 
ment dans le vase. Déterminer les valeurs maximale et minimale du rapport 
4e la concentration du gaz léger à celle du gaz lourd et les instants où ces valeurs 
sont réalisées. 

Solution. En procédant comme dans les problèmes 1 et 2, on obtient 
pour le rapport des concentrations du gaz léger et du gaz lourd à l’intérieur du 
vase l'expression suivante : 


1e 7? 


où l'indice 1 dénote le gaz léger et l'indice 2 le gaz lourd. Les temps %; et Te 
sont liés par la relation t,/1t; = 2. En la prenant en considération on trouve que 
la dérivée df/dt s’annule lorsque 


ets y 351, 


donc lorsque B == & y 2. Cependant cette condition correspond à un point d’in- 
flexion de la courbe f = f (t) et non à un extrémum. f prend sa valeur mini- 
male et sa valeur maximale aux extrémités de l'intervalle de temps (0, oc). 


Pour : = 0 on obtient Bmax = a 2, et pour t = o on obtient Bmin =. 
1 
*) Dans les problèmes 2, 3, 4, 5, 7, 8 on suppose que les dimensions de 


l'orifice et l'épaisseur de la paroi du vase sont petites par rapport au libre par- 
cours moyen des molécules (cf. $$ 86, 95). | 
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5. Un vase hermétique à parois minces parfaitement évacué est placé dans 
une atmosphère d'oxygène maintenue à température constante et sous une petite 
pression P. La paroi du vase s’est trouvée perforée et l'oxygène se mit à pénétrer 
à l'intérieur du vase. Au bout d’une heure la pression du gaz dans le vase est 
passée de 0 à P/2. Quelle aurait été la pression dans le vase au bout du même 
temps si l'atmosphère avait été constituée par de l'hydrogène aux mêmes tempé- 
rature et pression ? 

Réponse. 15/,,P, 

6. Calculer l'énergie cinétique totale £ des molécules d’un gaz monoatomi- 
que parfait tombant par unité de temps sur une surface de 1 cm? de la paroi. 

Réponse. E = 1/4 mn(v#). Pour une distribution de Maxwell 


24kSTS  nmn 
re 16 


7. Un vase à parois minces percé d’un très petit orifice est placé dans le 
vide; on dirige vers cet orifice un jet parallèle de molécules monoatomiques 
animées de la même vitesse v, perpendiculaire à l'aire de l'orifice. La concentra- 
tion des molécules dans le jet est n,. Calculer pour l'état d'équilibre permanent: 
la vitesse moyenne (v) et la concentration n des molécules, ainsi que la tempéra- 
ture T du gaz contenu dans le vase. 

Solution. Du fait des chocs des molécules contre les parois du vase 
et des chocs intermoléculaires à l’intérieur du vase la distribution des vitesses 
sera maxWellienne. Les conditions de conservation du nombre de particules et 
de l'énergie cinétique du gaz dans le vase sont: 


E=n 


4 
nobo= + n (L), 


4 


Lenomid = Lis nmn(v}s. 


A l’aide de ces deux équations et de la formule (73.6) on obtient 


LI Es 
w=p/ Lo, n=n VB, T= LE 2R 


8. Un vase à parois minces contenant un gaz parfait monoatomique à la 
température 7 comporte un petit orifice par lequel les molécules s'échappent 
dans le vide ambiant. Calculer la valeur moyenne de l'énergie cinétique (e) 
des molécules qui s’échappent dans le vide en admettant que durant l'expérience 
la variation du nombre de molécules et de la température du gaz dans le vase 
est négligeable. 

Réponse. (e) = 2kT. 

9. Calculer la part des molécules d’un gaz parfait qui après collision avec 
la paroi du vase pendant un temps donné (une seconde par exemple) possède une 
énergie cinétique supérieure à €. 


Réponse. a =(1 + Je AT. 


10. Un fil de tungstène porté à 7 = 2000 K se vaporise dans Île vide; les 
mesures montrent que son poids diminue avec la vitesse g—1,14-10-%g.s-1.cm-3, 
Evaluer la pression de vapeur saturée du tungstène à cette température. 

Solution. Conformément aux données de la subdivision 4 de ce pa- 
ragraphe, la vitesse de vaporisation est 


g = Ja nm{v), 


uù n sat la concentration d'atomes dans la vapeur saturée du tungstène. Sa pres- 
siou vst 


P= 


col ex 

ë 

ë 
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Pour unc distribution de Maxwell 

@?) _3 DRE TT xRT 

@) 84 ? 

où À est le poids atomique qui pour le tungstène est égal à 1484. On obtient 


finalement 
P=Q [ # 2 / 


En portant dans cette formule les ne numériques convenables, on trouve 
pour la pression de vapeur saturée du tungstène à 7 — 2000 K: P — 8,6x 
X10-9 dyne/cm? = 6,4.10-12 mm Hg. Cette pression est trop petite pour pouvoir 
être mesurée directement. 


$ 76. Vérification expérimentale de la loi 
de distribution des vitesses de Maxwell 


1. Une des premières vérifications expérimentales de la loi de 
Maxwell a été entreprise en 1921 par Richardson (1879-1959). Lors- 
qu’une surface métallique incandescente est placée dans le vide, elle 
émet des électrons. C'est l'effet d'émission thermoélectronique qui 
trouve de nombreuses applications. À l’état d'équilibre statistique, 
au-dessus du métal incandescent se constitue une atmosphère électro- 
nique saturée. Richardson démontra expérimentalement que la dis- 
tribution des vitesses de ces électrons se conformait à la loi de Max- 
well. Ce résultat découle de ce qu’aux petites concentrations le gaz 
électronique au-dessus de la surface métallique peut être assimilé à un 
système classique puisque la température de dégénérescence calculée 
à l’aide de la formule (71.8) est notablement plus petite que celle 
du gaz électronique (qui est égale à la température du métal). Nous 
avons indiqué au $ 71 que la situation inverse prévaut pour les 
électrons libres contenus dans le métal. Dans le métal le gaz électro- 
nique est dégénéré et on doit le traiter comme un système quantique. 
Le gaz électronique se conforme non pas à la loi de distribution de 
Maxwell, mais à la distribution de Fermi-Dirac (cf. $ 82). 

2. Pour les besoins propres à notre cours, c’est la vérification 
de la loi de Maxwell appliquée aux gaz atomiques et moléculaires 
qui importe surtout. Toutes les expériences qui y furent consacrées 
utilisaient des faisceaux atomiques. C'est Otto Stern qui fit œuvre 
de pionnier dans cette voie en mesurant les vitesses moyennes des 
atomes dans les faisceaux atomiques. Nous avions déjà signalé 
au $ 60 que les expériences de Stern ont démontré que dans un fais- 
ceau les atomes sont animés de vitesses différentes. Par la suite 
ce type d'expériences fut spécialement adapté à l'étude de la distri- 
bution des vitesses des atomes. Eldridge (1927) et Lammert (1926- 
1929) construisirent des sélecteurs de vitesses utilisant le principe 
de la roue dentée, qui fut utilisée au début du XIX® siècle par Fizeau 
(1819-1896) pour la mesure de la vitesse de la lumière. 
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Le schéma du dispositif expérimental est représenté sur la fi- 
gure 62. Les atomes d’un métal à bas point de fusion sont vaporisés 
dans le four À et s’en échappent par une fente étroite S,. Ils sont 
astreints à passer ensuite à travers une deuxième fente S, qui forme 
un faisceau atomique étroit. Ce faisceau passe ensuite entre les dents 
du disque D,, rappelant par sa forme une roue dentée. Un deuxième 


Fig. 62 


disque D, est monté sur le même axe que le disque D,, mais ses dents 
sont décalées d’un petit angle a (2°) par rapport aux dents du dis- 
que D,. Après le disque D, on trouve une fente S#,; les atomes qui 
passent au travers de cette fente viennent se condenser sur une plaque 
de verre P refroidie par de l'azote liquide. On peut observer la pla- 
que à l’aide du microscope M. Tout le montage (microscope excepté} 
est placé sous vide, de sorte que les atomes parcourent tout le système 
sans entrer en collisions les uns avec les autres. Lorsque les disques 
sont immobiles, les atomes des faisceaux ayant passé entre les dents 
du disque D, tombent sur les dents du disque D, et ne parviennent 
pas jusqu'à la plaque P. Si on met les disques en rotation, les atomes 
animés de certaines vitesses arrivent à traverser le système et à se 
condenser sur la plaque P. Le nombre d’atomes ayant réussi à tra- 
verser le système sera maximal lorsque le temps de transit des atomes 
entre les disques D, et D, correspond à leur rotation de l’angle @. 
Ainsi pour une vitesse de rotation donnée le système ne laissera 
passer que les atomes animés d’une certaine vitesse. Connaissant la 
vitesse de rotation des disques, on peut calculer la vitesse des atomes 
qui se sont condensés sur la plaque P. L’intensité du faisceau pas- 
sant, qui est proportionnelle au nombre d’atomes qui le constituent, 
peut être estimée en mesurant le temps au bout duquel apparaît sur 
la plaque P un amas condensé discernable au microscope. Des études 
spéciales ont montré qu’un amas discernable au microscope comporte 
toujours un nombre déterminé d’atomes, toujours le même. On peut 
déterminer le nombre relatif d’atomes condensés par d’autres procé- 
dés, par exemple par mesure photométrique du degré de transparence 
de la plaque P. En faisant varier la vitesse angulaire de rotation 


1o+ 
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des disques on arrive à sélectionner des faisceaux composés d’atomes 
ayant des vitesses différentes et à étudier ainsi la distribution des 
vitesses des atomes. En général les vitesses angulaires de rotation 
utilisées dans les expériences du type décrit sont comprises entre 
10 et 50 tours/s. 

3. Le dispositif expérimental que nous venons de décrire pré- 
sente un inconvénient majeur. Si un groupe d’'atomes animés d’une 
vitesse donnée passe entre les dents des dis- 
ques lorsque ceux-ci tournent à une vitesse an- 
gulaire &, ces atomes pourront passer aussi lors- 
que les disques tourneront avec les vitesses 20, 
30, etc. Cela signifie que ce dispositif sélectionne 
des faisceaux dont les atomes sont animés non 
pas d’une seule vitesse, mais de plusieurs vites- 
ses multiples de la première. Pour obvier à cet 
inconvénient, Miller et Kusch (1955) remplacè- 
rent les disques par un cylindre métallique 
massif sur la surface latérale duquel étaient gra- 
vées des cannelures hélicoïdales formant un petit 
angle æ avec la génératrice. Lorsqu'on met le cy- 
lindreenrotation, seuls peuvent passer le long des 
cannelures les atomes dont la vitesse v vérifie 
l'égalité tg &« — œoR/v, R étant le rayon du cy- 
lindre. 

4. Zartman utilisa un dispositif différent 
T1 à (schématiquement représenté sur la figure 63) 
À 4, À pour étudier la distribution des vitesses des ato- 

mes. On place un métal pur à bas point de fu- 


E sion dans un four électrique. Lorsqu'on chauffe 

Fig. 63 le four le métal se vaporise et la vapeurs’échap- 

pe du four à travers un petit orifice O. Le dispositif 

est placé dans une enceinte évacuée. L'orifice O étant très petit, 
la densité de la vapeur métallique contenue dans le four est assez 
notable pour que les atomes subissent de nombreux chocs mutuels. 
On peut donc s’attendre à ce qu’à l’intérieur du four la distribution 
des vitesses des atomes corresponde à la loi de Maxwell. En dehors du 
four où règne un vide poussé, les atomes se meuvent pratiquement 
sans”subir de chocs. Les atomes passent successivement à travers 
les fentes S, et S, et parviennent à l’intérieur d’un cylindre creux 
chaque fois que la fente S, se trouve sur la même droite que les 
fentes S, et S,. Si les atomes étaient animés d’une vitesse infini- 
ment grande, ils se seraient tous condensés à l'intérieur du cylindre 
-n un même point À diamétralement opposé à la fente S,. En réalité 
les atomes mettent un temps fini pour parcourir la longueur du dia- 
mètre D du cylindre. Le point d'impact des atomes se déplace sur 
la surface intérieure du cylindre dans le sens opposé au sens de rota- 
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tion, d'une distance 
©DT __ Do 

RAR. 
où v est la vitesse de l'atome, æ la vitesse angulaire de rotation du 
cylindre. On dispose sur la surface intérieure du cylindre une plaque 
de verre incurvée AB. Pour assurer une meilleure condensation des 
atomes, cette plaque de verre est préalablement recouverte d'une 
mince couche de même métal et soumise à photométrie. On met en 
rotation le cylindre, on branche le four électrique et on procède 
à l'expérience qui dure 10 heures environ. Ensuite on sort la plaque 
AB avec le nouveau dépôt d’atomes et on la soumet à la photomé- 
trie. Ayant déterminé le taux de noircissement de la plaque, on déter- 
mine la densité de distribution du condensat. À proximité du point À 
se condensent les atomes les plus rapides et à proximité du point B 
les atomes les plus lents. Si on admet qu'à l'intérieur du four la 
distribution des vitesses correspond à la loi de Maxwell, on peut 
prédéterminer par le calcul la densité de distribution du métal étudié 
sur la plaque AZ. 

Eldridge étudiait les faisceaux d’atomes de cadmium, Lammert 
les faisceaux d’atomes de mercure, Miller et Kusch ceux de potas- 
sium et de thallium, et Zartman les faisceaux d’atomes de bismuth. 
Les résultats de toutes ces études concordaient parfaitement avec la 
loi de distribution de Maxwell. On pouvait s’y attendre, compte 
tenu de nos remarques à la fin du $ 71. 


L= 


PROBLÈME 


Dans l'expérience de Stern (cf. fig. 44) sur la surface du cylindre € animé 
d'un mouvement de rotation se condensent des molécules d'argent ayant des 
vitesses différentes. A quelles vitesses des molécules se condensant sur la pla- 
que DD' correspond le plus fort noircissement? 

Solution. Lorsque l'équipage est immobile les molécules se condensent 
en D et lorsqu'on le met en rotation les molécules de vitesse v arrivent au 
point D'. Le déplacement suivant l'arc de cercle DD’ est égal à x = C/v, où C 
est la constante de l'appareil. Le nombre dN de molécules émises par seconde 
par la source À et ayant des vitesses comprises entre v et v + dv est proportion- 
nel à vf (v) dv. En exprimant dv en fonction de dr, représentons ceîte expres- 
sion sous la forme dN = w5F (v) dx. Ainsi la densité linéaire de la distribution 
des molécules condensées sur la surface du cylindre est proportionnelle à :4F (v), 
ie. à u5 exp (—v?/v3). Le maximum de densité correspond à v= V 5/2»... 
où 2m est la vitesse la plus probable. 


$ 77. Loi de distribution de Boltzmann 


1. A l’état d'équilibre et en l'absence de forces extérieures la 
concentration moyenne » des molécules est partout la même dans 
un gaz. Mais en présence de champs de forces il n’en sera pas ainsi. 
Considérons par exemple un gaz parfait dans un champ de pesanteur 
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homogène. A l’état d'équilibre thermique la température T du gaz 
doit être partout la même, car autrement on verrait apparaître des 
flux de chaleur dirigés dans le sens des températures décroissantes. 
Le gaz ne se trouverait plus dans un état d'équilibre. Pour l'équilibre 
mécanique du gaz il faut encore que la con- 
centration des molécules gazeuses diminue à 
mesure que l'altitude augmente. Orientons 
l'axe Z suivant la verticale ascendante et 
cherchons à déterminer la loi de variation de 
la concentration nr en fonction de Ia coor- 
donnée z pour un gaz en équilibre thermique 
et mécanique. Isolons en pensée une colonne 
de gaz ABDC verticale et infiniment courte de 
hauteur dz (fig. 64). Posons que l’aire de la ba- 
se de la colonne est égale à l'unité. Le poids 
nmgdz de la colonne doit être équilibré par 


la différence de pression P, — P, = — _s dz. 
On en tire 

dP 

ne — Nme£. (77.1) 


En remplaçant P par nkT et en remarquant que la température T 
est la même à toutes les altitudes, on obtient 
dn 
RT = = —nAams£ 
ot 


kTd in n — —mg dz. 


Cette relation reste valable même si on rejette l'hypothèse de l'homo- 
généité du champ de pesanteur. Si le champ n’est pas homo- 
gène, on obtient une relation analogue. Il suffit d'écrire la condition 
d'équilibre mécanique d'une partie du gaz occupant une si petite 
région de l’espace que le champ g peut y être posé constant. La con- 
dition d'équilibre s'écrit de préférence sous forme vectorielle 


kTd ln n — —m (g dr). (77.2) 


La nature physique du champ de forces g importe peu, ce peut être 
un champ de gravitation, un champ électrique ou n'importe quel 
autre champ. La seule chose qui importe est que ce champ soit constant 
et conservatif (champ dérivant d'un potentiel). Dans les champs non 
conservatifs l'équilibre est impossible à réaliser. Pour s’en rendre compte 
il suffit d'intégrer les deux membres de (77.2) suivant un contour 


fermé. Si le champ g n’est pas conservatif, l'intégrale Ÿs dr sera 


différente de zéro, ne serait-ce que pour certains contours particu- 
liers. Quel que soit le contour, l'intégrale du premier membre de 
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(77.2) sera nulle du fait que la fonction n (r) est uniforme. La con- 
tradiction qui apparaît ainsi démontre notre assertion. On doit 
cependant remarquer que le caractère conservatif du champ de forces 
est une condition nécessaire mais non suffisante pour l'équilibre du 
gaz (cf. $ 79, 1). 

Si &p est l'énergie potentielle d’une molécule dans le champ de 
forces, on a m (g dr) = de, et donc 


kT din n — —de,. (77.2a) 


Sous cette forme il ne subsiste dans la relation (77.2a) aucun indice 
permettant de déceler l'homogénéité et la nature physique du champ 
de forces. En intégrant on obtient 


n=npe 7", (77.3) 


Cette relation importante est la loi de distribution de Boltzmann 
ou tout court distribution de Boltzmann. 

En appliquant cette loi au champ de pesanteur homogène et en 
remplaçant la concentration n par la pression P du gaz, la formule 
(77.3) doit être remplacée par 


P = Pie-ussRT, (77.4) 


où u est le poids moléculaire du gaz et À la constante universelle 
des gaz. C’est la formule barométrique que nous avons appris à con- 
naître en mécanique (tome I, $ 92). 

2. La démonstration de la distribution de Boltzmann donnée 
ci-dessus est strictement kydrostatique puisqu'on y néglige la struc- 
ture moléculaire des gaz en les assimilant à un milieu continu. On ne 
peut le faire que pour des gaz suffisamment denses où le nombre de 
chocs moléculaires est très grand. Il faut que le libre parcours moyen 
des molécules entre deux chocs successifs soit petit par rapport 
à l'épaisseur dz de la couche ABDC (fig. 64) que nous avons considérée 
lors de la démonstration. C'est seulement dans ce cas qu’on peut par- 
ler de la pression qu’exerce le gaz ambiant sur la couche dz. L’insuf- 
fisance de la démonstration hydrostatique est confirmée par les con- 
sidérations suivantes. Dans ce mode de démonstration les quantités 
n et m figurent dans les formules non pas indépendamment mais 
sous forme de densité p — nm. Si on considère dans un champ de 
pesanteur un mélange uniforme de gaz parfaits, selon la démonstra- 
tion hydrostatique l’état de mélange homogène doit subsister pen- 
dant un temps indéfiniment long, et la pression du mélange doit 
être définie par la formule barométrique (77.4) en entendant par u 
le poids moléculaire moyen du mélange. Or ce résultat est en contra- 
diction avec les propriétés des gaz parfaits. Un gaz parfait contenu 
dans un certain volume s'y comporte de la même facon, qu'il y soit 
seul ou mélangé à d'autres gaz parfaits. A l’état d'équilibre thermody- 
namique les concentrations des gaz du mélange doivent diminuer 
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en fonction de l’altitude suivant des lois exponentielles dont les 
exposants dépendent des poids moléculaires des gaz considérés. 
À mesure que l'altitude augmente, la concentration des gaz légers 
doit diminuer plus lentement que celle des gaz lourds. Plus l’altitude 
est grande, plus la concentration relative des gaz légers devient 
grande. En réalité, tant qu’on se tient dans les limites de la tro- 
posphère, on n’'observe pas ces variations de concentration. Cela ne 
peut cependant réhabiliter la démonstration hydrostatique puisque 
tous nos raisonnements ne concernent que le cas d’une atmosphère 
en équilibre thermodynamique. La troposphère réelle est le siège 
d’intenses mouvements assurant le brassage de ses différentes couches. 

8. Il existe des démonstrations de la loi de distribution de Boltz- 
mann dénuées des défauts de la démonstration hydrostatique, qui se 
fondent sur les conceptions de la théorie cinétique et moléculaire. Nous 
exposerons la démonstration utilisant le principe de la balance 
détaillée. Les deux démonstrations de la loi de distribution des 
vitesses de Maxwell que nous avons données aux &$ 72 et 74 peuvent 
être utilisées au cas où le gaz est soumis à l’action d’un champ de 
forces conservatives. On admettra donc qu'à l’état d'équilibre ther- 
modynamique la distribution des vitesses des molécules est en tout 
point de l’espace conforme à la loi de Maxwell, la température 7 
du gaz étant uniforme. L'influence du champ de forces ne se manifes- 
tera que par une variation de concentration des molécules de gaz 
en fonction des coordonnées spatiales. Cela revient à dire que la con- 
centration moyenne dn des molécules dont les vitesses sont comprises 
à l’intérieur de l'élément de volume do de l’espace des vitesses, 
est donnée par une expression de la forme 


dn = nf (v) do, (77.5) 


où la fonction f (v) correspond à la loi de Maxwell (72.14); la con- 
centration x des molécules ne dépend que des coordonnées: n = 
= n (r). Il s'agit de démontrer que la relation (77.5) est définie 
par la formule (77.3). 

4. Nous supposerons pour commencer qu’en tout point de l’es- 
pace le champ de forces a même direction, quoique son intensité 
puisse varier le long de celle-ci. Considérons deux éléments de surface 
infiniment petits 40B0 et AB normaux à la direction du champ. 
Les segments de droite 4,4, B,B, etc., reliant les points correspon- 
dants des éléments de surface 4,B, et AB sont parallèles à la direc- 
tion du champ. Négligeons pour l'instant les chocs entre molé- 
cules et faisons passer par tout point de l’élément de surface 4,B; 
les trajectoires des molécules passant par le contour délimitant 
l'élément de surface AB. (Sur la figure 65 on a représenté deux trajec- 
toires passant par le point À, et deux autres passant par le point B,.} 
Les directions de ces trajectoires forment au niveau de la surface 
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AP, un angle solide que nous noterons dQ;. Sélectionnons un groupe 
de molécules dont les modules des vitesses sont compris entre w 
et v, + dv, et dont les directions de propagation (sur la surface A,B ;} 
sont comprises dans l’angle solide dQ,. Dans l'espace des vitesses. 
les points figuratifs de ces molécules sont concentrés dans le volume 


Ao B) 
Fig. 65 Fig. 66 


MNN'M" égal à do, = vidO,dv, (fig. 66) ; dans l’espace des coordon- 
nées leur concentration est dns — nof (vo) dQvidve. Il est bien évident. 
que si ces molécules traversent l'élément de surface 4,B,, elles 
traverseront aussi la surface AB. Le nombre de molécules du groupe 
considéré qui, venant de A,B,, traversent par seconde la surface- 
AB, est égal à dN, — dSov, dns. dS, étant l'aire de la surface 
AoBo: Le nombre de molécules parcourant les mêmes trajectoires. 
dans le sens inverse et traversant la surface AB, est égal à dN — 
= dSv dn, où dS est l’aire de la surface AB qui par définition est 
égale à dS,; dn = nf (v) dQv° du. En régime stationnaire on doit 
avoir, en vertu du principe de la balance détaillée, 4N = dNo,. 
c'est-à-dire 


v dn = Vo dnige (77.6) 


Lorsque le mouvement des molécules s’inverse /(ascendant-descendant) 
la grandeur et le sens de leurs vitesses changent. En conséquence 
la grandeur de l'angle solide délimitant les tangentes aux trajectoires. 
des molécules du groupe considéré doit changer elle aussi. Mais. 
comme ja force active est parallèle à la direction A,4, la grandeur 
de la vitesse normale à cette même direction ÀA,A reste constante. 

Ne varie que la composante longitudinale de la vitesse, parallèle- 
à A4A. Il s'ensuit que la variation de l’angle solide dans le faisceau 
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moléculaire est donnée par 


dQ =, (77.7) 
<e qui entraîne que 
v? dQ = vi dQ,. (77.8) 
La loi de la conservation de l’énergie impose que 
2 2 
Hp (77.9) 


en posant que l'énergie potentielle de la molécule est égale à zéro 
au niveau de la surface A,B,. En maintenant fixes les positions 
des surfaces A,B, et AB (e, est alors constant), faisons varier la 
vitesse v; on doit avoir 

v.dv = Lo duo. (77.10) 


Portons dans (77.6) les expressions de dn et de dns. Compte tenu 
de (77.8) et (77.10) nous obtenons 


nf (v) = nf (io). (77.11) 


Si on prend pour variable l'énergie cinétique de la molécule, (77.11) 
s'écrira 


nf (ex) = nof (&), (77.12) 


où & — !/, mv est l'énergie totale de la molécule: £ = €, + Epe 
Or selon la loi de Maxwell (77.12) 


Fee TS PE ER 
et par suite 
n= ne *r/"T, (77.3a) 


Nous avons retrouvé ainsi la loi de distribution de Boltzmann. 
En portant (77.3) dans (77.5) on obtient 


dn = ne tot 7 do. (77.13) 


Cette formule donne la concentration moyenne dn des molécules 
se trouvant dans une région donnée de l’espace et dont les points 
figuratifs sont groupés dans l'élément de volume d& de l’espace 
des vitesses. Nous voyons que la valeur de dn ne dépend que de 
l'énergie totale d’une molécule &4,, = € — € + e». C’est pour bien 
marquer cette circonstance que nous avons doté le symbole € de 
l'indice « tot » afin de rappeler qu'il s’agit de l'énergie totale d’une 
molécule. La formule (77.13) exprime la distribution de Maxwell- 
Boltzmann. 
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5. Nous allons maintenant supprimer les deux limitations que 
nous avons introduites dans la démonstration cinétique de la distri- 
bution de Boltzmann. La première était que le champ de forces 
avait même direction en tout point de l’espace (direction parallèle 
à la trajectoire rectiligne À A, fig. 65}. Pour lever cette limitation il 
suffit d'écrire (77.3) sous forme différentielle. En effet si on prend 
une région infiniment petite de gaz, le champ peut y être considéré 
comme homogène et on peut utiliser les raisonnements développés 
ci-dessus. Pour une région infiniment petite la formule (77.3) s’écrit 


Cette expression reste valable pour un champ non homogène. Par 
intégration on retrouve la formule (77.3) qui n’est plus sujette à La 
limitation de l'’homogénéité du champ. 

Deuxièmement, on doit tenir compte des chocs des molécules. 
Parmi les 4N, molécules ayant traversé la surface A,B,, certaines 
n’atteindront pas la surface AB par suite des chocs avec d’autres 
molécules. À côlé des chocs directs qui éliminent des molécules 
du faisceau considéré, on doit tenir compte des chocs en retour qui 
introduisent de nouvelles molécules dans ce même faisceau. Si on 
considère l’état d'équilibre statistique, le principe de la balance 
détaillée impose que le nombre moyen des molécules éliminées par 
les chocs directs soit égal au nombre moyen des molécules introduites 
dans le faisceau par les chocs en retour. Par conséquent le nombre 
moyen des molécules du type considéré atteignant la surface AB 
n'est pas modifié. Il en est de même pour les molécules qui, ayant 
traversé la surface AB, parviennent jusqu'à A,B,. Ces considéra- 
tions montrent que l’existence des chocs ne conduit qu’à remplacer 
certaines molécules par d’autres, les nombres moyens dW et dN, 
de molécules dans les faisceaux restant les mêmes. Il en résulte que 
la démonstration reste valable lorsqu'on tient compte des chocs 
entre molécules. : 

6. Nous avons déduit la loi de distribution de Boltzmann de 
la relation (77.12), ce qui revenait à considérer que la loi de distri- 
bution de Maxwell était démontrée. On pourrait faire l'inverse: 
en posant que la loi de Boltzmann est établie par exemple par la 
méthode hydrostatique déduire de (77.12) la loi de distribution 
de Maxwell, Nous voyons ainsi que les lois de Maxwell et de Boltz- 
mann sont intimement liées, l'existence de l’une impliquant l’autre, 
Les deux lois de distribution sont déterminées par les. chocs entre 
les molécules. La loi de Boltzmann laisse nettement apparaître 
deux tendances opposées. L'action régulière du champ de forces 
{force de pesauteur) tend à rassembler toutes les molécules au fond 
du vase, mais les chocs désordonnés que subissent les molécules 
s'y opposent. Sous l'action de ces chocs les molécules acquièrent 
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l'énergie cinétique qui leur permet de surmonter la force de pesanteur 
et de prendre de l'altitude. 

7. Pour conclure, nous ferons encore une remarque. Les molé- 
cules de l’atmosphère terrestre ralentissent leur mouvement en 
gagnant de l’altitude, tandis que celles qui descendent vers la terre 
augmentent leurs vitesses sous l’action ‘de La force de pesanteur. 
On en tirait la conclusion erronée qu’à plus grande altitude les vites- 
ses moyennes et la température des molécules devaient être plus 
petites qu'à plus basse altitude. Cette conclusion paradoxale est 
en contradiction avec la thermodynamique. Déjà Maxwell avait 
expliqué ce paradoxe. Lorsque les molécules se meuvent suivant la 
verticale ascendante, leurs vitesses diminuent bien, mais les molé- 
cules les plus lentes s’éliminent du faisceau. Lorsqu’elles descendent 
leurs vitesses augmentent, mais simultanément le faisceau capte 
des molécules lentes. La vitesse moyenne. du mouvement thermique 
des molécules reste ainsi invariable. Comme nous l'avons noté 
au point 3, la force de pesanteur ne modifie en altitude que la con- 
centration des molécules, la température du gaz restant constante. 
La loi de variation de la concentration se déduit en imposant la 
constance de la température du gaz à toutes les altitudes. H. A. Lo- 
rentz (1853-1928) imagina la comparaison suivante pour éclaircir 
cette question. Soient deux villes À et B. Si au nombre d'habitants 
d'un certain âge de la ville À correspond un nombre deux fois plus 
grand d'habitants de même âge de la ville B, il est évident que 
l’âge moyen des habitants des deux villes est le même. 


PROBLÈMES 


1. Un vase calorifugé contenant un gaz parfait est suspendu à un fil dans 
un champ de pesanteur. Sous l’action de la force de pesanteur, la densité du gaz 
se trouvant au fond du vase est plus grande que dans sa partie supérieure. On 
fait brûler Je fil et le vase tombe en chute libre. En supposant que pendant la 
chute l'équilibre thermodynamique a le temps de s'instaurer dans le vase, 
calculer la température d'équilibre du gaz pendant la chute du vase. 

Solution. La température du gaz ne variera pas. En chute libre le 
gaz se trouve dans un état d’'apesanteur. Son état initial est hors d'équilibre, 
car la densité est plus petite dans la partie supérieure qu'au fond du vase. L’éner- 
gie cinétique moyenne des molécules est cependant partout la même. Lorsque 
le gaz arrive à l’état d'équilibre, les densités s'égalisant. L'énergie cinétique 
totale du gaz dont dépend sa température reste constante, Cette expérience est 
PC) à l'expérience de Gay-Lussac sur la détente d’un gaz dans le vide 
(cf. . 

. Calculer l'énergie potentielle moyenne (e,) d’une molécule de l'atmosphère 
terrestre que l'on admettra être isotherme (de température 7); on posera que 
le PAR de pesanteur est homogène. Calculer également la capacité calorifique 
c du gaz. 

R Roi se. (en) = ÀT, C= Cp. 

3. Un récipient cylindrique de hauteur A, hermétique, calorifugé et rempli 
de gaz, est suspendu en position verticale dans le champ de pesanteur supposé 
homogène. La température du gaz est uniforme et égale à T. Calculer l'énergie 
potentielle moyenne (e,) d’une molécule. 
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(mt) À 
Réponse. Ep) = —_—— 57 —ûT. 
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4. Le même récipient cylindrique que celui du problème 3 est rempli d'une 
mole de gaz parfait de poids moléculaire u. Calculer la chaleur massique molaire 
de È gaz, compte tenu de l'influence du re de pesanteur et en posant ugH 
<& RT 

à | E R [ugH \* 

Réponse. C Cr+aU) . 

5. Un vase cylindrique de rayon R et de hauteur Æ, rempli de gaz chimi- 
quement homogène, tourne uniformément dans le champ de pesanteur homogène 
autour de son axe de révolution avec la vitesse angulaire «. Trouver la distri- 
bution de la concentration des molécules de gaz à l’intérieur du récipient dont 
l'axe de révolution est vertical. 

Réponse. Le nombre dN de molécules dont les coordonnée: sont com- 
prises entre r et r + dr, z et z + dz est égal à 

f mo \2 
Ne ( KT ) 
mgH mOR? 
Ges RE ) (. PAT. =} 


où N est le nombre total de molécules dans le vase. L'axe Z est orienté suivant 
la verticale ascendante. 


moire mez 


aN = ce 2ÀT pgre ÀT dz, 


$ 78. Travaux de Perrin consacrés 
à la détermination du nombre d’Avogadro 


1. Nous avons déjà mentionné au $ 64 les travaux de Perrin 
relatifs à la détermination du nombre d'Avogadro NV et à la vérifica- 
tion expérimentale des bases de la théorie cinétique par observation 
du mouvement de translation brownien. Perrin imagina une autre 
méthode encore pour déterminer le nombre N, qui en fait utilisait 
une nouvelle fois le mouvement brownien. Cette deuxième méthode 
se fonde sur la loi de distribution de Boltzmann (77.3). Dans un 
champ de pesanteur cette loi s'exprime par 


_ Mgr 
n=npe ÀT. (78.1) 


Connaissant la masse m de la molécule, la mesure de la densité 
du gaz en fonction de l’altitude permettrait de calculer à l’aide de 
la formule (78.1) la constante de Boltzmann k, et ensuite le nombre 
d’Avogadro N = R/k. Il est cependant tout aussi difficile de mesurer 
la masse d’une molécule que la constante 4. On peut surmonter cette 
difficulté en remarquant que le rôle de la molécule peut être assumé 
par des particules macroscopiques suffisamment petites. Dans le 
champ de pesanteur ces gigantesques « macromolécules » ne peuvent 
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se déposer toutes au fond du vase, mais doivent exécuter un mouve- 
ment brownien; elles se comporteront comme un gaz parfait de 
très grand poids moléculaire, dont la concentration varie avec l’alti- 
tude conformément à la Loi de Boltzmann. Les « macromolécules » 
doivent être très grandes pour que leur masse puisse être mesurée. 
Or s’il en est ainsi, leur concentration diminuera très rapidement 
avec la hauteur et on obtiendra un état pratiquement indiscernable 
de l’état où toutes les « macromolécules » reposent au fond du vase. 
Perrin imagina un procédé permettant de surmonter cette difficulté. 
Il suffit de placer les « particules » dans un liquide ayant une densité 
un peu plus petite que la densité de la substance des particules. 
L'action du champ de pesanteur sera contrecarrée par celle de la 
force d’Archimède et on pourra créer ainsi une « atmosphère » de 
particules dont la distribution en fonction de la hauteur pourra être 
mesurée. Dans un état stationnaire la concentration des particules 
devra se conformer à la loi de Boltzmann (77.3). Dans le calcul 
de l'énergie potentielle d’une particule on devra tenir compte de 
ce que son ascension s'accompagne de l’abaissement d’un volume 
égal de liquide. Dans le cas considéré l’énergie potentielle e, d’une 
particule est égale à la différence entre l'énergie potentielle d'une 
particule dans le champ de pesanteur mgz et l'énergie potentielle 
mgz du liquide déplacé par la particule, ie. e&, — (m — m1) gz, 
où m est la masse de la particule et m, la masse du liquide qu’elle 
déplace. On obtient ainsi 
(m-mj)8z 


n = no RT (78.2) 


En notant n, et n, les concentrations des particules mesurées aux 
hauteurs z, et z,, on obtient à l’aide de cette formule 


__ (Um mr) (2 — 21) 8 
ER ns CNE =, (78.3) 


2. Une des principales difficultés expérimentales consistait à pro- 
duire des particules en suspension de même dimension et de même 
forme. Perrin utilisait des particules de gomme gutte et de mastic. 
En malaxant la gomme gutte dans de l’eau, Perrin obtenaït une émul- 
sion de couleur jaune vif qui, observée au microscope, permettait de 
discerner de nombreuses particules sphériques. Perrin remplaça le 
malaxage mécanique par la dissolution de la gomme ou du mastic 
dans l'alcool. En diluant la solution alcoolique obtenue par une 
grande masse d’eau, il obtenait une émulsion de grains sphériques 
de même qualité que dans le procédé mécanique. Pour sélectionner 
des grains parfaitement calibrés, Perrin soumettait les suspensions 
aqueuses à des centrifugations successives et obtenait ainsi des émul- 
sions homogènes constituées par des grains sphériques de 1 um 
de rayon. À partir de 1 kg de gomme gutte, Perrin disposa après plu- 
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sieurs mois de travail de quelques décigrammes de particules bien 
calibrées. C'est avec cette préparation qu’il exécuta les expériences 
que nous allons décrire, ainsi que les expériences sur le mouvement 
brownien, dont il a été question au $ 64. 

3. L'étude expérimentale des émulsions impose la mesure d'’infi- 
mes différences de hauteur, de l’ordre de quelques centièmes du mil- 
limètre. Pour déterminer la distribution de la concentration des par- 


Fig. 67 


ticules, il faut donc utiliser un microscope. On colle sur le porte- 
objet du microscope (fig. 67) une lame de verre fine percée d’un- 
large orifice. On obtient ainsi une cuvette (cuvette de Zeiss) de très 
faible hauteur (0,1 mm). On place au centre de la cuvette une goutte 
d’émulsion et on l’aplatit à l’aide d’une lame de verre. Pour empê- 
cher la vaporisation de l’eau, les bords de la lame sont recouverts de 
paraffine ou de laque. On peut soumettre une telle préparation à des. 
observations pendant plusieurs jours ou plusieurs semaines. On utilise: 
deux procédés d’observation: 1) microscope en position horizon- 
tale et préparation en position verticale ; 2) microscope en position. 
verticale et préparation en position horizontale. Perrin utilisait les 
deux procédés, mais pour les mesures quantitatives il donnait la 
préférence au second procédé. Le microscope avait un objectif de 
très fort grossissement mais de faible distance focale, afin de pouvoir 
observer simultanément les particules se trouvant dans une couche 
horizontale très fine, d'une hauteur de l’ordre d'un micromètre. 
Les particules sont toujours animées d'un intense mouvement brow- 
nien. En réglant le microscope sur une certaine couche horizontale 
de l’émulsion, on peut dénombrer le nombre de particules qui la 
constituent. Ensuite on règle le microscope sur une autre couche 
horizontale et on dénombre les particules browniennes. En procé- 
dant ainsi on arrive à déterminer le rapport des concentrations r4/n3 
à différents niveaux de l’émuision. La différence des niveaux est 
mesurée à l’aide de la vis micrométrique du microscope. 

4. On calcule la masse m d’une particule et la masse m, de l’eau 
qu'elle déplace à partir des dimensions de la particule et de la densité 
de la gomme gutte (ou du mastic). On ne peut déterminer les dimen- 
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sions des particules par observation directe au microscope, puisque 
leurs diamètres sont comparables ou inférieurs à la longueur de 
l'onde lumineuse. Dans ces conditions les dimensions de l’image 
sont notablement accrues par les effets de diffraction. On peut cepen- 
dant réduire notablement cette source d'erreur en mesurant la lon- 


ASTRA TE 


Fig. 68 


gueur d'une rangée composée d’un nombre donné et assez grand de 
particules en contact les unes avec les autres. Pour y arriver Perrin 
disposait sur le porte-objet du microscope une goutte d’une émulsion 
fortement diluée sans la recouvrir d’une lame de verre. Lorsque l’éva- 
poration de l’eau était presque totalement terminée, les particules se 
rassemblaient sous l’action des forces de tension superficielle s'exer- 
çant entre elles. On obtient ainsi des rangées régulières de particu- 
les, représentées sur la figure 68 tirée des publications de Perrin. 
Ayant dénombré les particules d’une rangée rectiligne ou d’une aire 
donnée, il est facile de calculer le diamètre des particules. Perrin 
trouva ainsi que dans l’une de ses meilleures émulsions le diamètre 
d’une particule était égal à 0,37 um environ. Perrin utilisa encore deux 
autres procédés de mesure du diamètre des particules que nous ne 
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décrirons pas. Les résultats des différents procédés de mesures étaient 
concordants. 


5. Nous voyons ainsi que toutes les grandeurs figurant dans le 
second membre de la formule (78.3) peuvent être mesurées. On peut 
donc calculer la constante de Boltzmann k et le nombre d'Avogadro N. 
Les résultats obtenus par Perrin étaient en bon accord avec les résul- 
tats des autres procédés de détermination de ces constantes. Les 
expériences de Perrin, que nous venons de décrire, ainsi que ses 
autres recherches expérimentales sur le mouvement brownien, se 
caractérisent par la simplicité de leurs conceptions. Leur réalisation 
expérimentale a exigé beaucoup de labeur et une technique expéri- 
mentale exceptionnelle. Ces expériences devenues classiques furent 
réalisées en 1908-1911 et contribuèrent grandement à l’affermisse- 
ment des conceptions atomistiques. 


$ 79. Application de la distribution de Boltzmann 
à l’étude de l’atmosphère des planètes 


1: Appliquons la loi de distribution de Boltzmanu à une planète isolée 
possédant une atmosphère de gaz. Nous poserous que celle-ci est isotherme et 
qu’elle est constituée de molécules identiques. Cette dernière hypothèse ne 
porte aucun préjudice à la généralité des raisonnements puisque tout gaz (si 
on l’assimile à un gaz parfait) entrant dans la composition de l’atmosphère se 
comporte indépendamment de la présence d’autres gaz. Nous admettrons que 
la masse de l'atmosphère est négligeable par rapport à la masse de la planète. 
L'énergic potenticlle d’une molécule soumise à l’action du champ de pesanteur 
de la planète est alors égale à —GMm/r. Selon la loi de Boltzmann (77.3) la 
concentration r des molécules à la distance r du centre de la planète est 

GMm 


n=noe TT , (79.1) 
où M est la masse de la planète et G la constante gravitationnelle. Si la formule 
(79.1) était applicable à n'importe situe distance de la planète, on aurait trouvé 
qu’à distance infinie de la planète la concentration n de molécules serait finie: 
n = nr. Or cela est impossible puisque l'atmosphère de la planète renferme un 
nombre fini de molécules et le volume de l’espace environnant est infini. L’équi- 
libre n’cst possible que si r; = 0, ce qui implique l’absence de toute atmosphère. 

2. Le fait que l'atmosphère d’une planète ne peut être en état d'équilibre 
tient à ce qu'à l'infini l'énergie potentielle d'une molécule dans le champ de 
pesanteur de la planète reste finie. En posant cette énergie égale à zéro, on pour- 
rait conclure qu’en l'absence de chocs, les molécules ayant une énergie totale 
pe devraient effectuer un mouvement infini (cf. t. 1, $ 57). Les molécules 

e cette sorte (et il y en a toujours du fait des chocs) ne peuvent être retenues 
auprès de la planète par son champ gravitationnel. Il s'ensuit que la formule 
de Boltzmann (77.3) ne peut être appliquée à la totalité de l'atmosphère d’une 
planète puisqu'elle avait été établie pour le cas d’un gaz à l’état d'équilibre 
thermodynamique. Posons qu’à un instant donné la distribution des vitesses 
des molécules de l'atmosphère est conforme à la loi de Maxwell. Si à partir 
de cet instant tous les chocs entre molécules cessaient et seuls subsistaient les 
chocs élastiques contre la surface de‘la planète, toutes les molécules animées de 
vitesses supérieures à la deuxième vitesse cosmique (cf. t. I, $ 61) quitteraient 
pour toujours la planète. Dans l'atmosphère de la planète on ne trouverait 
que des molécules animées de vitesses inféricures à la deuxième vitesse cosmique. 


19-01733 
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Ces molécules exécuteraient autour de la planète des mouvements finis et la 
distribution de leurs vitesses correspondrait à la loi de Maxwell. Un système 
fini peut être dans un état d'équilibre thermodynamique qui correspondra à une 
distribution de Boltzmann si la distribution des vitesses est maxwellienne. En 
effet on peut appliquer intégralement les raisonnements développés au $ 77 
(points 4, 5). Pour réaliser une telle distribution dans un champ de gravita- 
tion æ1/r?, on doit disposer d'un nombre infini de molécules et son établisse- 
ment demandera un temps infini. Si on sélectionne parmi toutes les molécules 
exécutant des mouvements finis celles dont l'énergie totale & satisfait à l'inégali- 
té & << 89 << 0, quelle que soit la valeur de &,, un nombre fini de ces molécules 
réalisera dans un temps fini une distribution de Boltzmann. 

3. Si la masse de la planète est grande, la part de molécules animées de 
vitesses supérieures à la deuxième vitesse cosmique est négligeable. Dans le 
problème de la diffusion de l’atmosphère la deuxième vitesse cosmique est appe- 
lée vitesse de fuite des molécules. La vitesse de fuite dépend de la distance sépa- 
rant la molécule du centre de la planète. Le nombre de molécules fuyant la pla- 
nète étant très petit, la distribution des particules dans l’atmosphère correspond 
à un quasi-équilibre; si la température est constante, cette distribution peut 
être décrite de la manière suivante. La distribution spatiale de la majorité 
dos molécules satisfait à la Loi de Boltzmann. A cette distribution de Bolt:mann 
vient se superposer le flux de molécules fuyant la planète. A proximité de la 
planète la concentration relative de ces molécules est négligeable. mais elle 
augmente à mesure qu’on s'éloigne de la planète et à une distance infinie toutes 
les molécules sont des molécules fuyantes. Le flux de molécules fuyantes est 
constamment enrichi par les molécules ayant subi des chocs avec d’autres molé- 
cules. Ainsi en fin de compte la planète doit perdre toute son atmosphère. On 
peut se demander alors pourquoi la Terre, Vénus et les autres planètes du systè- 
me solaire possèdent des atmosphères. Cela tient à ce que le temps + dit 
temps de dispersion de l'atmosphère est très grand. Nous allons estimer ce temps 
de fuite. 

4. Pour exécuter un calcul exact du temps de dispersion d’une atmosphère 
réelle on devrait disposer de données précises concernant les couches supérieures 
de l'atmosphère et les processus dont ces couches sont le siège. En effet la fuite 
des atmosphères des planètes dépend directement des conditions el des processus 
évoluant dans les couches supérieures de l'atmosphère. Même disposant des 
données relatives aux couches supérieures de l'atmosphère terrestre obtenues 
à l'aide de fusées de sondage ct de satellites artificiels, un calcul exact du temps 
de fuite paraît irréalisable. Mais on peut procéder à l'estimation du temps de 
fuite d'une atmosphère idéalisée ct isotherme, ce qui fournit des résultats numé- 
riques se distinguant d'au moins un ordre de grandeur du temps de fuite réel. 
Mais cos estimations sont utiles pour se faire une idée du temps de fuite. D'autre 
part ces calculs sont intéressants en tant qu'exemples d'application de la théorie 
cinétique des gaz. 

Traçons autour de la planète une sphère 6 concentrique à la planète. Nous 
prendrons le rayon r,, de cette sphère suffisamment grand pour pouvoir considérer 


comme absolument négligeables les chocs entre molécules en dehors de cette 
sphère ; à l’intérieur de la sphère on devra tenir compte de tous les chocs entre 
molécules. Supposons que sur la surface de la sphère o toutes les molécules se 
conforment à la distribution de Maxwell-Boltzmann. Cette hypothèse paraît 
raisonnable pour les molécules de mouvement fini; mais elle n’est qu'approi- 
mativement valable pour les molécules fuyant la planète. Introduisons deux 
vitesses de fuite : l’une à la surface de la planète et une autre à la surface de la 
sphère o. Notons-les respectivement v, et v,. En désignant par r, le rayon de la 


planète, par get g,— g8r8/r2, les accélérations de la force de pesanteur à la surface 
de la planète et à la surface de la sphère o, on doit avoir. 


vo= V 2800 (79.2) 
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et 
PE 280 = 
Vo = V 28oro =r0 a (79.3) 


Dans le cas de la Terre v, — 11,2 km/s (cf. t. I, & 61). Les vitesses v, ct v, sont 
liées par l'équation de l'énergie: 


l/smvÿ=l/smvè Len, (79.4) 


où &,, est la différence d’énergic potentielle à la surface de Ja sphère o et à la 
surface de la planète. 

Pour faciliter les calculs on prendra pour unité de vitesse la vitesse la plus 
probable v,, définie par (73.5). Toute vitesse x — v/v, mesurée avec cette unité 
sera une vitesse sans dimension. Avec cette unité les vitesses de fuite à la surface 
de la planète et à la surface de la sphère © sont égales à z4 = mo/vm et zo — 
= V/vm. Compte tenu de (79.2) et (79.3) ces deux vitesses sans dimension 


sont liées entre elles par la relation 


a = a. (79.5) 
Eu grandeurs sans dimension l'équation (79.4) s'écrit 
ae. (79.6) 
Avec (79.6) on tire de la loi de distribution de Boltzmann (77.3): 
Here =5 Re (79.7) 


où n, est la concentration des molécules sur la sphère 6. La mise en œuvre des 


vitesses sans dimension permet de mettre la distribution de Maxwell sous la 
forme suivante: 


4 
Va 
Sur la sphère o la concentration des molécules fuyantes est 


An= à (79.9) 


dn= aie? qx. (79.8) 


où J désigne l'intégrale 
= | ae dr. (79.10) 


La valeur moyenne #d« la vilesse sans dimension de ces molécules est égale à 
co 
1 2 
= = — 30 7 X 
c= Gross” 7 Î ae” * dx. 
T9 


L'intégration par parties conduit au résultat 
2 
=D (tte "6, (79.44) 


Caleulons le flux moyen Z de molécules fuyant la planète à travers la sphè- 
re ©. Etant donné que la distribution des vitesses des molécules est isotrope, 
on peut utiliser la formule (75.5). En unités de mesures usuelles la vitesse moyen- 
ne de ces molécules cst égale à cv, et par suite on tire de (75.5) Z = 1/,Scv, An, 


19% 
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où S. 4nr2 est la surface de la sphère o. En y portant (79.9) ut (79.11) et 
en tenant compte de (79.5) et (79.7) on obtient 


2=2Vx (= +1) rarêome (79.12) 


C'est le nombre de molécules que perd l'atmosphère dans l'unité de temps. 
On peut le présenter sous la forme 


Z TR (79.13) 
où N est le nombre total de molécules dans l'atmosphère. 

Exprimons la concentration nr, en fonction de W. La majeure partie de la 
masse + l'atmosphère est concentrée dans une mince couche adjacente à la 
surface de la planète. Dans les limites de cette couche on peut négliger la cour- 
bure de la planète et la variation de g avec l'altitude: g = g4. La distribution 
de Boltzmann (77.3) se transforme alors en la formule barométrique et nous 
trouvons 


CES mMmE0ot 
N = Enr \ € RT dz— 4srêno kT & 
: er) 


On en déduit la concentration n»,. Portons l'expression de »#, dans (79.12) et 
mettons l'équation (79.13) sous la forme 


dN N 
Pr (79.14) 
où on a introduit la notation 
Ja r2 
ge ANRT. 2 £ seT Fi (79.15) 
ME" 2 Um (+ 28+ 1) 
L'intégration de (79.14) donne 
t 
N=Nse ‘. (19.16) 


Cette formule montre que + représente bien le temps au bout duquel le nombre 
de molécules dans l’atmosphère aura diminué de e fois. Par conséquent t peut 
caractériser le temps pendant lequel la planète conservera son atmosphère. 

5. La formule (79.15) ne résout pas encore le problème puisqu'elle renferme 
le rayon r,, que nous n'avons pas encore déterminé. La solution est évidente dans 


le cas limite d’une atmosphère évanescente ou infiniment raréfiée. Dans une 
atmosphère évanescente il n’y a plus de chocs entre molécules et la distribution 
spatiale des molécules et celle de leurs vitesses résulte des chocs contre la surface 


à 2kT 
de la planète. On posera dans ce cas r, = ro; avec y — Fs et Tom = Ve = 


— V 2r080 on trouve 
/° 2ñr0 Pa > 
 & (+) GOT 


UD 


D se ; 
+=]; Gp nu? (79.18) 
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où p est la densité moyenne de la planète. Il est évident que la valeur de 7 
donnée par ces formules a le sens du femps de dispersion d'une atmosphère inji- 
niment raréfiée. 

6. Déterminons le rayon r, pour une atmosphère non évanescente. On doit 
fixer d’abord une longueur ? telle que pour r > ! une molécule puisse être consi- 
dérée comme étrangère à l'atmosphère de la planète. Le rayon r, sera alors délini 
par la condition À = !, où À est La longueur de libre parcours moyen des molécu- 
les pour r — r,. Dans le cas particulier où la condition À = ! cst déjà vérifiée 
pour r = ro, l'atmosphère sera considérée comme évanescente. 

Pour unc planète isolée on ne peut fixer à priori (donc sans disposer d’une 
solution exacte) une longueur pouvant faire office de !. Le seul paramètre ayant 
la dimension d’une longueur est le rayon r, de Ja planète: mais Ie rayon de la 
planète n'a rien à voir avec la dispersion de l’atmosphère. Une planète isolée 
est cependant une vuc de l'esprit, car toute planète réelle tourne autour du 
Soleil. Nous verrons plus loin que la quantité r, figurant dans (79.15) ne dépend 
que faiblement de !; on peut donc choisir pour { le rayon de l'orbite de la planète. 
Pour justifier ce choix nous noterons que dans le référentiel lié à la planète la 
molécule est soumise à la force d'attraction gravitationnelle F,1 de la planète, 
à la force d'attraction gravitationnelle du Soleil F4 et à la force d’incrtie F; 
résultant du mouvement accéléré du centre de la planète vers le Soleil (on néglige 
la rotation axiale de la planète qui par principe ne joue aucun rôle). Nous avons 
expliqué en détail au tome I ($$ 65, 69) que la force F4 ost exactement compenséc 
par la force d'inertie F;, à condition de négliger les inhomogénéités du champ 
de gravitation du Soleil. Si on tient compte du caractère non homogène de ce 
champ, la compensation n’est pas exacte, ce qui détermine l'effet de flux dans 
l'atmosphère planétaire. Aux distances comparables au rayon de l'orbite de la 
planète, il ne peut être question de compensation puisque fh1 devient inférieur 
à la résultante des forces F4 et Fi. Si la molécule se trouve à une telle distance, 
on peut considérer qu'elle ne reviendra pas dans l'atmosphère de la planète. 

7. Nous adoptons pour { une longueur de l'ordre du rayon de l'orbite de la 

lanète. Pour être concret dans le cas de la Terre, Z — 108 km. A l’aide de la 
Éniule (79.1) calculons pour différents gaz la valeur du rayon r, pour laquelle 
À = 108 km. Nous ferons ce calcul en admettant qu'à la surface de la Terre règne 
la pression atmosphérique normale (pour tous les gaz la longueur de libre par- 
cours moyen À æ 105 cm). En posant ro — 6375 km, 7? = 300 K, nous obte- 
nons les résultats consignés dans le tableau 7. 


Tableau ? 
Poids Hauteur au-dessus de la 
Gaz | molécu- To Km surface terrestre 
laire h=r,—re, km 
N, 28 |6,78-10 | 400 
He 4 1,09-4104 & 500 
Ha 2 3,72.404 : 28 800 


Ce tableau montre que si l'atmosphère ne comportait que des gaz lourds (plus 
lourds que l'hydrogène), la sphère o coïnciderait pratiquement avec la surface 
terrestre et on pourrait utiliser la formule (79.18) relative à une atmosphère 
infiniment raréfiée. Pour l'hydrogène le rayon r,. est notablement plus grand 

ue le rayon terrestre r,. Dans le cas d’une atmosphère constituée par un mélange 
e gaz, la valeur de r, correspond au gaz le plus léger (naturellement, compte 
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tenu de sa teneur dans l'atmosphère). En admettant que la teneur en hydrogène 
de l'atmosphère terrestre est égale à 10% du nombre total des moléculos (valeur 
deux fois plus grande que la valeur réelle), on obtient r, — 1,410 km. Néan- 


moins dans ces différents cas on peut utiliser la formule établie pour une atmo- 
sphère évanescente car elle fournit une atmosphère plausible. Dans tous les cas 
qui présentent de l'intérêt la quantité x? est très grande, ce qui permet de 


négliger dans (79.15) l'unité par rapport à . z8. Dans cette approximation 
o 


TZ, (79.19) 


To T6 
où T% et T, désignent les temps de dispersion estimés, l’un à l’aide de la formu- 


le relative à une atmosphère infiniment raréfiée et l’autre à l'aide de la formu- 
le (79.15). La formule (79.19) donne pour % une valeur qui n’est que plusieurs 
fois supérieure à la valeur donnée par (79.15). Tous les calculs numériques seront 
faits à l’aide de la formule (79.18). 

8. Il n'ost pas très facile d'estimer le temps de dispersion de l'atmosphère 
à l'aide de la formule (79.18) car elle est très sensible à la valeur de la tempé- 


rature Ÿ dont l'influence s'exerce surtout par le facteur exponentiel é. Or 
comme la température varie avec l'altitude et subit en plus des variations aussi 
fréquentes qu'irrégulières, on n'arrive pas à fixer avec une précision suffisante 
la valeur de 7 que l'on doit faire figurer dans la formule. C’est pourquoi nous 
utilisons la formule (79.18) pour traiter le problème inverse: connaissant le 
temps de dispersion v, calculer x? et la température à laquelle l'atmosphère de la 
planète sc disperse dans le milieu ambiant au cours du temps t. L'âge de la 
Terre est 4.109 ans & 4109.3,156.107 s. Effectuons le calcul pour t = 


= 101 ans et t — 108 ans. Pour la Terre p = 5,517 g/cm$. En portant cette 
valeur dans (79.18) et en prenant les logarithmes, on arrive à l'équation 
0,4343:x8 — 14,19 + 1g 29 +1g (r8+1). (79.20) 


Le facteur 0,4343 est le module de conversion des logarithmes népériens en 
logarithmes décimaux. On calcule aisément la racine de (79.20) par la méthode 
des approximations successives. 

Approximation d'ordre zéro. On rejette les termes loga- 
rithmiques du second membre, ce qui donne r3 — 32,68. 

Première approximation. On porte dans le second membre 
la valeur de x, obtenue dans l’approximation d'ordre zéro. On obtient ainsi 
a? = 37,92. On continue de même dans les approximations suivantes, ce qui 
donne : 

deuxième approximation z— 38,15, 

troisième approximalion zè— 38,15. 

La deuxième approximation garantit déjà une précision à deux décimales 
près, ce qui est suffisant pour une estimation. 

Ainsi pour + = 101 ans, x? — 38,15. Un calcul M me pour + = 4108 ans 


donne :$— 33,34. On calcule la température 7 par la formule 
2 2Rogo _ Rogo 
So" CT 
ou 
Rogont 
T = ka (79.21) 


9. Les résultats des calculs indiqués dans le tableau 8 montrent que les 
variations de 7 se répercutent sensiblement sur la valeur de x. Lorsque 7 varie 
de 12 à 15 % + varie de deux ordres de grandeur. Tl en résulte que la dispersion 
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de l'atmosphère doit être notablement accrue par les variations locales ct irré- 
gulières de température. Elle s’intensifie aussi par suite de la dissociation de 
molécules bi et polyatomiques sous l’action du rayonnement solaire. Un examen 
du tableau 8 laisse apparaître que le champ terrestre suffil pour retenir durant 
les ee RénIssiques tous les gaz de l'atmosphère, à l'exception de l'hydrogène 
et de l’hélium. La formule (79.21) explique pourquoi la Lune est pratiquement 
démunie d’atmosphère, tandis que l'intense champ de gravitation de Jupiter 
s'oppose durant de longues périodes à la dispersion des gaz les plus légers — 
l'hydrogène moléculaire et atomique. On comprend aussi pour quelles raisons la 
Lune ne possède pas d’atmosphère, tandis que Titan, le sixième satollite de 
Saturne, possède une atmosphère de méthane (CH,) et d'ammoniac (NH;), 
quoique les vitesses de fuite des molécules soient sensiblement les mêmes 
(2,4 km/s sur la Lune et 2,6 km/s sur Titan). La raison en est que La températu- 
re de la surface de Titan (70 à 120 K) est beaucoup plus basso que celle de la 
surface lunaire. À des températures aussi basses, seuls Les gaz les plus légers 
(hydrogène et hélium) possèdent des vitesses thermiques suffisantes pour que 
leurs molécules s’échappent dans l’espace environnant. 

Parmi les planètes du système solaire, c'est la planète Mercure qui jouit 
des propriétés les moins propices à la rétention de l’atmosphère. A sa surface la 
vitesse de fuite des molécules n'est que de 3,8 km/s. La haute température ré- 
gnant sur la face éclairée de Mercure contribue aussi à la perte de l’atmosphère, 
y compris les molécules des gaz lourds. Enfin on peut s'attendre à ce que la 
pression des rayonnements électromagnétique ct corpusculaire émis par le 
Soleil serait en mesure de dissiper l'atmosphère de Mercure s’il en possédait 
une. 


Tableau $ 
| Température T, K 
Planètes xè 
He He H30 | Na | O2 
Verre r—41010 anus |38,15| 396 792 3 560 5 540 6 340 
t—108 ans 133,341 454 908 4090 6 360 7 260 
Lune x—1019 ans |37,99! 18 36 162 252 288 
| T=108 ans |33,11| 20,6 | 41,2 185 288 330 


More t=—41010 ans 137,97] 81 162 729 1 130 1 300 
T=4108 ans |33,17| 93 186 837 1 300 4 490 


38,11 


Vénus T= 1010 ans 335 670 3 010 4 690 5 360 
T—108 ans 133,31] 384 768 3 460 5 380 6 140 
Jupiter r—1019 ans |37,42|12000| 24000 | 108 000 | 168000 | 192 000 
t—108 ans |32,64/|13800| 27600 | 124000 | 193 000 | 221 000 


$ 80. Entropie et probabilité 


4. La thermodynamique phénoménologique affirme que dans un 
système fermé toutes les transformations évoluent dans le sens de 
l'accroissement de l'entropie. En fin de compte le système parvient 
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à un état d'équilibre où l'entropie atteint sa valeur maximale et 
toutes les transformations du système sont stoppées. Prise à la lettre 
cette conclusion est en flagrante contradiction avec les conceptions 
de base de la théorie cinétique. Considérons, par exemple, un vase 
clos divisé par une paroi AB en deux compartiments identiques 7 
et ZI (fig. 69). Supposons qu’initialement le compartiment Z contenait 

B N molécules de gaz parfait et le com- 
partiment 71 n'en contenait aucune. A 
l'instant t — 0, on enlève la paroi AB, 
cette opération étant exécutée instanta- 


7 T nément. Le gaz se détend, les molécu- 
les passant de 7 en ZI. Au bout d’un 
certain temps on verra apparaître un flux 

À inverse de molécules allant de ZI en /. A 
Fig. 69 partir de ce moment commence et se pour- 


| suivra sans cesse l'échange de molécules 
entre ces parties du vase. Lorsque se seront égalisés les nombres NW, et NW, 
de molécules se trouvant dans les deux parties du vase, ainsi que les 
flux de molécules circulant entre celles-ci, on dira que notre système 
se trouve dans un état d'équilibre. Mais il sera en état d'équilibre 
dynamique et non statique. A l’état d'équilibre dynamique l'égalité 
N;, = N, = N/2 n’est presque jamais vérifée. Cette égalité se rap- 
porte aux valeurs moyennes de N, et N, calculées pour de larges in- 


tervalles de temps: N, = N, = N/2, et non à leurs valeurs instan- 
tanées. On appelle fluctuations les écarts spontanés résultant des mou- 
vements thermiques des nombres N, et N, ou de n'importe quelle gran- 
deur physique par rapport à leurs valeurs moyennes. Le mouvement 
brownien et la distribution statistiquement équilibrée des particules 
en hauteur donnée par la formule barométrique (78.2) doivent être 
classés parmi les phénomènes de fluctuation, puisqu'ils dépendent 
des écarts par rapport à l'équilibre statique. Dans notre exemple on 
peut envisager une fluctuation telle que toutes les molécules de gaz 
initialement réparties dans tout le vase se rassemblent spontanément 
dans la partie ZI ou II de celui-ci, Pour s'assurer qu’un tel événe- 
ment est bien possible, assimilons les molécules à des points matériels 
et supposons que les parois du vase sont parfaitement lisses. Si à un 
instant t on inverse les vitesses de toutes les molécules, les molécules 
se déplaceront dans des sens opposés en repassant par les mêmes posi- 
tions qu'auparavant. On en déduit que si à l'instant 0 toutes les molé- 
cules se trouvaient dans le compartiment I du vase, à l'instant 2? 
elles s’y rassembleront à nouveau. On peut se demander pourquoi 
on n'observe jamais de transformations de ce type. La réponse que 
fournit la théorie cinétique est que ces transformations sont en prin- 
cipe possibles, mais sont extrêmement peu probables lorsque le nombre 
N de molécules devient grand. 
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2. Calculons lu probabilité des transformations de ce type. Si 
le vase ne renferme qu'une seule molécule et qu'il n'y ait aucun 
champ de forces extérieur, les probabilités de trouver la molécule 
dans les parties 7 et ZI du vase sont égales: P, = P,, — 1j,. Intro- 
duisons dans le vase une deuxième molécule, Comme les molécules des 
gaz parfaits n’interagissent pas entre elles, leur présence dans l’une 
ou l’autre partie du vase sont des événements indépendants. En ap- 
pliquant le théorème de multiplication des probabilités, on trouve 
que la probabilité de trouver les deux molécules dans la partie 1 
du vase est égale à P, — 1/,:t/, — 1/,. Si le vase contient N molé- 
cules, le même raisonnement montre que la probabilité de les trouver 
toutes dans la partie Z est égale à P, — (1/,)N. Avec N = 10 on 
obtient P, = (1/,)1 — 1/1024 Æ 0,001. Si on photographiait pen- 
dant longtemps (à la limite pendant un temps indéfinement long) 
et à intervalles de temps réguliers les distributions des molécules 
dans le vase, sur chaque lot de 1000 photos on trouverait en moyenne 
une photo fixant la présence des 10 molécules dans la partie 7 du 
vase. La même chose vaut pour la partie ZI du vase. En vertu du 
théorème d'addition des probabilités on trouverait en moyenne 2 
photos sur mille représentant toutes les molécules rassemblées 
dans la partie Z ou dans la partie ZT. Ces éventualités sont non seule- 
ment possibles, mais effectivement observables. Cependant pour 
N = 100, nous trouvons P, — (1/,)100 & 10-30 et il est pratique- 
ment exclu que l’on arrive à observer la fluctuation correspondante. 
Pour NW — 10% la probabilité P, prend une valeur fantastiquement 
petite P, — (1/,)10” & 10-3-101?, On peut négliger complètement une 
probabilité si infime et l'événement correspondant. 

Généralisons le résultat obtenu, car nous en aurons incessamment 
besoin. Soit V, le volume du vase et V le volume de l'une de ses par- 
ties. La probabilité de trouver une certaine molécule dans le volume 
V est égale à V/V, et la probabilité de trouver toutes les N molécules 
du gaz parfait contenu dans le vase dans le volume V est 


(80.1) 


P=(5y". 


Vo 

3. On n’observe de fluctuations importantes que dans des 
systèmes comportant un petit nombre de particules (voir problème 2 
à la fin de ce paragraphe). Si le nombre de particules contenues dans 
un système fermé est très grand, ce système se trouvera la majeure 
partie du temps dans un état où toutes les grandeurs seront très 
peu différentes de leurs valeurs moyennes. Dans les systèmes à très 
grands nombres de particules, on ne rencontre pratiquement jamais 
de fluctuations importantes ; toutes les fluctuations y sont petites. 
La thermodynamique phénoménologique les néglige complètement. 
Les conclusions auxquelles aboutit la thermodynamique ne sont 
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correctes que si on néglige les fluctuations. À proximité des états 
d'équilibre les fluctuations amenant le système de part et d’autre 
d’un état d'équilibre sont équiprobables. Si on crée artificielle- 
ment un état hors d'équilibre, dans la plupart des cas le système 
cherchera à passer spontanément dans un état dont la probabilité 
est plus grande. D'autre part, selon la thermodynamique phénomé- 
nologique, dans les systèmes fermés l’évolution des transformations 
spontanées donne lieu à un accroissement d'entropie. On peut donc 
s'attendre à ce qu'il existe une relation univoque entre l’entropie S 
du système pris dans ses différents états et la probabilité P d'appari- 
tion de ces mêmes états. Cette hypothèse due à Boltzmann s'avéra 
correcte et fructueuse. Nous allons établir maintenant cette relation. 

4. Il peut sembler à première vue que ce problème soit insoluble 
et même dénué de sens tant que l’on ne dispose pas d’une méthode 
générale de calcul de la probabilité d'apparition d'un état quelcon- 
que d’un système thermodynamique arbitraire. Or pour traiter ce 
problème il suffit de connaître les propriétés générales de la probabi- 
lité P définie par un procédé quelconque. Il faut que l'hypothèse de 
l'existence d’un lien entre l’entropie et la probabilité soit renforcée 
par l'exigence que ce lien devienne universel, i.e. s'exprime par une 
formule telle que S = f (P), où la fonction f (P) est la même pour 
tous les corps pris dans n’importe quels états. 

Afin de déterminer la forme de la fonction f (P), nous considé- 
rerons deux sous-systèmes indépendants se trouvant dans des états 
de probabilités P, et P,. Les entropies correspondantes sont S, = 
= f(P,) et S, — FE). Réunissons les deux systèmes en un seul 
et notons P,, la probabilité de l'état de ce système unique et S,, 
son cntropie. Comme les sous-systèmes sont indépendants PP; = 
= P,P, et par suite S,, = f (P,,) == f (P,P,). D'autre part, la 
thermodynamique impose que l'entropie d'un système composé soit 
égale à la somme des entropies des sous-systèmes indépendants qui le 
constituent. On doit donc avoir 


Ê (P:P3) = f (Ps) + f (P3) (80.2) 


quelles que soient les probabilités P, et P,. 

La résolution de l'équation fonctionnelle (80. 2) s'effectue de la 
même façon que pour l'équation (72.2). Supposons que les variations 
des variables P,et P, soient telles que le produit PiP3 reste constant ; 
la valeur de la constante peut être quelconque à l’intérieur de SO: 
domaine de variation compatible avec la nature du problème. Il s’en- 
suit de (80.2) 


f (P:1) + f (P2) = const, 
à condition que 


P;P, = const. 


\ 4h] ENTROPIE ET PROBABILITÉ PA 


On obtient en différentiant 


df (P;) = —df (Pa), 
avec 
dP, _ _ Pa 


P;, P: 


En divisanit membre à membre on obtient 


df(P1) df (Pa) 
Fa dP, =, dP; * 


La fonction qui figure à gauche ne dépend que de la variable P, 
et celle qui figure à droite ne dépend que de la variable P,. Dans 
le domaine de variation admissible les variables P, et P, peuvent 
prendre des valeurs quelconques. Il s'ensuit que la fonction PAP) 
ne varie pas avec la variable P, ce qui implique que c'est une cons- 
tante. Cette constante doit être universelle, elle doit donc avoir 
même valeur pour tous les corps, étant donné que la fonction 
f (P) est une fonction universelle. En notant k cette constante, nous 
écrirons 


ÉHRES 


dP 
QU 


dP 
df=k—., 
d'où 
f(P)=kmP+C. 


La constante d'intégration C doit être nulle, puisque la substitution 
de la solution trouvée dans l'équation initiale (80.2) donne 


k 1n (P,P,) + C = (kln P, + C) + (kln P, + C), 
d'où C 0. On arrive ainsi à la formule 


S —kin . (80.3) 


5. I] nous reste à déterminer la valeur numérique de la constante 
“. Pour cela il faut déterminer par des procédés indépendants et 
comparer les valeurs ainsi obtenues de deux quantités: la différence 
des entropies d'un système pris dans deux états arbitraires et le 
logarithme du rapport des probabilités de ces deux mêmes états du 
système. Pour simplifier on considérera un gaz parfait. Soient 
V, et V, les volumes d’une mole de gaz dans l'état initial et dans 
l'état final; la température est la même dans les deux états. Le 
rapport des probabilités des deux états se laisse calculer par la for-. 
mule (80.1) où on pose d'abord V = V, puis V = V.. On Hat 
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ainsi 
Sa—S,=kln EN In +. 
Li 


La formule (40.7) de la thermodynamique donne pour cette même 
quantité 


y 
S—S=Rlnp. 


En comparant on trouve 

R 
N°? 
ce qui montre que k est la constante de Bolizmann. La relation fon- 
damentale (80.3) entre l'entropie et la probabilité fut établie par 
Boltzmann et s'appelle formule de Boltzmann. La démonstration de 
cette formule, que nous venons de donner, est due à Planck (1858- 
1947). C’est également Planck qui introduisit en Physique la cons. 
tante fondamentale 4. 

6. La définition thermodynamique de l’entropie ne permet pas 
d'étendre cette notion aux états hors d'équilibre (cf. $ 42). La for- 
mule de Boltzmaun (80.3) permet de surmonter définitivement 
cette difficulté. Il suffit de considérer (80.3) comme la formule de 
définition de l’entropie. Pour que cette définition devienne concrète 
il faut préciser les procédés de calcul des probabilités des états con- 
sidérés dans tous les cas étudiés. Mais sans entrer dans les détails 
de ces calculs, on voit bien qu'avec cette interprétation de l'entropie 
la loi de son accroissement cesse d’être une loi absolue et se ramène 
à une loi statistique. L'entropie d'un système fermé peut aussi bien 
croître que décroître. En effet, si on attend pendant un temps suffisam- 
ment long, on verra l'entropie diminuer. Par la suite la décroissance 
de l’entropie cédera le pas à son accroissement. On peut se demander 
alors ce qu'il reste du deuxième principe de la thermodynamique et 
quel est son contenu physique? Ce principe exprime qu'à la suite 
d'un état donné tout système passe successivement dans des états de 
plus grandes probabilités, ce passage se réalise dans la grande majorité 
des cas sans être obligatoire. Dans le cas d’un grand système dont 
l'état initial n'est pas très proche de l’état d’équalibre, le passage 
du système dans des états de plus faibles probabilités est à tel point 
peu probable qu’on peut négliger complètement cette éventualité, 
La loi de l'accroissement de l’entropie devient pratiquement certaine. 

Au $ 42 nous avons mentionné le concept de la fin thermique 
de l'Univers, avancé par Clausius. Ici nous pouvons lui opposer l’hy- 
pothèse des fluctuations de Boltzmann. Boltzmann ne contestait nul- 
lement que le deuxième principe de la thermodynamique pouvait 
s'appliquer à l'Univers tout entier, mais il le considérait comme 
une loi statistique qui admet que les écarts à l’éguilibre thermodyna- 


k= (80.4) 
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mique, douc les fluctuations, sont non seulement possibles, mais iné- 
vitables. II estimait que l’état hors d'équilibre dans lequel se trouve 
actuellement l'Univers n'est qu’une fluctuation gigantesque. Lorsque 
cette fluctuation disparaîtra, La mort thermique de l'Univers devien- 
dra effective. Mais cet état ne sera que temporaire et au bout d’un 
certain temps apparaîtra une nouvelle fluctuation gigantesque et 
l'Univers renaîtra. Plus tard il connaîtra une nouvelle mort thermi- 
que et ainsi de suite. Selon la conception de Clausius la mort thermi- 
que de l'Univers est définitive tandis que selon Boltzmann l'Univers 
devrait subir périodiquement une mort thermique et en resurgir 
spontanément. La période s'étendant entre l'apparition de deux fluc- 
tuations successives est infiniment longue comparée aux durées de 
leur existence. On pourrait donc dire que d’après l'hypothèse des 
fluctuations l'Univers devrait se trouver « presque toujours » dans 
un état de mort thermique. L'hypothèse de Boltzmann, bien qu'étant 
radicalement différente de la conception de Clausius, aboutit cepen- 
dant au même résultat final. On ne doit pas extrapoler à l'Univers 
tout entier le deuxième principe, même si on le considère comme une 
loi statistique. 

7. En thermodynamique l’entropie ne se trouve définie qu’à 
une constante additive près, ce qui sous-entend que seules sont physi- 
quement significatives les différences d’entropie et non les entropies 
elles-mêmes. Or la formule de Boltzmann (80.3) définit l’entropie 
de façon univoque par la probabilité d'état. La contradiction n’est 
qu’apparente et se trouve écartée dès qu’on se rappelle que les pro- 
babilités ne sont pas nécessairement univoques. Ce ne sont pas les 
probabilités qui doivent être univoquement définies, mais les rapports 
des probabilités des différents états. Il s'ensuit que la probabilité 
ne peut être définie qu'à un facteur numérique C près. Nous l’avons 
signalé lors de l’étude de la condition de normalisation (70.3). La 
présence du facteur numérique se manifeste en ce que dans la formule 
de l’entropie S apparaît la constante additive In C. 

Si la probabilité est normalisée par la condition (70.3) on l’ap- 
pelle probabilité mathématique. Pour les applications de la formule 
de Boltzmann il est préférable d'utiliser la normalisation proposée 
par Planck qui est telle que toutes les probabilités s'expriment dans 
la mesure du possible par des nombres entiers positifs. La probabilité 
normalisée selon Planck est appelée poids statistique ou probabilité 
d'état thermodynamique. Nous noterons G le poids statistique et nous 
écrirons la formule de Boltzmann sous la forme 


S=kMm6G. (80.5) 


8. A titre d’exemple considérons de nouveau le vase clos de 
volume V renfermant N molécules identiques de gaz parfait. Nous 
assimilerons chaque molécule à un point matériel satisfaisant aux 
lois de la mécanique classique. Pour distinguer les molécules nous 
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les marquerons {, 2, ... L'état instantané du gaz sera complète- 
ment décrit dès qu’on pourra indiquer à un instant donné les posi- 
tions et les vitesses de toutes les molécules. C’est le mode de descrip- 
tion dynamique de l’état du gaz. Pour une étude statistique la descrip- 
tion dynamique est trop détaillée. En effet si on caractérise l'état 
instantané d’un gaz en indiquant la position et la vitesse de chacune 
dès molécules, la probabilité d’un tel état sera toujours nulle (cf. $ 71). 
On choisira donc un mode de description plus grossier, tel qu’à 
chaque état corresponde une probabilité différente de zéro. Sans 
tenir compte de mouvement des molécules, subdivisons en pensée 
le volume Ÿ en m petites cellules de volumes Va, Passshs Vo 
Pour donner une description approximative de l’état du gaz il suf- 
fit d'indiquer dans quelle cellule se trouve une molécule donnée 
pour connaître sa position. À ce degré de précision on peut caractéri- 
ser l’état du gaz en indiquant le nombre et les numéros des molécules 
contenues dans chacune des cellules. L’état ainsi défini est appelé 
micro-état ou état microscopique du gaz. Il est évident qu'à la préci- 
sion des déterminations de la position des molécules utilisées pour 
définir l’état microscopique du gaz, le déplacement d’une molécule 
à l’intérieur d’une cellule donnée ne peut modifier l’état microscopi- 
que du gaz. Mais le passage d'une molécule d’une cellule dans une 
autre modifiera l’état microscopique du gaz. Notons p; la probabi- 
lité mathématique de trouver une molécule donnée dans la i-ème 
cellule. Il est évident que Pr + Pa +... + Pm — 1. Si aucun 
champ de forces n’agit sur le gaz, on a p; = V;/V. Calculons la 
probabilité mathématique de trouver dans la cellule 4 AV, molé- 
cules de numéros connus, dans la cellule 2 N, molécules également 
connues, etc. En vertu du théorème de multiplication des probabi- 
lités, la probabilité cherchée est égale à pNipN2 . .. Pa. 

Puisque nous avons admis que toutes les ‘molécules étaient iden- 
tiques, d'un point de vue macroscopique il n’est pas du tout utile 
de savoir quelles molécules se trouvent dans telle cellule. Pour 
définir l’état du gaz, il suffit d’indiquer les nombres de molécules 
se trouvant dans les cellules sans s'inquiéter de leur numération. 
L'état ainsi défini est l’état macroscopique. On peut le caractériser par 
le schéma suivant: 


cellules 12. m 
nombre de molécules W, N, . RS NE (80.6) 


A la différence de l’état microscopique, toute permutation des molé- 
cules n'affectant pas les nombres N,, N,, ..., N, ne modifie pas 
l’état macroscopique, que la permutation se produise dans une même 
cellule ou dans tout le volume du gaz. 

9. Déterminons la probabilité mathématique de l’état macro- 
scopique (80. 6), les nombres W,, N,, ..., Nr étant donnés. Consi- 
dérons un état microscopique défini par les mêmes nombres de molé- 
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cules réparties parmi les cellules. Supposons que toutes les W parti- 
cules soient fixées à leurs places correspondant à l’état microscopique 
considéré. Permutons les W particules de toutes les façons possibles. 
Puisque les places où peuvent se trouver les molécules sont fixées, 
le nombre de molécules revenant à chaque cellule reste constant lors 
des permutations. Nous obtenons toutes les combinaisons possibles 
des particules satisfaisant à la condition de trouver dans les cellules 
les nombres N,, N,, ... de particules occupant des positions fixées. 
Le nombre de combinaisons est N!. Dans ce calcul nous avons inclus 
les combinaisons qui résultent de la permutation des particules à l’in- 
térieur d’une même cellule. Or ces permutations ne peuvent faire 
apparaître un état microscopique différent. A l’intérieur de la pre- 
mière cellule on peut effectuer N.! permutations, à l’intérieur de la 
deuxième W,! permutations, etc. Pour calculer le nombre G de tous 
les états microscopiques possibles on doit diviser NI par W,! N,! ... 
... Nml. Ainsi 


MIN Nml: (80.7) 


Pour trouver la probabilité P de l’état macroscopique (80.6) on 
doit multiplier ces nombres par la probabilité d’un état microsco- 
pique : 


N'! 
PET PIE. pr. (80.8) 


Jusqu'ici nous n’avons imposé aucune limitation aux volumes 
Vis Vos ss Vm des cellules. Nos développements restent valables 
dans le cas où Le gaz est soumis à l’action d'un champ de forces, 
mais les probabilités p,, pe, . .., p seront alors différentes. Sup- 
posons cependant qu'il n’y a aucun champ de forces et que les volu- 
mes V;, V,,... des cellules sont égaux. Les probabilités p,, po, . .. 
deviennent alors égales entre elles et valent V,/V. A la place de 
(80.8) nous aurons 


puc(H)" 


le facteur accompagnant G est constant, donc indépendant de NW,, 
N;, .-.. On peut l’éliminer et admettre que G représente la proba- 
bilité de l'état macroscopique. La quantité G sera donc le poids 
statistique de cet état. Ainsi le poids statistique d'un état macroscopi- 
que peut être défini comme le nombre d’éfats microscopiques équipro- 
bables dont chacun réalise l’état macroscopique considéré. 
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PROBLÈMES 


1. Exprimer le carré moyen de la fluctuation d’une grandeur physique f 
quelconque Af = (f — 7)? en termes de f? et de f. 

Solution. Af%= (jf — jÿ? — f2 — 2ff + fà, Comme ff = 7j = fi, on a 

Af=pi—f2, (80.9) 

2. Notons F une grandeur physique additive caractérisant un système de W 


molécules de gaz parfait qui est telle que F — s f1, la quantité f; caractérisant 
la i-ème molécule de ce gaz. Exprimer le carré moyen de la fluctuation de la 
grandeur F en termes du carré moyen de la fluctuation de f;. 
Solution. Par définition 
F=Xf=Nf. 


(Nous omettons l'indice & car nous supposons que les N molécules sont identi- 
ques.) D'autre part, 


FiL (D fi)=2 ñ+222 Rifj=NPHENUN—A) hifi, 


... Fi = Gi + 4h) EAN). 
Comme Af; — Af; — 0, et comme j? = fj = f?, on tire de la dernière formule 
his = BB + Af;Af;. Or les molécules d'un gaz parfait sont indépendantes et par 


suite A7;4f; — 0. Par conséquent /;f; — f£. En portant dans (80.9) les quantités 
convenables nous obtenons 


AFIN (fè— jf) = NAS. (80.10) 
Calculons encore la fluctuation relative de la grandeur F'. Par définition 
elle est égale à 


Lorsque N augmente la fluctuation relative de F diminue en raison inverse 


de Y’N. Pour N grand les fluctuations relatives sont négligeables et c’est ce qui 
détermine la certitude des résultats thermodynamiques pour les grands systèmes. 

3. En l'absence de champ de forces un vase fermé de volume V renferme W 
molécules de gaz parfait. Calculer le nombre moyen de molécules et ses fluctua- 
tions dans le volume v, qui est une petite partie du volume Y. 

Solution. Soit p la probabilité de présence d’une molécule déterminée 
dans le volume v; la probabilité g — 1 —- p caractérise la présence de cette 
molécule dans le volume restant V — v. On a évidemment p = v/V. En posant 
dans (80.8) p, = p, ps — q, on obtient 


N1 


Pr Te PU Fe 
avec 
: È N1 
Das rames Wid.-d (60) 
n=0 n=0 


L'expression (80.41) est la probabilité mathématique de trouver dans le volu- 
me v n molécules quelconques. .Pour trouver le nombre moyen de molécules 
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contenues dans ce volume, on utilisera la formule (70.10), ce qui donne 


N N 
= à (N—1)1 ON 
n= Ÿ nPa=Np Ÿ m=DiW—-ot 1gN LA 
n=i n=i 


Utilisons un nouvel indice de sommation n° = nr — 1 (pour revenir ensuite à n, 
la somme étant indépendante de la notation de l'indice). On obtient ainsi 


N—1 
= (N—1)! ITS 
D Er Er en IE à ME 
næ=0 


En vertu de (80.12) cette somme est égale à l’unité; ainsi 
n=Np, (80.13) 
On trouve de même 
nR—T=N(N—1)p, 
d'où 
= N(N—1)pi+n. (80.132) 


Conformément à (80.9) An? = n? — mr. En y portant (80.13) et (80.13a) on 
obtient 


(An)2=Np(i—p)}=n(1—p}. (80.44) 
Si v & V, on a p € 1 et par suite 
(An)i=n. (80.15) 


Pour une fluctuation quadratique relative 
Vire 1 
= —— (80.16) 
n Va 
Conformément à ce qui a été dit, nous voyons que dans un volume contenant 


un grand nombre n de particules les fluctuations 1 relatives sont petites et diffi- 
cilement observables. Si par contre le nombre n de particules est petit, les 
fluctuations relatives sont importantes. 

4. Trouver l'expression asymptotique vers laquelle tend la formule (80.11) 
lorsque NW —+ co, n et n étant donnés. Cette expression donnera la probabilité 
de trouver dans le volume v r molécules si ce volume est entouré de toutes 
parts jusqu’à l'infini de gaz homogène. 


Solution. En remarquant que p = Hr1= 1? on récrit 
l1 formule (80.11) sous la forme 
1 n+i 
A) sp 
N LI 
Passons dans cette expression à la limite M —+ oo, r et n ayant des valeurs 
fixes. Comme 


Pr= n | 


29-01%32 
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on trouve 
GE) 


Pas 5, (80.17) 


qui est la formule de Poisson. 

5. A l’aide de la formule asymptotique de Stirling (81.5) transformer l’ex- 
pression (80.17). L 
LL 
ñ 

6. Lorsque » est grand, la probabilité (80.18) présente un maximum aigu 
pour n # n. On peut mettre à profit cette propriété pour simplifier la formule 
(80.18) en développant In P, en série de Taylor suivant les puissances de (n — #1) 
et en s’arrêtant au terme à la puissance deux. Trouver la formule donnant P, 
dans cette approximation. 

Solution. Dans l'expression de la dérivée 


+ AnP,)=mr—In n—FEue +1 


4 me 
Réponse. P,=— 7= ) et), (80.18) 
r1924 


on peut négliger 1/2 par rapport à n. La dérivée s’annule alors pour r — r, 
et In P, est alors maximal. En calculant la dérivée seconde, on trouve dans 
l’approximation imposée 


In Pn=1n ——— — —— (n—n)? 
V'2r n | 
æ (n-n)2 
Ph l 2n (80.19) 


(distribution dite de Gauss). ; 

7. Déduire de la formule de Boltzmann (80.3) la distribution de Gauss 
TE en utilisant la formule thermodynamique de l'entropie du gaz parfait 
(40.9). 

Solution. Avant que ne se produise la fluctuation le gaz se trouvait 
dans un état d'équilibre et son entropie était 


So=NelnT+Nkln +, 
où c, est la capacité calorifique rapportée à une molécule de gaz. Après fluctua- 
tion le volume v renferme r molécules et l'entropie du gaz est donnée par 
V—v v 
N—=# +kn In ps s 


Faisons la différence de ces deux expressions de l'entropie du gaz en négligeant 
les termes du second degré en v/V et en n/N. On obtient ainsi l'accroissement 
d’entropie résultant de la fluctuation 


as=kim[(#)".5]. 


D'après la formule de Boltzmann (80.3) 


S=Nc,InT+k(N—n)ln 


P 
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On en déduit la probabilité cherchée 
Pr=P (Pare 


Pour passer à une distribution gaussienne on procède comme nous l'avons fait 
pour passer de La formule (80.18) à la formule (80.19). Ensuite on détermine l4 


constante P, par normalisation à l'unité CP, — 1). Pour cela on remplace la 
somme par l'intégrale correspondante. 


$ 81. Méthode de la distribution la plus probable 
dans la statistique de Boltzmann 


1. Les questions les plus importantes et non encore complète- 
ment résolues de la thermodynamique statistique sont les suivan- 
tes : comment définir les états microscopiques et macroscopiques d’un 
système, leurs probabilités d'apparition et leurs poids statistiques. 
Nous ne pouvons dans le cadre de notre ouvrage traiter ces questions 
avec toute l'ampleur désirée, car il faudrait utiliser pour cela des 
connaissances de mathématiques, de mécanique rationnelle, d'électro- 
dynamique et de mécanique quantique qui nous manquent encore. 
Aussi n’envisagerons-nous ici que l'aspect conceptionnel du problème 
sans chercher à donner des démonstrations rigoureuses. 

Considérons d’abord un système de V molécules identiques pla- 
cées dans uu vase fermé à parois rigides non conductrices de la cha- 
leur. Le système peut fort bien se trouver dans un champ extérieur 
constant de forces conservatives et’ son énergie totale sera constante. 
Des interactions entre molécules doivent avoir lieu et on supposera 
que ces interactions sont faibles. Cela veut dire que l'énergie d’interac- 
tion est négligeable, ce qui permet d'envisager, à côté de l’énergie 
du système, l’énergie de chaque molécule prise isolément. Il est 
indispensable de considérer ces interactions, car ce n’est que grâce 
à celles-ci qu’une distribution statistique définie peut apparaître 
dans le système. 

2.. Plaçons-nous d’abord à un point de vue classique et assimi- 
lons les molécules à des points matériels soumis aux lois de la méca- 
nique classique. L’état dynamique du système est alors défini par 
les coordonnées x, y, z et les impulsions p,, py, p, de chaque 
molécule. Pour alléger la terminologie, introduisons un espace imagi- 
naire à six dimensions, chaque point représentatif duquel est défini 
par six coordonnées Z, y, %, Dx, Pys P2 Un tel espace est dit 
espace des phases de la molécule et ses points figuratifs sont les points 
de phase. Ainsi l’état instantané de toute molécule se trouve parfaite- 
ment défini par la position de son point de phase dans l’espace des 
phases ; l’état dynamique des N molécules est défini par les posi- 
tions des points de phase de ces molécules dans l’espace des phases. 
Pour passer aux états micro et macroscopique on procédera comme 
on l’avait fait au paragraphe précédent, à la différence près qu’à la 
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place des cellules de l’espace ordinaire on fera figurer des cellules 
de phase qui sont les cellules de l’espace des phases. 11 convient d’expli- 
quer comment on fait pour définir les volumes à six dimensions des 
cellules de phase et plus généralement ce qu'il faut entendre par 
région finie de l’espace des phases. Considérons d'abord le cas d’une 
cellule de phase ayant dans l'espace des phases la forme d’un paral- 
lélépipède rectangulaire infiniment petit à six dimensions. On désigne 
ainsi l’ensemble des points de phase dont les coordonnées sont com- 
prises dans des intervalles infinitésimaux tels que (x, x + dr), 

+... (Ps P: + dp,). Le volume de phase de ce parallélépipède 
élémentaire à six dimensions est égal au produit dr dy dp,. 
En additionnant les volumes de toutes les Darallélénipedés élémen- 
taires occupant une région quelconque de l’espace des phases on dé- 
termine le volume de phase de la région considérée. Divisons mainte- 
nant l'espace des phases d’une molécule en de petites régions de 
même volume de phase que l’on appelle cellules de phase. Dans l’espace 
des phases d’une molécule il y a un nombre infini de cellules de phase, 
puisque p,, Py et p, peuvent prendre toutes les valeurs comprises 
entre — et co. Numérotons les cellules de phase par la suite 
des nombres 4, 2, 3, ... Notons e; l'énergie d’une molécule se 
trouvant dans la i-ème cellule. Pour rendre la numérotation plus 
significative, convenons que la croissance du numéro d’ordre coïncide 
avec l'accroissement de l'énergie e, de sorte que E, 82 K Es 
Pour arriver à une description statistique il faut remplacer la descrip- 
tion dynamique détaillée de l’état d’une molécule par une description 
plus grossière, c’est-à-dire moins détaillée. Vous poserons que l'état 
de chaque molécule se trouve complètement défini dès que l'on aura indi- 
qué dans quelle cellule de phase se trouve la molécule. 

3. Le principal défaut de ce mode de description de l’état d’une 
molécule est que le volume des cellules de phase reste indéterminé. 
Dans une théorie classique conséquente cette indétermination ne 
peut être levée puisque cette théorie n’admet que des variations d'état 
continues. Les cellules de phase, aussi petites soient-elles, peuvent 
être subdivisées à l'infini et néanmoins dans toute cellule on pourra 
encore disposer un ensemble infini et continu de points de phase. 
Le mode de description classique de l’état d’une particule impliquant 
la connaissance de ses coordonnées et de ses impulsions trouve ses 
limites de validité dans la relation d'incertitude de Heïsenberg. 
La coordonnée x et l'impulsion correspondant p, ne peuvent être 
connues qu’aux incertitudes ôx et ôp. près, celles-ci vérifiant la 
condition ôx-ôpz; > h. Il est donc tout indiqué de choisir pour la 
cellule de phase un volume égal à ch, la constante c étant de l'ordre 
de l'unité. La connaissance de la valeur exacte de cette constante 
n'est pas essentielle. Dans la théorie dite semi-classique on posait 
c — 1. On s’aperçut plus tard qu'avec cette valeur de la constante 
la théorie semi-classique prévoyait pour la particule un nombre 
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d'états quantiques égal au nombre d'états qu’établit ensuite la 
théorie quantique. Cette coïncidence justifie cette valeur de la cons- 
tante. 

La mécanique quantique conséquente réfute la nécessité de 
décrire les états dynamiques de la particule par ses coordonnées 
et ses impulsions. Nous n'insisterons pas ici sur le procédé qu'elle 
utilise pour décrire les états des particules ou des systèmes de parti- 
cules. La seule chose qui importe est que la mécanique quantique 
admet l’existence d’éfats discrets. Aucunsystème et aucune particule 
ne peut passer de façon continue d’un état à un autre, car il n'existe 
pas d'états intermédiaires. Le passage d’un état à un autre s'effectue 
par saut. Dans ce qui suit les états quantiques seront toujours ceux 
d'une molécule isolée. La molécule ne doit pas être obligatoirement 
assimilée à une particule ponctuelle et peut présenter une structure 
interne. Pour l'instant nous pouvons nous contenter de considérer 
les éfats stationnaires, i.e. les états qui ne changent pas au cours 
du temps. On les caractérise par des valeurs bien déterminées de 
l'énergie &,, &2, ... que l’on appelle des niveaux d'énergie. Les 
niveaux d'énergie peuvent être simples ou multiples. Un niveau d’éner- 
gie et l'état quantique qui lui correspond sont dits multiplets ou 
dégénérés s’il existe plusieurs états de même énergie se distinguant 
les uns des autres par d’autres grandeurs physiques. Un niveau 
d'énergie et l’état correspondant sont dits singulets ou non dégénérés 
s’il n'existe qu’un seul état pour chaque valeur de l’énergie. Le 
nombre de sous-niveaux correspondant à un niveau multiplet est sa 
multiplicité. Sans nuire à la généralité des raisonnements nous ne 
considérerons que des niveaux simples. S'il n'en était pas ainsi, 
il suffirait de subdiviser le niveau multiple en sous-niveaux simples 
pour ramener le problème au cas précédent. 

Le mode de description à l’aide des états quantiques est aussi 
complet que possible en mécanique quantique. De ce point de vue 
c’est l'équivalent de la description dynamique de la théorie classique. 
Comme les états quantiques sont discrets, le passage de la mécanique 
quantique à la statistique s'effectue sans avoir à remplacer ces états 
par d’autres plus grossiers, comme c'est le cas en statistique classique. 
C’est là un grand avantage de la statistique quantique. 

4. Les raisonnements qui suivent restent également valables en 
théorie classique qu’en théorie quantique. Afin de ne pas avoir 
à les distinguer, nous conviendrons d'utiliser la terminologie quantique 
en théorieclassique. On dira ainsi qu’une particule classique se trouve 
dans le i-ème état quantique d'énergie €; si elle occupe la i-ième 
cellule de son espace des phases. On admettra dans ce paragraphe que 
les particules sont en principe discernables, même si elles sont absolu- 
ment identiques. Sur cette hypothèse se fonde la stafistique dite de 
Boltzmann. On peut alors numéroter les particules comme nous l'avons 
fait au paragraphe précédent. Dans la théorie quantique conséquente 
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l’état microscopique de la particule coïncide avec son état quantique. 
Ici ces concepts sont identiques. On caractérise l’état microscopique 
d’un gaz en indiquant le nombre et les numéros des particules se 
trouvant dans chacun des états quantiques. Pour caractériser l’état 
macroscopique il suffit d'indiquer les nombres N,, N,, ... de par- 
ticules se trouvant dans chaque état quantique. 

Lorsqu'un gaz se trouve dans des conditions données, une partie 
seulement des états microscopiques convenables se trouve réalisée. 
Par exemple, si les parois du vase contenant le gaz sont imperméables 
aux particules et si les particules ne peuvent être ni créées ni annihi- 
lées, il ne peut y avoir d'état microscopique correspondant à la 
présence d'une seule ou de plusieurs particules en dehors du vase. 
Si le système est fermé et possède l'énergie Æ, il ne peut y avoir d'état 
microscopique d'énergie différente de Æ. Tous les états microscopi- 
ques. possibles d’un systèmu sont dits états permis. L'hypothèse de 
base de la mécanique statistique est que fous les états microscopiques 
permis d'un système fermé sont équiprobables. Si au paragraphe précé- 
dent où il ne s'agissait que des positions des particules (et non de 
leurs vitesses) une hypothèse analogue ne soulevait aucune objection 
et paraissait évidente à priori, l’hypothèse dont il s'agit maintenant 
ne saurait être justifiée que par des considérations laborieuses. Nous 
admettrons que l'hypothèse est justifiée par ce que les conclusions 
qu’elle implique sont confirmées par l’expérience. Il est bien évident 
que le poids statistique d’un état macroscopique s'exprime toujours 
par la formule (80.7), i.e. 


Ga HR (81.1) 


5. Etablissons maintenant une distribution des particules parmi 
les états quantiques qui corresponde à la valeur maximale du poids 
statistique Get par conséquent à la plus grande valeur de l'entropie S. 
Cet état correspondra à l'équilibre statistique du système autour 
duquel de petites fluctuations pourront se produire. Pour trouver 
cette valeur maximale on devra tenir compte de deux conditions 
supplémentaires : 


Ni+Na+...=N = const, (81.2) 
Ne, + Noëa à ... = E = const. (81.3) 


La première traduit la constance du nombre de particules et la 
seconde la constance de l’énergie totale du système. Ne sont permis 
que les états microscopiques satisfaisant à ces conditions et ce seront 
les seuls états dont on aura à tenir compte. Tous les autres états micros- 
copiques sont interdits. 

Supposons très grands le nombre total N des molécules dans le 
vase et les nombres W,, N,, ... des molécules occupant les diffé- 
rents états quantiques. Il est vrai que cette condition ne peut être 
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remplie pour tous les W; puisque le nombre total N, quoique très 
grand, est cependant fini. Il est donc inévitable que pour les grandes 
valeurs de à les nombres entiers N; deviennent d'abord petits puis 
nuls pour les à encore plus grands. Or ces molécules ne représentent 
qu’ une part négligeable du nombre total N des molécules et elles 
n’exercent aucune influence sur la statistique du gaz. Si les nombres 
entiers V et NV; sont très grands, on peut les représenter en approxi- 
mation par des arguments continuellement variables. On utilisera la 
formule de Stirling (1692-1770) pour calculer les factorielles 


8 
Ni=Vann (2), (81.4) 


avec 0 << 6 << 1*). Nous remplacerons cette formule exacte par 
la formule approchée 


Ni=V2aN ( ©)". (81.5) 


L'erreur relative que l'on commet en utilisant cette formule est 
inférieure à el/G2N) _ 1 & 1/({2N). Déjà pour N = 10 l'erreur 
est inférieure à 1 %. En portant (81.5) dans (81.1) et en tenant 
compte de (81.2) on obtient 


_ C(N) 


4 
où la valeur de la constante C ne peut dépendre que de N. Nous 
obtenons pour l’entropie 


= —k 2 (dite }1n Ni+ const. 


En négligeant 1/, par sb à N;,on a 
S = —kZDN: In N;+ const. (81.7) 


Au lieu de chercher le maximum du poids statistique il est plus 
commode de rechercher celui de l'entropie (81.7) avec les conditions 
supplémentaires (81.2) et (81.3). En appliquant la méthode de Lagran- 
ge on fera varier ces expressions pour trouver au maximum 


D'inW;-4N;,=0, JAN; =0, J'e dN; —0. (81.8) 
On en tire 
Z An N, + B + ae) dN; = 0, 
où «& et B sont les facteurs de Lagrange ne dépendant pas des W.. 
On les choisit tels que les coefficients de dN, et dN, soient nuls; 
seront alors nuls les coefficients de tous les autres dN;, car on peut 
poser que Was, N,, ... sont des variables indépendantes. On ob- 


*) Voir Cours de calcul différentiel et intégral. 
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tient ainsi 
in N3 + B + œe; — 0, 
d'où 
Ni= Ne, (81.9) 
où NV, — eË est une nouvelle constante. Le trait placé au-dessus 
de N; sert à marquer qu'il s'agit de valeurs moyennes de nombres 
N;, plus exactement de leurs valeurs correspondant à l’état le plus 
probable. | 
6. Afin de trouver la constante «& remplaçons les parois isolantes 
du vase par des parois conductrices de la chaleur, le volume restant 
constant. Le gaz contenu dans le vase ne constitue plus un système 
isolé ; son état macroscopique ne changera pas si la température du 
milieu ambiant est égale à la température 7 du gaz et reste constante. 
On ne verra apparaître que de petites fluctuations de l'énergie qui 
étaient impossibles tant que le système était isolé. Or nous savons 
que la théorie thermodynamique ne tient pas compte des fluctuu- 
tions. Faisons varier de façon infiniment lente (de façon quasi sta- 
tique) la température du milieu ambiant. Comme le volume du gaz 
reste constant, il ne fournit aucun travail et ne fait qu’échanger de 
la chaleur avec le milieu ambiant. Par conséquent dE = 6Q = TdS. 
Lors de cette transformation les énergies &,, &,, . .. des niveaux 
quantiques restent constantes. Elles dépendent seulement de la 
structure interne des molécules et de la position des parois du vase 
qui ici reste invariable. Il ne se produira qu'une redistribution des 
molécules entre les différents niveaux, donc une variation du nombre 
moyen d'occupation W;. La variation d'énergie du gaz est: dE — 
= Ye; dN;; la variation de son entropie est d’après (81.7): dS = 
= —kY In N,dN, — ka De; dN;. En portant ces expressions dans 
la relation dE — T dS on obtient 
1 
a (81.10) 
et par suite 
N;= Noel, (81.11) 


C'est la distribution de Maxwell-Boltzmann. Du point de vue que 
nous avons adopté ici, on peut la définir comme la distribution la 
plus probable. On remarquera encore que cefte distribution est valable 
aussi bien en statistique classique qu'en statistique quantique. La valeur 
de la constante N, se déduit de la condition de normalisation 


DNi=No De "UrTEN. (81.12) 
Si les niveaux quantiques des molécules sont dégénérés, au lieu de 
(81.11) on écrira : 


Ni= NogieT ali, (81.13) 
où g, est la multiplicité du niveau i. 
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7. Cherchons à exprimer l’entropie d’un gaz parfait par la fonc- 
tion de distribution, chose utile en statistique classique. Subdivi- 
sons l’espace des phases des molécules en cellules de volumes égaux 


AQ. Le nombre moyen de particules dans la i-ème cellule est NW; — 
— Nf (e;) AQ. Portons cette valeur moyenne dans (81.7); comme 
In AQ est une quantité constante on obtient 


S = —kN D) (e;) In f (&:) AQ + const, 
et en remplaçant la somme par l'intégrale 
S = —XkN | { (a) In f (e) dQ + const. (81.14) 


. 8. La formule (81.11) sert aussi bien à la description statistique 
des molécules isolées que des systèmes macroscopiques. Prenons un 


grand système macroscopique isolé >, et subdivisons-le en pensée 
en sous-systèmes macroscopiques © qui sont petits, identiques et 
n’interagissent que faiblement entre eux. Grâce à ces interactions 
les sous-systèmes peuvent échanger de l'énergie et se trouver dans 
des états quantiques différents d'énergies e;. On appliquera à ces 
sous-systèmes tous les raisonnements que nous avons développés 
pour les molécules isolées. Le nombre moyen des sous-systèmes se 
trouvant dans le i-ème état quantique est toujours donné par la 
formule (81.11), mais l’état d'équilibre d’un sous-système ne dépend 
que de la température du milieu ambiant, quelle que soit là nature 
de ce dernier. On peut donc modifier le problème et considérer un. 
système macroscopique quelconque © entouré d'un milieu quelcon- 
que dont la température est maintenue constante. Un tel milieu 
s'appelle un fhermostat ; le système o est alors dit « système en ther- 
mostat ». La formule (81.11) reste valable et le nombre W; caracté- 
rise la probabilité relative de trouver le système © en équilibre 
thermodynamique dans l’état quantique à. Prise dans ce sens la 
formule (81.11) exprime la distribution canonique de Gibbs qui consti- 
tue la base la plus générale et la plus commode de la mécanique: 
statistique. 


$ 82. Les statistiques de Fermi-Dirac 
et de Bose-Einstein 


1. En mécanique quantique on subdivise toutes les particules 
élémentaires et composées en deux grandes classes. A la première 
classe appartiennent l’électron, le proton, le neutron et toutes les 
autres particules ayant un spin demi-entier. Toutes ces particules 
sont régies par la séatistique de Fermi-Dirac et sont appelées fermions. 
La deuxième classe contient le photon, les mesons x et À et toutes. 
les particules à spin entier; on les appelle bosons. La mécanique 
quantique n’admet aucune autre possibilité de classement. La sta- 
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tistique de Boltzmann exposée plus haut constitue un cas limite 
approché vers lequel tendent dans certaines conditions les statisti- 
ques de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein. Dans ce tome nous n’aurons 
pratiquement pas l'occasion d’utiliser ces deux statistiques quanti- 
ques, mais vu leur très grande importance pour divers domaines de 
la physique contemporaine, il est nécessaire d’en exposer le fonde- 
ment physique ou plus exactement statistique. 

2. Dans ces trois statistiques on admet que les états microscopi- 
ques permis sont équiprobables. Ces statistiques se distinguent par 
les définitions de l’état microscopique et du poids statistique des 
états macroscopiques. La statistique de Boltzmann considère que les 
particules sont en principe discernables, même si elles sont parfaite- 
ment identiques. Si la particule À se trouve dans l’état quantique I 
et la particule B dans l’état quantique IT, on obtiendra un nouvel 
état microscopique en faisant passer la particule À dans l’état II 
et la particule B dans l'état I. Les statistiques quantiques de Fermi- 
Dirac et de Bose-Einstein postulent par contre que la permutation 
des particules ne doit rien changer et que subsistera le même état 
microscopique. Ces deux statistiques estiment donc que les particules 
identiques sont en principe indiscernables. La différence entre la statis- 
tique de Fermi-Dirac et celle de Bose-Einstein est la suivante: 
da première admet que chaque état quantique ne peut être occupé que 
par une seule particule. La statistique de Bose-Einstein admet, elle, 
que n'importe quel état quantique peut être occupé par un nombre arbi- 
traire de particules. Cette différence de comportement des bosons et 
des fermions est justifiée par la mécanique quantique mais il serait 
prématuré de l'expliquer ici. : 

Considérons deux particules À et B identiques que l’on doit répar- 
tir entre trois états quantiques. Nous représenterons ces états par 
des cases. La figure 70, à gauche, représente tous les cas équipro- 
bables que permet d’envisager la statistique de Boltzmann. Il y a en 
tout neuf états microscopiques, chacun ayant une probabilité d'ap- 
paraître égale à 1/4. Selon les statistiques de Bose-Einstein et de 
Fermi-Dirac (fig. 70, au centre et à droite), les états {) et 2), 3) et 
4), 5) et 6) sont indiscernables et chaque paire d'états doit être con- 
sidérée comme un état unique. Les particules sont pour ainsi dire 
« dépersonnalisées » et on ne peut plus les désigner par les lettres 
différentes À et B; sur le schéma de la figure 70 on les représente 
par des points. Pour les bosons il ne peut y avoir en tout que six 
états microscopiques, chacun avec une probabilité de 1/4. (Si la 
probabilité était calculée selon la statistique de Boltzmann, la 
probabilité mathématique de chacun des trois premiers états aurait 
été égale à ?/, et celle de chacun des trois autres états à 1/. Il est 
par suite évident que les trois statistiques présentent des différences 
de principe.) Pour les fermions les trois dernières distributions figu- 
rant dans la colonne centrale ne se réalisent pas. Il ne subsiste que 
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les trois états microscopiques représentés dans la colonne de droite. 
La probabilité de réalisation de chacun d'eux est égale à 1/, (au 
lieu de ?/, donné par la statistique de Boltzmann). 

3. Avant. d'aller plus loin il est utile de traiter un problème 
d'analyse combinatoire. Soient Z états quantiques: il s'agit de 
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Fig. 70 


détermir >: le nombre des procédés permettant de répartir entre 
ces états N particules identiques. Ce problème est analogue à celui 
consistant à distribuer Z logements parmi N locataires. On sup- 
pose que les locataires sont dépersonnalisés, ce qui suppose que 
n'importe quel individu peut être logé dans n'importe quel 
logement. 

Traitons ce problème d’abord pour des fermions. On doit avoir 
alors Z > N puisque pour N > Z on ne pourra pas répartir la tota- 
lité des fermions parmi les états quantiques disponibles, chacun 
d'eux ne pouvant être occupé que par un fermion. Représentons les 
Z états quantiques par Z cases (fig. 71). Nous marquerons les cases 
occupées par des cercles noirs et les cases vides par des cercles blancs. 
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Réalisons toutes les permutations imaginables des N cercles noirs 
et des (Z — N) cercles blancs. On obtient ainsi toutes les distribu- 
tions possibles des cercles noirs parmi les Z cases ; il y aura en tout Z! 
distributions. Or comme les permutations des cercles noirs ne con- 
duisent pas à des distributions différentes, on devra diminuer ce 
nombre Z1 de NW! fois. On aura à le diminuer encore de (Z — NW)! 


Fig. 71 


fois puisque les permutations des cercles blancs ne conduisent pas 
elles non plus à de nouvelles distributions. Ainsi le nombre de distri- 
butions distinctes des W fermions entre les Z états quantiques est 
égal à 
Z1 
NIZ—-M I: 


Supposons maintenant que les particules à répartir sont des bosons. 
Dans ce cas le rapport des nombres Z et N peut être quelconque. 
Représentons à nouveau les Z états quantiques par Z cases séparées les 


Fig. 72 


(82.1) 


unes des autres par (Z — 1) cloisons (fig. 72). Laissons ouvertes les 
cases extrêmes. Distribuons de manière absolument arbitraire toutes 
les particules que nous représenterons par des points. On obtient 
ainsi Z + N — 1 éléments dont W particules et Z — 1 cloisons. 
En effectuant toutes les permutations possibles de ces- éléments, 
nous obtenons toutes les distributions possibles des NW particules 
parmi les Z cases. Ce nombre de distributions devra être diminué 
de N! fois puisque les permutations de particules supposées identi- 
ques ne font pas apparaître de nouvelles distributions. Une diminu- 
tion de (Z — 1)! fois s'impose aussi puisque les permutations des 
cloisons ne conduisent pas à des distributions différentes. Ainsi 
le nombre de distributions des N bosons entre les Z états quantiques 
est égal à 

(Z+N—1)! 


NII: (82.2) 


$ 82] STATISTIQUES DE FERMI-DIRAC ET DE BOSE-EINSTEIN 317 


4. Examinons maintenant les distributions de Fermi-Dirac et 
de Bose-Einstein en considérant un gaz parfait de fermions ou de 
bosons contenu dans un vase de volume constant à parois solides 
non conductrices de la chaleur (enceinte adiabatique). Il importe 
avant tout de choisir la manière de caractériser l’état macroscopique 
du gaz. Pour ce faire nous commencerons par subdiviser les états 
quantiques d'une particule en d’étroites bandes d'énergie constituées 
chacune par des états quantiques d'énergies identiques ou très pro- 
ches. Les énergies des états quantiques de la i-ème bande sont compri- 
ses dans l'intervalle (e;, e; + Ôe;). Il n’est pas nécessaire de con- 
naître exactement la largeur 6e; des bandes puisqu'il suffit que soit 
vérifiée la condition ôe; € e;. D'autre part, le nombre Z; d'états 
quantiques contenus dans une bande doit être très grand. L'état 
macroscopique du gaz sera caractérisé par le nombre N; de particules 
appartenant à chacune des bandes d'énergie. [1 est évident qu'aucune 
permutation des particules d'une bande ne peut modifier l'état 
microscopique ou l’état macroscopique. Calculons le nombre d'états 
microscopiques permettant de réaliser un état macroscopique du 
gaz défini par les nombres W;, i.e. par le poids statistique G de cet 
état macroscopique. Le nombre de procédés de distribution des W; 
particules entre les Z; états quantiques de la bande à est égal à: 


Gi+Ni—1)1 


OÙ Gi ND » 


la première expression se référant aux fermions et la seconde aux 
bosons. Par multiplication de tous les G; on trouve le poids statistique 
de l’état macroscopique considéré du gaz tout entier. Ainsi pour les 
fermions 


Zi! 
Ge ; L'AILE IR (823) 
et pour les bosons 
Il (i+Ni—Nt 
Le PAU (82.4) 


11 s'agit maintenant de Le les distributions les plus probables 
qui, compte tenu de (81.2) et (81.3), correspondent aux maximums 
de (82.3) et (82.4). Si nous supposons qu’'aussi bien les Z; que les 
N; sont grands, on procédera de la même manière qu’en statistique 
de Boltzmann. A l'aide de la formule de Stirling on trouve l’entropie 
d'un gaz de fermions et d’un gaz de bosons: 


Sr= —k 2 (NilnNi+(Zi—N;)in(Z;—Nil+const, (82.5) 
S=k DZ +Ni—1) In(Z;i+N;—1)—N;ln N;]+const. (82.6) 
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Compte tenu de (81.2) et de la condition du maximum, on obtient 
Din dNs=0 (pour les fermions), 
D'In 7 aN;=0 (pour les bosons). 


Ces relations ne se distinguent de la première relation (81.8) qu’en 


ce qu’à la place de In W; on y trouve In 7%, et In nue L 
Par analogie avec (81.9) on écrira donc 
RC (pour les fermions), (82.7) 
Zi—Ni 
M 4, ur les bosons). 82.8 
ES. (po 1) (82.8) 


Dans (82.8) on a négligé l'unité par rapport à Z, + N;. On détermine 
la constante « à l’aide des mêmes considérations thermodynamiques 
qu'en statistique de Bolizmann. On trouve ainsi que cette constante 


est donnée par (84.10). Le nombre moyen 7; de particules revenant 
à un état quantique est égal à N;/Z;, i.e. 


ni CET (pour les fermions), (82.9) 
e ÀT +41 

= — (pour les bosons). (82.10) 
e ÀT 4 


La nouvelle constante u est liée à la constante À par la relation 


A =e X- Ce sont les distributions de Fermi-Dirac et de Bose- 
Einstein. 

5. Si nr; € 1, on peut négliger l'unité dans les dénominateurs 
des formules (82.9) et (82.10); on obtient ainsi 


= os ES 
nie *T —=çonste À#T, (82.11) 


qui est la formule de la distribution de Boltzmann. Il s'ensuit que la 
formule de Boltzmann ne peut être utilisée que si les « nombres de remplis- 


sage » des cellules quantiques sunt petits, soit n; € 1. Nous l'avons 
déjà indiqué au $ 71. Lorsqu'on dit que les statistiques de Fermi- 
Dirac et de Bose-Einstein se ramènent à la statistique de Boltzmann, 


il faut entendre par là que pour »; € 1 les formules (82.9) et (82.10) 
se ramènent à la formule de Boltzmann (82.11). Quoique les poids 
statistiques f82.3) et (82.4) ne se ramènent nullement à la formule 
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(81.1), seules ont de l'importance les différences des logarithmes des 
poids statistiques d'états différents, qui définissent les accroissements 
correspondants de l’entropie. 

6. La constante p se définit à partir de la condition de normalisa- 
tion 

Da D FN. (82.12) 

Per +1 
Sa valeur dépend des paramètres extérieurs (dans le cas considéré 
du volume V), de la température T du gaz et du nombre NW de parti- 
cules. La constante u s'appelle potentiel chimique du gaz. Le poten- 
tiel chimique u n’est défini qu'à une constante additive près — 
la même qui sert à définir l'énergie &;. Si nous convenons de poser 
égale à zéro l'énergie &; du niveau d'énergie le plus bas, la formule 
(82.2) définira le potentiel chimique uw de manière univoque. 

De toute évidence les nombres de remplissage moyens #, ne 
peuvent être négatifs, ce qui impose des contraintes déterminées 
sur le signe de u dans le cas des gaz de bosons. Comme l'expression 
(82.10) relative aux bosons est essentiellement positive, on doit avoir 
u < &; pour tous les à, En particulier pour i = 1, on a nu < 0. 
Ainsi pour un gaz de bosons le potentiel chimique est négatif ou 
égal à zéro. Pour les gaz de fermions il n'existe aucune limitation 
de signe pour le potentiel chimique. Pour les gaz régis par la statisti- 
que de Boltzmann on a également p << 0. En effet la formule (82.11) 
admet n'importe quel signe pour u, mais elle n’est valable que pour 
ni € 1. Par suite pour i — 1, on obtient u << 0. 

7. La figure 73, a représente en trait continu la distribution de 
Fermi-Dirac pour u > 0. Lorsque 7 —+ 0, on a 


4 pour Ee; <<, 
n;— 4 1/2 pour e;=u, 
0 pour & >. 


Cela signifie que pour T — 0 les particules d'un gaz de fermions 
occupent tous les états quantiques d'énergies €; << u. Les états 
quantiques d'énergies plus grandes ne sont pas occupés. On dit 
qu’à T = 0 les gaz de fermions sont complètement dégénérés. La 
courbe représentant la distribution correspondante dégénère en rec- 
tangle (fig. 73, b). 11 est impossible de représenter sur cette figure 
les distributions de Boltzmann et de Bose-Einstein puisque dans ces 
cas u << 0. La figure 74 donne une représentation comparative des 
trois distributions : celles de Fermi- Dirac,. de Bose-Einstein et de 
Boltzmann. Le gaz de bosons présente à à T = 0 la particularité que 
sa dégénérescence correspond à un potentiel chimique u nul. Pour 
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le démontrer supposons que pour T — 0 u serait différent de zéro 
{u << 0). En appliquant la formule (82.10) on obtiendrait alors pour 


ñ, une valeur infiniment grande (ici €, = 0). Or cela est impossible, 


ñ, 
Î 
T =0 
0 d— 
b) 
Fig. 73 


le nombre N de particules étant fini. Ainsi u = 0 pour T = 0, 
Dans ce cas il résulte de la formule (82.10) que pour 7 = 0 tous 
les nombres de remplissage »; doivent être nuls, à l'exception de 74. 
Cela signifie qu'à l'approche du zéro absolu 
les bosons auront de plus en plus tendance à 
s’accumuler sur le niveau quantique le plus 
bas e;, — O et pour T — 0 la totalité des 
bosons s'y trouveront. Ce phénomène a été 
appelé condensation de Bose-Einstein. Il est 
évident que cette condensation n'a rien à 
voir avec la condensation de la vapeur 
d’eau en eau liquide. 

Pour pouvoir appliquer les distribu- 
tions (82.9) et (82.10) à des cas concrets, 
il faut connaître les expressions définissant 
les énergies &; et le nombre Z, d'états quan- 

Fig. 74 tiques. Nous ferons les calculs néces- 
saires chaque fois que nous aurons à étu- 
dier les distributions dans des cas concrets. 


$ 83. Signification thermodynamique 
du potentiel chimique 


4. Donnons d’abord quelques relations générales de la thermody- 
namique des systèmes à nombre variable de particules. Si le nombre N 
de particules d'un système peut varier, on doit ajouter àu second 
membre de la formule (45.2) le terme u *dN pour tenir compte de la 
variation d'énergie interne résultant de la variation du nombre de 
particules du gaz. Au lieu de (45.2) on écrira 


aU = T dS — P dV + u * dy. (83.1) 
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Le même terme devra être ajouté aux seconds membres des formules 
(45.3), (45.6), (45.7). En thermodynamique la grandeur u* s'appelle 
potentiel chimique. 11 résulte de cette définition que 


»_ { OU oY ou) _f 61 
RES Cm = oN ee = (re Con les (S:e) 
Toutes les grandeurs thermodynamiques peuvent être divisées en 
grandeurs intensives et en grandeurs extensives. On appelle intensives 
les grandeurs ne dépendant que de l'état interne des corps et nullement 
de leurs dimensions. Telles sont la température et la pression, Les 
grandeurs extensives varient, elles, proportionnellement à la masse du 
système, à condition que l'état interne de celui-ci ne change pas. En 
qualité d'exemples de grandeurs extensives on peut citer les éner- 
gies interne et libre, l’entropie, le potentiel thermodynamique, etc. 
Etablissons la forme générale de la dépendance de ces grandeurs avec 
le nombre W de particules. Le poteniel thermodynamique ® d’un 
système à nombre variable de particules dépend de 7, P et N, ie. 
D — D(T, P, N). En maintenant constants T et P, augmentons de 
a fois le nombre de particules. D s’accroîtra de «& fois et par suite 
aD = D(T, P, aN). Choisissons pour «& une valeur telle que aN — 
= À, soit &« — {/N. On aura alors 


D=NO(T,P,1) (83.3) 

d’où 
p*— (5e, »= DUT, P,1). (83.4) 
D=u*(T, P)N. (83.5) 


Le potentiel chimique un * peut donc être considéré comme le potentiel 
thermodynamique relatif à une seule particule. 

Les autres fonctions thermodynamiques ne permettent pas de don- 
ner une interprétation aussi simple du potentiel chimique. On peut 
écrire, par exemple, pour l’énergie libre la relation Y = Y (T, V, N). 
Si on augmente N de « fois, on verra augmenter d'autant de fois 
non seulement Ÿ mais encore V, i.e. aŸ = W(T,aV,anN). En 
posant « — 1/N on obtient 


FENY(T, + 1). (83.6) 


Le nombre N de particules figure non seulement en facteur de la 
fonction mais aussi sous le . de celle-ci Y ( TL: _ : 1). Par suite 
CL4 
CHE (Gn)e. ,AY(T 7 1). 
La définition thermodynamique de u* n’est pas univoque. Les 


grandeurs U et S ne sont définies qu’à des constantes additives près 
Us et S,, de sorte que Y et ® ne sont définis qu’à la fonction linéaire 


21—-01733 
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de la température U, — S,T près. Si les constantes U, et S, étaient 
indépendantes du nombre W de particules, elles n'auraient exercé 
aucune influence sur la valeur de u*. Or comme U, et S, peuvent dé- 
pendre de N, on verra apparaître dans l’expression de u* en supplé- 
ment une fonction linéaire de la température. Pour rendre univoque 
la définition de u* on doit fixer d’abord les zéros des échelles de 
l'énergie et de l’entropie. 

2. En statistique de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein nous utili- 
serons les formules de l’entropie (82.5) et (82.6). Les constantes qui 
figurent dans ces formules importent peu, car elles ne dépendent pas 
du nombre N de particules. Calculons, par exemple, le potentiel 
chimique u* du gaz de fermions. Pour cela il est commode de consi- 
dérer son énergie libre Ÿ. Faisons varier le nombre NW de particules du 
système, et maintenant 7 et V invariables cherchons l'accroissement 
correspondant dY de l’énergie libre. Comme le volume V reste cons- 
tant et qu'il n’y a pas d'interaction entre les particules, la variation 
de N n’entraînera aucune variation des niveaux d'énergie &, et des 
nombres Z; correspondants ; seuls varieront les nombres de remplissa- 
ge N;. Par conséquent pour l'accroissement d’entropie on tire de 


(82.5) 
dS = —k ZI ZT Tr aNi. 


A l'état d'équilibre on à la relation (82.7), d'où il résulte que 


= 
Mi = É 4 (puisque A=e me): Ainsi 


ha = 7 
Pt ny 
dS= —k DIEU TN,. 
à 


La somme Ze;dN, représente l'accroissement de l'énergie interne 
dU. De plus Z dN; = dY N, — dN. On obtient alors 


T dS = —u aN + dU 
on 
dYW = u dN, 
d'où 
oy 
pe (sr le =p. (83.7) 


On retrouve le même résultat en statistique de Bose-Einstein. Nous 
ayons démontré ainsi.que dans les. formules (82.9) et (82.10) y repré- 
sente le: potentiel chimique pus dans sa signification thermodynami- 


que... 
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$ 84. Le théorème de Nernst 


1. En 1906, Nernst (1864-1941) découvrit empiriquement une 
nouvelle loi fondamentale de la thermodynamique qui reçut le nom 
de théorème de Nernst. Comme ce théorème ne peut être déduit par 
un raisonnement logique des principes de la thermodynamique, on 
l'appelle parfois troisième principe de la thermodynamique. Nous omet- 
trons de donner la formulation initiale du théorème due à Nernst 
car elle ne présente qu’un intérêt historique. L'énoncé généralisé de 
ce théorème dû à Planck est le suivant. 

Le théorème de Nernst se laisse ramener à deux assertions. Selon 
la première, l'entropie tend vers une limite finie quand la tempéra- 
ture $ ‘approche du zéro absolu. On peut donc parler de l’entropie 
d'un corps au zéro absolu de température. En reprenant la définition 
thermodynamique de l’entropie 


T 
S—s= | 2e. (84.1) 


To 


on se rend compte que l’assertion ci-dessus n’a rien de banal. 
(Rappelons que l'intégrale est prise le long d’un chemin arbitraire 
faisant passer le système de manière quasi statique de l'état initial 

à l'état final.) Puisque la température figure au dénominateur, on 
Fe peut savoir si pour ? —+ 0 l'intégrale sera ou ne sera pas convergen- 
te. Tout dépend de la variation de 6Q à proximité du zéro absolu. 
La première assertion du théorème de Nernst est que l'intégrale a 
une limite Jinie. 

La seconde assertion du théorème de Nernst est qu’au zéro absolu 
toutes les transformations faisant passer le système d'un état d'équilibre 
à un autre état d'équilibre évoluent sans variation d’entropie. I] résulte 
de cette assertion que la limite vers laquelle tend l'intégrale (84.1) 
pour 7 -+ 0 ne dépend pas de l’état final du système. 

On peut donc formuler comme suit le théorème de Nernst. À 
l'approche du zéro absolu l'accroissement de l’entropie S$ — S, tend 
vers une limite finie et bien déterminée ne dépendant aucunement des 
valeurs des paramètres caractérisant l’état du système (par exemple du 
volume, de la pression, de l’état d'agrégation, etc.). 

Le théorème de Nernst ne concerne que les états d'équilibre ther- 
modynamique du système ; il ne s'applique pas aux états hors d’équi- 
libre ou métastables du système. On peut citer par exemple les corps 
solides amorphes (les verres notamment) qui sont des systèmes ther- 
modynamiquement hors d'équilibre. Ces systèmes évoluent très 
lentement (pendant des années, des dizaines ou des centaines d’an- 
nées) vers des états d'équilibre thermodynamique (l'état cristallin 
par, exemple) . En ce sens ces corps sont dans un état métastable. 
Éorsqu’on dit que le théorème de Nernst ne s'applique pas à ces 


31e 
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corps, on sous-entend qu'ils sont contenus dans un thermostat refroi- 
di au zéro absolu et que l’équilibre thermique a été atteint. En toute 
rigueur on ne peut pas appliquer aux états hors d'équilibre, y compris 
aux états métastables, la notion de température. C’est le thermostat 
et non le corps qu’il renferme qui se trouve au zéro absolu. En enten- 
dant la température dans son sens strictement thermodynamique il 
devient inutile de parler d'états hors d'équilibre ou métastables dans 
l'énoncé du théorème de Nernst. 

Si on convient de poser égale à zéro l’entropie de tout système se 
trouvant en état d'équilibre au zéro absolu, la définition de l’entro- 
pie devient parfaitement univoque. L'’entropie ainsi définie est dite 
entropie absolue. Le théorème de Nernst pourrait s’énoncer comme suit : 
A l'approche du zéro absolu l'entropie absolue d'un système tend 
également vers zéro, quelles que soient les valeurs que prennent les para- 
mètres caractérisant l’état du système. On doit cependant remarquer 
qu’en dépit d’une opinion largement répandue, un tel choix de la va- 
leur de la constante additive à l'entropie n’est que pure convention. 
De par son essence même l’entropie est toujours définie à une costan- 
te additive près. Le contenu réel du théorème de Nernst n'est nul- 
lement lié au choix de cette constante et se résume en deux assertions 
que nous avons énoncées plus haut. 

2. Le zéro absolu étant inaccessible, on ne peut juger de la justes- 
se du théorème de Nernst qu’en se fondant sur le comportement des 
substances à proximité du zéro absolu de température. Examinons 
quelques conséquences du théorème de Nernst qui le justifient. 

D'après la première assertion du théorème, à l'approche du zéro 
absolu les capacités calorifiques CL et Cy de tous les corps doivent 
tendre vers zéro. Supposons par exemple que la pression est mainte- 
nue constante. On a alors 80 = Ch? (T') dT”. Le théorème de Nernst 
implique que l'intégrale 


T 
5Q __( CP(T) pr 
(ane 


ait une limite finie. Or cela ne peut se faire que si pour 7? = 0, 
Cp = 0. S'il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver un intervalle 
de température 0 & T'< T, où C serait différent de zéro et donc 
de même signe. Soit C la valeur minimale du module de la grandeur 
CP dans cet intervalle de température. Alors l'intégrale ci-dessus ne 
saurait être plus petite en module que l'intégrale 


0 
qui diverge suivant une loi logarithmique. L'intégrale initiale 
Î ne dT' devrait donc être divergente ; or cela est en contradiction 
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avec le théorème de Nernst, ce qui démontre notre assertion au sujet 
de Cp. On démontre de même que la capacité calorifique C doit se 
comporter de la même façon. 

Les conséquences du théorème que nous venons de présenter dé- 
montrent que les capacités calorifiques des substances doivent néces- 
sairement dépendre de la température. La théorie classique de la ca- 
pacité calorifique implique au contraire que les capacités calorifi- 
ques sont indépendantes de la température (cf. $$ 66 et 68). Le théo- 
rème de Nernst ne peut donc être interprété dans le sens de la phy- 
sique classique. 

8. Considérons maintenant les conséquences de la deuxième as- 
sertion du théorème de Nernst. Nous utiliserons pour cela les rela- 
tions de la thermodynamique 


CN) 4 CN ôP 
(Sr — (57 her (= (Gr) 
I] résulte du théorème de Nernst qu’au zéro absolu les premiers mem- 


bres de ces relations doivent s’annuler. Les seconds membres 
doivent donc être nuls, ce qui entraîne 


or 
(84.2) 


Or ces résultats signifient qu'à l'approche du zéro absolu le coefficient 
de dilatation thermique et le coefficient de température de la pression de 
tous les corps doivent tendre vers zéro. 

Or il découle de l'équation de Clapeyron que les deux coefficients 
(84.2) doivent rester constants jusqu’au zéro absolu, ce qui est en 
contradiction avec le théorème de Nernst. On en conclut qu'aux très 
basses températures l'équation de Clapeyron cesse d’être valable mê- 
me si les forces d'interaction entre les molécules de gaz sont infini- 
ment petites. La seconde formule (84.2) montre qu'à proximité du 
zéro absolu la pression du gaz ne dépend pratiquement plus de la tem- 
pérature, n'étant fonction que de la densité. On dit alors que ls 
gaz se trouve duns un état de dégénérescence et le gaz est dit dégénéré. 
Un exemple de gaz dégénéré est le gaz des électrons libres dans les 
métaux aux températures ordinaires (cf. & 71). La statistique dé 
Boltzmann ne s'applique pas aux gaz dégénérés. Le comportement 
de ces gaz est régi par la statistique de Fermi-Dirac ou de Bose- 
Einstein suivant que le gaz est composé de fermions ou de bosons. 

L'énergie interne d’un gaz dégénéré ne dépend pratiquement pas 
de la température et ne dépend que de sa densité. En effet, selon la 


thermodynamique 
(= 7 (57) 2. 
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Les grandeurs T et (%), tendent vers zéro lorsque 7 —+ 0. La pres- 


sion P des gaz dégénérés est pratiquement indépendante de la tem- 
pérature. Il s'ensuit que la dérivée (7) et l'énergie interne U 


ne dépendent plus que de la densité. C'est pour cela que le gaz élec- 
tronique ne contribue pratiquement pas à la capacité calorifique 
des métaux à la température ordinaire. 

4. Pour donner une explication du théorème de Nernst on aura 
recours à l'interprétation probabiliste de l'entropie selon la formule 
de Boltzmann (80.5). Il s'agit de calculer le poids statistique de 
l'état du système au zéro absolu. L’ approche classique ne saurait 
convenir puisqu'elle conduirait sûrement à une contradiction avec 
le théorème de Nernst, vu que la mécanique classique admet mèê- 
me au zéro absolu une suite continue d'états dynamiques du système. 
Il faut donc utiliser l'approche quantique. Convenons d’entendre par 
état quantique l’état du système tout entier que nous supposerons être 
un système fermé. Au zéro absolu l’énergie du système est minimale. 
Le nombre d'états quantiques réalisables du système est alors égal 
soit à l'unité si le niveau d'énergie minimale n'est pas dégénéré, 
soit à un nombre entier égal à la multiplicité de la dégénérescence si 
ce niveau est dégénéré. Comme le poids statistique du système est 
égal au nombre d'états, la formule (80.5) conduit à une valeur finie 
de l’entropie. Ainsi se trouve expliquée la première assertion du théo- 
rème de Nernst. Passons à la deuxième partie de ce théorème. 
Lorsque les paramètres extérieurs varient (volume ou pression du sys- 
tème par exemple), l'état quantique du système et l'énergie corres- 
pondant à cet état se modifient. Les niveaux multiples peuvent 
éclater complètement ou partiellement en donnant des niveaux sim- 
ples, tandis que plusieurs niveaux simples peuvent former un ni- 
veau multiple. Néanmoins le nombre total de niveaux simples reste cons- 
tant. Au zéro absolu tout système se trouvant en équilibre thermo- 
dynamique occupe toujours le niveau d'énergie le plus bas, tous Les 
autres niveaux lui étant interdits. Si la multiplicité de ce niveau ne 
change pas lorsqu'on fait varier les paramètres extérieurs, le poids 
statistique du système et par suite son entropie restent inchangés, 
comme le veut la deuxième partie du théorème de Nernst. Si la mul- 
tiplicité du niveau zéro vient à changer, on observera une certaine 
variation d’éntropie qui est cependant tellement petite qu’on peut 
la négliger. Par exemple, si à la place d’un niveau simple apparaît 
un niveau double, le poids statistique augmente de deux fois, tandis 
que l’accroissement de l’entropie est AS — %In 2. Cet accroissement 
est négligeable vu la très faible valeur de la constante de Boltzmann. 
Même si la multiplicité du niveau zéro avait varié de 10% fois, la 
variation correspondante de l’entropie n'aurait été que AS = 
= 20k 1n 410 Æ 464; c’est une quantité tout aussi négligeable. 
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Lorsque la température augmente, le système commence à occuper 
les niveaux de plus grande énergie, le poids statistique de l’état 
macroscopique augmente fortement et l’entropie commence à croître 


PROBLÈME 


Trouver les poids statistiques d’un gaz de fermions et d'un gaz de bosons 
au Zéro absolu. Montrer que ces gaz vérifient le théorème de Nernst. 

Solution. La température T = 0. Pour un gaz de fermions il existe 
un niveau d'énergie (d'indice i = n) jouissant des propriétés suivantes. Les 
niveaux d'énergie d'indices à << n sont tous occupés, tandis que les niveaux 
d'indices & > # sont tous libres. Le niveau d'indice i = nr est occupé partielle- 
ment (ou complètement dans certains cas particuliers). Pour les niveaux occupés 
N; = Z;et pour les niveaux vacants NW, — 0. Dans les deux cas tous les facteurs 
du produit (82.3) sont égaux à l'unité, à l'exception du n-ième. Ce dernier est 
AAvR de l'unité si le niveau correspondant est occupé en partie. On écrira 

onc 


_ Zn! 
DE NT Gr Mn Se 
On trouve de même pour un gaz de bosons 
_ (+N—1)! 
GB-E = NI Zi—01 . (84.4) 


Si le volume du gaz vient à varier, les énergies des niveaux varient, mais les 
nombres Z;, Zn, N,, ainsi que le nombre total N de particules restent constants. 
Par suite les poids statistiques et les entropies de ces gaz restent constants. 
On arrive à la même conclusion en se fondant directement sur les formules (82.3) 
et (82.4). Le gaz quantique de Boltzmann satisfait aussi au théorème de Nernst 
(le gaz classique ne le vérifie pas). Cette remarque présente un caractère formel 
puisqu’au zéro absolu la statistique de Boltzmann ne s'applique pas. 


$ 85. Théorie quantique des capacités 
calorifiques d’Einstein 


1. En principe la théorie quantique parvient à écarter les dif- 
ficultés que rencontre la théorie classique dans l'interprétation de la 
capacité calorifique des corps. Au $ 69 nous avons donné un exposé 
qualitatif de cette question, il s’agit maintenant de son étude quan- 
titative. Assimilons le corps à un système de V molécules dont les 
interactions mutuelles sont faibles et appliquons à ce système la loi 
de distribution de Boltzmann (81.13) en supposant que les niveaux 
d'énergie sont discrets. A l’état d'équilibre thermodynamique l'éner- 
gie moyenne rapportée à une molécule est donnée par 


ED Ni 
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Compte tenu de la formule (81.13) et de la condition de normalisa- 
tion 2N;,=N ge “i=N,ona 


» Die da 
ou 
e= 154 (m2 (85.1) 
avec 
ê; 
Z—Dgue "4 Tge AT. (85.2) 


L'expression (85.2) s'appelle somme statistique ou somme d'états; 
elle joue un rôle important en statistique. 

2. Considérons à titre d'exemple un système d’oscillateurs har- 
moniques unidimensionnels dont les niveaux d'énergies sont simples 


(ci. $ 69): 
es = (i + 1/,) hv. (85.3) 
La somme d'états est 
hy ®% 2e 
aË = — 2 
Z=e 25» PR nt 
i=0 
et l'énergie moyenne de chaque oscillateur est 
= d hv hv 
= (n2=s + —. (85.4) 
enT _4 


Dans le dernier terme nous avons remplacé & par 1/(4T). 

Le terme hv/2 est l'énergie au point zéro de l’oscillateur harmoni- 
que. Elle ne dépend pas de la température et n’a aucun rapport avec 
le mouvement thermique. En théorie des capacités calorifiques on 
peut négliger cette énergie, ce qui conduit à 

hv 

hv * 
erT _4 


E = 


(85.5) 


Cette formule fut établie en 1900 par Planck au cours de ses recher- 
ches sur l'émission thermique des corps. Dans le cas des températures 
h 


V 
élevées hv&KT et ef w1i+. Dans cette approximation 


kT 
(85.5) se ramène à la formule classique 
E=4T. (85.6) 


Ce résultat est évident puisque pour #T > hv le nombre de niveaux 
excités est très grand et leur caractère discret s’estompe. 
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3. Einstein prit la formule (85.5) pour fondement de sa théorie 
quantique de la capacité calorifique des corps solides. Il utilisa 
le même modèle de corps solide que celui adopté en théorie clas- 
sique. Les atomes du réseau cristallin y sont assimilés à des oscilla- 
teurs harmoniques à trois degrés de liberté exécutant des vibrations 
thermiques de même fréquence v autour de leurs positions d’équi- 
libre. L'énergie moyenne de vibration thermique est égale à e par 


degré de liberté et à 3e par atome. L'énergie interne par mole est 
D=gNe = MR (85.7) 


LA , 
erT 4 


où NV est le nombre d’'Avogadro. On en tire la chaleur massique 
atomique du réseau cristallin des corps solides: 


sr(} F hv 
PE Al: (85.8) 


C'est la formule d'Einstein qui à haute température où mn € { 
se ramène à la formule classique 


Aux basses températures où a ÿ 1 on peut rejeter au dénominateur 
l'unité 


hv 
Cy=8R() e #T. (85.9) 


Pour T — 0 les expressions (85.8) et (85.9) tendent vers zéro confor- 
mément au théorème de Nernst. 

4. Notons que l'accord entre théorie et expérience n'est que 
qualitatif. Selon les formules (85.8) et (85.9) pour T —+ 0, Cy tend 
vers zéro trop rapidement suivant une loi presque exponentielle, 
tandis que l'expérience montre que C décroît plus lentement 
suivant une loi de puissance. Aux autres températures la formule 
d'Einstein ne cadre avec l'expérience que qualitativement. Les 
écarts observés sont liés non pas aux déficiences de la théorie quan- 
tique, mais à un calcul trop simplifié fondé sur l'hypothèse que 
tous les oscillateurs harmoniques vibrent à une même fréquence. 
En réalité tout réseau cristallin se présente comme un système de 
particules intimement liées par leurs interactions mutuelles. Les 
petites oscillations d’un tel système résultent de la superposition 
d’un grand nombre d'’oscillations harmoniques de fréquences dif- 
férentes. Le nombre de ces fréquences est grand, comparable au 
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nombre de degrés de liberté du système. Dans les calculs des capa- 
cités calorifiques on peut considérer les corps comme des systèmes 
d’oscillateurs harmoniques ayant des fréquences différentes. Le 
problème se ramène alors au calcul de ces fréquences, ou comme on 
dit au calcul du spectre de fréquences. Einstein lui-même en fit la 
remarque. 

Le problème du spectre de fréquences du réseau cristallin d’un 
corps solide fit l’objet de recherches de Debye (1884-1966), de Born 
(1882-1970) et de Karman (1881-1963). Born et Karman traitèrent 
ce problème du point de vue atomistique, ce qui rendit le problème 
fort ardu. Debvye simplifia grandement le problème. Aux basses 
températures la capacité calorifique est surtout déterminée par les 
vibrations de basses fréquences auxquelles correspondent de petits quanta 
d'énergie. Aux basses températures ne sont pratiquement excitées 
que les vibrations thermiques de basses fréquences. Les vibrations 
de fréquences élevées, donc de grands quanta d'énergie, n’y sont 
pas excitées. Or le spectre des petites fréquences des vibrations 
thermiques d’un corps solide peut être calculé avec une précision 
suffisante par les méthodes de la mécanique des milieux continus, 
négligeant la structure atomique. Ces calculs sont relativement 
simples et Debye bâtit une théorie simple de la capacité calorifique 
des corps solides, dont les résultats cadrent bien avec l'expérience 
pour les basses températures. Selon cette théorie, au voisinage du 
zéro absolu, la capacité calorifique du réseau cristallin d'un corps 
solide est proportionnelle au cube de la température absolue. C'est la 
loi des cubes de Debye. La place nous manque pour développer plus 
en détail cette question. 

Il va de soi que la théorie d’Einstein s'applique également à la 
capacité calorifique oscillatoire des gaz bi et polyatomiques. On peut 
établir sur les mêmes bases une théorie de la capacité calorifique 
rotatoire. Les calculs y sont plus ardus du fait d’une structure plus 
compliquée du spectre énergétique. 

9. Outre le réseau cristallin constitué par les ions, les métaux 
comportent des électrons libres. Dans le modèle le plus simple on 
assimile les électrons libres à un gaz électronique parfait. On peut 
le faire pour la raison que les forces d'attraction électriques qu'exer- 
cent les ions à charges positives sur les électrons, sont en moyenne 
compensées par les forces de répulsion s’exerçant entre les électrons. 
Ainsi dans ce modèle le gaz électronique ne possède que de l’énergie 
cinétique et on peut donc lui appliquer l'équation de la théorie 
cinétique des gaz (59.8): 

PV =2/8E. (85.10) 

Nous avons mentionné au $ 69 que les électrons ne contribuent 


pratiquement pas à la capacité calorifique et nous en avons donné 
au $ 84 une explication formelle à l'aide du théorème de Nernst. 
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Donnons maintenant une explication statistique de ce fait. Les 
températures de dégénérescence de tous les métaux atteignent plu- 
sieurs dizaines de milliers de degrés (cf. $ 71); par suite le gaz 
électronique des métaux est toujours dégénéré. Au zéro absolu la 
distribution des électrons parmi les états quantiques est représentée 
par un rectangle (cf. fig. 73, b). Les électrons exécutent d’intenses 
mouvements quantifiés, mais ne participent pas du tout à l’agita- 
tion thermique. L'énergie E des mouvements quantifiés et la pres- 
sion P du gaz ne dépendent que de la concentration des électrons. 
Ceci reste valable même aux températures différentes de zéro, car 
la majorité des électrons présentent une distribution analogue à celle 
représentée sur la figure 73, a. Par conséquent ces électrons ne 
participent pas aux mouvements thermiques et n’apportent aucune 
contribution à la capacité calorifique du métal. La courbe de distri- 
bution en forme de « rectangle » n’est perturbée qu’à l’intérieur 
d’une bande étroite d'énergie se trouvant à proximité de la frontière 
e — pu. L'épaisseur de cettr bande d'énergie est de l’ordre de l’éner- 
gie de l’agitation thermique XT. Seuls ces électrons périphériques 
participent à l'agitation thermique et apportent leur contribution 
à l'énergie Æ et à la pression P; cette coniribution dépend de la 
température. Ce sont ces électrons qui déterminent l'existence de 
la capacité calorifique du gaz électronique. Cette contribution est 
petite car le nombre des électrons périphériques est petit. Les cal- 
culs montrent que la capacité calorifique du gaz électronique est 
proportionnelle à la température 


2 ca = YT, 
où y = const. 

On démontre de même que la capacité calorifique d’un gaz de 
bosons dégénéré est petite et tend vers zéro pour 7 —+ 0. Dans le 
cas d’un gaz de bosons, à 7 = 0 toutes les particules se concentrent 
sur le niveau le plus bas d'énergie nulle. Par suite pour T = 0 
l'énergie cinétique et la pression P du gaz de bosons deviennent 
nulles. | 


CHAPITRE VII 


EFFETS DE TRANSPOR 
DANS LES GAZ 


$ 86. Longueur de libre parcours moyen 


1. La vitesse moyenne de l'agitation thermique des molécules 
de gaz est donnée par la formule (73.6). A la température ordinaire 
cette vitesse est du même ordre que la vitesse d’une balle de fusil. 


Par exemple à 0 °C, la vitesse moyenne v des molécules d'hydrogène, 
d'azote et d'oxygène est égale respectivement à 4700 m/s, 455 m/s, 
À25 m/s. Tout au début du développement de la théorie cinétique 
certains physiciens estimaient que des vitesses aussi grandes ne 
pouvaient être réelles. Ils avançaient que si les vitesses des molécules 
étaient aussi grandes, l'odeur d’une substance odorante devrait se 
propager presque instantanément dans tout local. En fait s’il n’y 
a pas de courants de convection de l'air, l'odeur se propage très 
lentement (minutes ou heures). La propagation des odeurs s'effectue 
par le processus de diffusion qui est un processus lent. 


Pour faire la démonstration de la lenteur du processus de diffusion des gaz 
on utilise le dispositif suivant. On prend un tube de verre surmonté d’une grille. 
Le long de l’axe du tube on place une tige de verre le long de laquelle sont 
disposées à intervalle ségaux 10 bandes de papier filtre imbibées de phénolphta- 
léine. On place sur la grille un tampon d’ouate imbibé d'hydroxyde d'ammonium: 
L'ammoniac qui s’en dégage diffuse vers le bas. On observe les progrès de la 
diffusion par le rougissement du papier filtre. Au bout de 1-2 minutes le pre- 
mier papier filtre commence à rougir, le papier filtre inférieur rougit au bout 
d'une vingtaine de minutes. L’ammoniac étant plus léger que l’air, il ne progres- 
se vers le bas du tube que par diffusion. Le tube de verre ne sert qu'à éliminer 
les courants d'air. 

La diffusion dans les liquides est beaucoup plus lente, quoique les vitesses 
d’agitation thermique y sont aussi grandes que dans les gaz ou les corps solides. 
Prenons un tube de verre de petit diamètre et de grande longueur, remplissons-le 
d'eau distillée et déposons au fond (à l’aide d’un tube spécial) des cristaux de 
sulfate de cuivre; ceux-ci commenceront à se dissoudre et à diffuser à travers 
l’eau. On ne le décèlera à l’œil qu'au bout de plusieurs jours. Pour obtenir une 
solution homogène dans tout le tube on devra attendre plusieurs mois. Dans les 
corps solides la diffusion est encore plus lente et on doit faire appel à des métho- 
des spéciales pour la déceler. 

‘ L'égalisation des températures entre différentes parties d’un gaz irrégulière- 
ment échauffé par conductibilité thermique ou l’égalisation des vitesses du 
mouvement macroscopique d’un gaz par be forces de frottement interne sont 
des procesans tout aussi lents que la diffusion. 
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2. Clausius expliquait la lenteur de la diffusion et des effets 
semblables par les chocs entre les molécules. Les molécules gazeuses 
entrent en collision avec d’autres molécules et ne se meuvent donc 
librement qu'entre les chocs consécutifs. Lors des chocs les vitesses 
des molécules varient brusquement en module, en direction et en 
sens et leurs trajectoires, au lieu d’être rectilignes, sont toutes en 
zigzag. Les molécules vont et viennent dans tous les sens d’une 
manière désordonnée et leur progression en avant est relativement 
lente. Pour décrire quantitativement ce comportement des molécu- 
les, Clausius introduisit la notion de longueur de libre parcours 
moyen qui est la distance moyenne que parcourt une molécule entre 
deux chocs successifs. 

Pour calculer la longueur de libre parcours moyen nous utili- 
serons le modèle des billes rigides. Entre les chocs les molécules-billes 
se meuvent par inertie de manière rectiligne et uniforme. Lors des 
chocs apparäissent d'intenses forces de répulsion qui font varier les 
vitesses des billes en module et en direction. Il tombe sous le sens 
qu'un modèle aussi grossier ne reflète qu'en partie le détail des 
effets qui se manifestent pendant les chocs: les molécules peuvent 
se scinder en atomes et se reformer, les atomes peuvent s’ioniser, 
passer à des états excités, etc. Nous ne tiendrons compte d'aucun 
de ces effets. Le modèle des billes rigides ne permet de décrire d’une 
façon approximativement correcte que les processus de diffusion des 
molécules faisant varier leurs vitesses et leurs directions de mouve- 
ment à la suite de leurs chocs mutuels ou avec îes parois du vase 
contenant le gaz. 

Pour simplifier les calculs nous supposerons qu’une seule molé- 
cule est en mouvement avec la vitesse v, toutes les autres étant 
immobiles. Notons À la molécule mobile. Imaginons qu'on associe 
à la molécule À une sphère rigide S, concentrique et d’un rayon 
double de celui de la molécule; appelons-la sphère de protection 
de la molécule A. A l'instant du choc la distance entre les centres 
des molécules est égale au diamètre d d'une molécule et par consé: 
quent le centre de la molécule immobile avec laquelle est entrée 
en colli $on la molécule À se trouve sur la surface de la sphère de 
protection de celle-ci. Le centre de la molécule immobile ne peut 
évidemment pénétrer à l’intérieur de cette sphère. Entre deux chocs 
consécutifs de la molécule À sa sphère de protection décrit un cylin- 
dre dont la longueur correspond au libre parcours de la molécule À. 
La surface que décrit au cours du temps la sphère de protection se 
compose donc de cylindres (fig. 75). Pour simplifier nous dirons 
que cette surface a la forme d’un cylindre brisé. Si le centre d’une 
autre molécule se trouve à l’intérieur ou sur la surface latérale 
de ce cylindre, elle entrera en collision avec la molécule À. Dans 
le cas contraire, elles n’entreront pas en collision. Notons V le 
volume du cylindre brisé que décrit la sphère S dans l'unité de 
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temps. Le nombre moyen z de collisions par unité de temps de la 
molécule mobile À avec les autres molécules est égal au nombre 
moyen de molécules fixes se trouvant dans le volume V : z — Vn, 
où » est le nombre de molécu- 
les dans l'unité de volume, 


; En supposant que la longueur 

/ \ de libre parcours moyen À est 

ï \ très grande par rapport au 
< \ Ne diamètre 24 de la sphère de 

KT À F — protection, on peut négliger 
\X PAS À les parties du volume V du 
ho \@ cylindre brisé revenant aux 
cassures, autrement dit oncal- 

culera le volume V comme si 

Fig. 75 le cylindreétait droit et d'une 

hauteur égale à la vitesse v de 


la molécule. Dans cette approximation V = ov, où © — nd? est 
l'aire de la section droite du cylindre. Ainsi 


Z = nov. (86.1) 


Le chemin que parcourt la molécule À dans l'unité de temps est 
égal à v. En le divisant par le nombre moyen z des chocs on trouve 
la longueur de libre parcours moyen de la molécule: 


1 
À=—. (86.2) 

Les raisonnements que nous avons utilisés pour établir les for- 
mules (86.1) et (86.2) montrent qu'on pourrait tout aussi bien con- 
sidérer comme ponctuelles toutes les molécules avec lesquelles 
entre en collision la molécule À dont le rayon serait double. La 
molécule À serait donc remplacée par sa sphère de protection, ce qui 
constitue un artifice de calcul destiné à tenir compte des dimensions 
finies des molécules que rencontre sur son chemin la molécule À. 
Nous utiliserons cet artifice de calcul au paragraphe suivant où 
nous introduirons la notion de section efficace. 

Les formules (86.1) et (86.2) ne sont pas exactes puisqu'elles 
se fondent sur l'hypothèse qu’une seule molécule est en mouvement, 
toutes les autres molécules étant immobiles. Maxwell développa un 
calcul rigoureux tenant compte de la distribution maxwellienne des 
vitesses des molécules et arriva aux résultats suivants: 


am V3 no = À £in0, | (86.3) 
4 0707 HS 
— V2ns ‘no Fe 
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Ces formules ne se distinguent des formules approchées (86.1} 
et (86.2) que par des facteurs numériques peu différents de l'unité. 
Or ces facteurs n’ont guère d'importance dans les calculs dont la 
précision est de même ordre. C’est le cas de la théorie des effets de 
transport — diffusion, frottement interne et conductibilité thermique, 
que nous exposons ci-après. La théorie exacte de ces effets étant 
très compliquée, on fait appel à des calculs approchés, souvent peu 
précis. Dans ces calculs on peui négliger des facteurs numériques 


tels que 2 et 1/2. Les formules simples (86.1) et (86.2) donnent 
des résultats corrects quant à l’ordre de grandeur et surtout expri- 
ment correctement la dépendance du nombre de collisions et de 
la longueur de libre parcours avec la concentration et la taille des 
molécules. 


3. Maxwell lui-même établit les formules (86.3) et (86.4) au prix de calculs 
fort laborieux. Or on peut les déduire des formules (86.1) et (86.2) à l’aide d’un 
raisonnement simple n'impliquant presque pas de calculs, et ce qui importe 
surtout, justifiant bien l'apparition du facteur V2. 

Lorsqu'on étudie les processus de collision des molécules, ce qui importe 
ce n’est pas la vitesse absolue de la molécule À considérée, mais sa vitesse par 
rapport à la molécule avec laquelle elle entre en collision. Considérons un groupe 
de molécules qui se meuvent par rapport à la molécule 4 avec une même vitesse 
relative v; rey. Soit n; le nombre de ces molécules dans l'unité de volume. Le 
nombre z; de chocs de la molécule À avec les molécules du groupe considéré 
dans l’unité de temps est donné par (86.1): z, = n;ov; rg. Le nombre total des 
chocs de la molécule À avec toutes les autres molécules s'obtient en formant 
la somme de cette expression étendue à tous les groupes de vitesses, donc à toutes 
les valeurs de l'indice i: 


2= 2: RO; rel- 
7 
En introduisant la vitesse relative moyenne 


_ { 
LV = — niv 
rel Pa > ibirel 


on obtient 
2 = ROVrel (86.5) 
nt par suite 
v A 
= — 86.6 
Urel 7 ( ! 


On a ramené le problème au calcul de la vitesse relative moyenne te, d'une 
molécule par rapport à toutes les autres molécules du gaz. 

&. Pour résoudre plus facilement ce dernier problème donnons une nouvelle 
interprétation de la loi de distribution des vitesses. Dans l'interprétation que 
nous en avons donné La loi de Maxwell donnait la distribution des vitesses de toutes 
les molécules de gaz à un même instant. Or on peut l’interpréter comme La loi 
de distribution des vitesses d'une seule et même molécule (là molécule À par exem- 
ple) à des instants différents. Nous ferons appel à l'interprétation suivante de 
cette loi. Soient w,, v,, ..., un les vitesses de la molécule À aussitôt après 
ses collisions successives, Si le nombre .N tend vers l'infini, les vitesses vérifient 
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la loi de distribution de Maxwell. Ce résultat découle de l’équivalence de toutes 
les molécules et du caractère chaotique du mouvement thermique. Lors des chocs 
la molécule À est soumise à l’action de forces chaotiquement variables F;, F,, … 
Ce sont ces forces qui font apparaître une distribution maxwellienne des vitesses 
de la molécule À aux instants considérés. On entend par v,, v,, . .., un des 
vitesses rapportées à un référentiel dans lequel le gaz est au repos. Introduisons 
maintenant Jes vitesses de la molécule À rapportées aux autres molécules, qu’elle 
possédait entre les chocs successifs. Notons v, re la vitesse qu'avait la molécule 
A après le premier choc par rapport à la molécule avec laquelle se produisit le 
choc, Ua re1 la vitesse relative de la molécule À rapportée à la vitesse de la molé- 
cule partenaire du second choc, et ainsi de suite. Nous savons que lorsqu'on étudie 
le mouvement relatif de deux particules on peut poser que l’une d’elles est im- 
mobile. Le mouvement relatif de la seconde particule (la molécule 4 par exem- 
pie) se laisse décrire formellement par l'équation de Newton, comme si le réfé- 
rentiel était fixe. Les forces F;, F,, .… restent les mêmes, mais la masse de la 
particule À doit être remplacée par la masse réduite. Si les molécules sont 

ae _ = 7, Ainsi 
: mu + Ma 2 
lorsqu'on considère un mouvement relatif, tout se passe comme si la masse de la 
molécule avait diminué de deux fois. Comme les forces F;, F,, … et les instants 
de leurs actions sont restés les mêmes, les accélérations relatives de la molécu- 
le À seront à ces instants deux fois plus grandes que les accélérations dans un 
référentiel fixe. {1 en résulte que La distribution des vitesses relatives des molécules 
doit être maxwellienne. Mais comme la masse effective de la molécule dans un 
mouvement relatif est deux fois plus petite que m, toutes les vitesses moyennes 
sont V2 fois plus grandes que les vitesses absolues correspondantes. En particu- 
ge V2 » et les formules (86.5) et (86.6) se ramènent aux formules (86.3) 
et .4). 

5. Considérons maintenant le cas plus important où les molécules entrant 

en collision sont d'espèces différentes. Une molécule de l'espèce 1 de masse m, 
et de rayon r, se meut dans un milieu constitué de molécules d'espèce 2 de mas- 
ses m2, de rayons r, et de concentration »:. Si les molécules de l’espèce 2 étaient 
immobiles, les formules (86.1) et (86.2) auraient été applicables à ce cas, à con- 
dition d'y remplacer z par z3, n par n3, v par v, et © par Cie = 7 rs + r2)2. 
La sphère de protection de la molécule 1 est une sphère concentrique de rayon 
d = r +r,. Tenons compte maintenant de la distribution des vitesses à l’aide 
des formules (86.5) et (86.6). Conformément aux considérations développées 
ci-dessus, la vitesse relative moyenne vre et la vitesse moyenne ,v de la molécule 
4 sont inversement proportionnelles à / u et à V/m, c’est-à-dire 


Fe — my x 4 Mi Ma 
Ÿ: Æ=v Je = 40 —_—_—_——— 
rel 1 ms 1 mx . 


En remarquant que miv? = mivé, cette formule se laisse écrire sous une forme 
plus symétrique 


identiques (m, = m, = m),la masse réduite est égale à 


ra Vr+%. (86.7) 


Le nombre moyen de chocs z,, entre la molécule 1 et les molécules 2 est égal par 
unité de temps à 


30 = 29019 Vo 0 (86.8) 
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La longueur de libre [parcours moyen de la molécule de l'espèce 4 est: 
M= a a (86.9) 


NeO12 VAT } Na012 Vi . 


Pour m, = m, on retrouve les formules (86.3) et (86.4). 


6. Considérons encore le cas d’un mélange de deux gaz différents. 
Notons r, et r, les rayons de leurs molécules, n, et , leurs concen- 
trations. Une molécule qui se déplace au sein de ce milieu gazeux 
peut entrer en collision aussi bien avec des molécules de son espèce 
qu'avec des molécules d’une espèce différente. On doit attacher 
à cette molécule deux sphères de protection correspondant aux deux 
espèces de molécules qu'elle peut trouver sur son chemin. On intro- 
duit ainsi quatre grandeurs: 


Ou=n(2rs) = Ant, Op =: =n (ritra)s [ox = x (2r2) = Ans. 


Par unité de temps, les nombres de collisions d’une molécule du 
premier gaz et d'une molécule du second gaz sont donnés respective- 
ment pir 


2 = (Ou + M0) Vas 2 = (MO + R2O22) Vas (86.10) 


(sans tenir compte de la loi de distribution des vitesses de Maxwell). 
Les longueurs de libre parcours moyen des molécules sont 
s # 1 
da —,, = © — |, 
1 OniOi Frans 7 1021 + a000 


(86.41) 


PROBLÈMES 


1. Soit un milieu gazeux constitué par des molécules de masses m1 et ma 
dont les concentrations sont respectivement 7, et nr. Etablir les formules des 
longueurs de libre parcours moyen des molécules de chaque gaz, tenant compte 
de Ja loi de distribution des vitesses de Maxwell. 


éponse. 
à = 4 
LP 
mOi V5 na012 V4 
? s (86.12) 
à 


QE ——— 
N10a1 V/ 1428 +m00 vi 


2. Pour faire le calcul approché de la longueur de libre parcours moyen 
d'une molécule, Clausius supposa que toutes'les molécules gazeuses se meuvent 
avec des vitesses de même module et dont les directions sont réparties dans l’es- 
pace LL façon isotrope. Etablir la formule de À. 

olution. Calculons la;vitesse moyenne des molécules rapportée à la 
vitesse de l’une d’elles (la molécule de droite par exemple). La vitesse relative 
d’une molécule dont la direction de mouvement fait un angle 8 avec la vitesse », 


22-01723 
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de la première molécule est donnée par l'expression 


Vre] = 2v sin AA 


2 


(fig. 76). Le nombre de molécules dont les vitesses font avec la direction de w 
des angles compris entre @ et ÿ + dû est donné par la formule (75.4). On en 


tire 
rer ELA 
Urel =? | sin D sin ÿ a+ D. 
0 
En appliquant la formule (86.6) on obtient 
dE, (86.43) 


3. Trouver l'expression donnant par unité de temps 
le nombre total moyen v de chocs se produisant entre les 
molécules dans l'unité de volume d’un gaz. - 

Fig. 76 Solution. Le nombre de collisions que subit 

&: une molécule donnée avec toutes les autres est donné par 

(86.5). Comme il s'agit de x molécules, on doit multi- 

plier la formule (86.5) par », puis diviser le résultat par deux, puis- 

-que chaque molécule figure dans le calcul deux fois, une fois comme active 
(projectile) et une autre fois comme passive (cible). On obtient ainsi 


1 
V2 
&. Soit un mélange de deux gaz dont les concentrations sont n, et n.. 
Trouver l'expression du nombre total moyen v,, de collisions entre les molécules 


du premier et du second gaz dans l'unité de volume et dans l'unité de temps. 
Réponse. 


en 4 = 
N—= = — ROUre] = 


== n?ove (86.14) 


Via — Na7201alre]l = V1 T2 NifaO1a01 = 


= 4 1 + Pa raOra02e (86.15) 


$ 87. La notion de section efficace 


1. L'aire de la section de la sphère de protection le long du grand 
cercle est appelée section efficace de la molécule; il serait plus exact 
de dire section efficace cinétique de diffusion d'une molécule par d'autres 
molécules. Si la diffusion se produit sur des molécules identiques, 
la section efficace est égale à o = nd?, où d est le diamètre de la 
molécule. Dans le cas où une molécule de rayon r; est diffusée par 
des molécules de rayon r;,, la section efficace est o = 633 = a (r1 + 
+ F2)? 

La notion de section efficace est largement utilisée dans l’étude 
de tous les phénomènes déterminés par la collision de particules. 
Lors d’un choc la particule peut modifier la direction de son mouve- 
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ment; on dit alors qu'elle subit une diffusion. La particule inci- 
dente peut être absorbée, ou peut provoquer la dissociation de la 
molécule ou l’ionisation de l'atome avec lesquels elle entre en 
collision, etc. On parle donc de section efficace de diffusion, d'absorp- 
tion, de dissociation, d’ionisation, etc. Dans tous ces cas, pour cal- 
culer le nombre moyen de collisions conduisant au résultat désiré, 
on peut continuer à s'imaginer que la particule considérée (parti- 
cule A) porte avec soi une « sphère de protection », les autres parti- 
cules avec lesquelles elle entre en collision étant ponctuelles. Si la 
particule À est seule à se déplacer, les autres particules étant immo- 
biles, on dit que la particule À est la particule d'épreuve, les particu- 
les immobiles sont dites de champ. Le nombre moyen de collisions 
entre la particule d'épreuve et les particules de champ est donné par 
la formule (86.1), où nr représente la concentration des particules 
de champ et v la vitesce de la particule d'épreuve par rapport aux 
particules de champ. La formule (86.1) doit être considérée comme 
la formule de définition de la notion de section efficace © du proces- 
sus considéré. 

Dans les études des collisions de particules nucléaires et élémen- 
taires on donne une interprétation différente de la formule (86.1) 
et.de la section efficace. Dans ces études c'est généralement la 
particule À qui est immobile, les autres particules bombardant cel- 
le-ci. Si les particules incidentes se meuvent suivant des trajectoires 
parallèles, elles constituent ce que l’on appelle un faisceau, la parti- 
cule À étant alors la cible bombardée par le faisceau. La quantité 

— nv est l'intensité du faisceau, i.e. le nombre de particules traver- 
sant par unité de temps l’aire unité normale à la direction de pro- 
pagation du faisceau. Dans ce cas la formule (86.14) doit s’écrire 

AN 

O = + = dE F (87.1) 
La quantité AN — z désigne le nombre moyen des particules éli- 
minées du faisceau par unité de temps du fait de leurs collisions 
avec la particule-cible 4. On peut donner la définition suivante 
de la section efficace d'un processus. On appelle section efficace © 
le rapport du nombre moyen des particules éliminées du faisceau par 
unité de temps du fait de collisions utiles (i.e. assurant la diffusion, 
l'absorption, l’ionisation, le piégeage, etc.), à l'intensité du faisceau. 

2. Fin général la section efficace de différents processus dépend 
fortement de la vitesse relative des particules entrant en collision. 
Considérons par exemple l'ionisation par choc des atomes. Si l’éner- 
gie cinétique £&ein du mouvement relatif des atomes entrant en 
collision est inférieure à l'énergie d’ionisation de l’atome, ce dernier 
ne peut être ionisé. La section efficace d’ionisation est alors égale 
à zéro. Lorsque &,., est égal ou supérieur à l'énergie d’ionisation, 
l'atome peut être ionisé. Ainsi la section efficace d’ionisation doit 


+ 
2: 
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dépendre de la vitesse relative v.., des atomes entrant en collision. 
Une forte dépendance de la section efficace avec we, se manifeste 
dans les processus tels que l’absorption des neutrons par les noyaux 
atomiques, la fission des noyaux atomiques lourds sous l’action 
des neutrons, les réactions chimiques et thermonucléaires, etc. Le 
calcul des sections efficaces pour ces différents processus se fonde 
sur les lois et les méthodes de la mécanique quantique. Dans ce 
chapitre il ne sera question que de la diffusion élastique des molécules 
et des atomes par d’autres molécules et atomes. Dans ce cas l’état 
interne des particules mises en jeu ne change pas. Comme la section 
transversale de ces processus ne dépend que fort peu de la vitesse 
relative des particules, on peut utiliser le modèle des billes rigides 
où la section droite © ne dépend pas du tout de la vitesse relative. 


3. En fait on observe”une légère diminution de la section de diffusion des 
molécules lorsque la vitesse relative augmente. Ce fait fut expliqué en 1893 


par Sutherland (1859-1912). I1 utilisait le modèle des billes rigides en tenant 
compte des forces d'attraction s’exerçant entre les molécules entre les chocs. 
Sous l’action de ces forces les molécules tendent à se rapprocher lorsqu'elles pas- 
sent à proximité les unes des autres, ce qui favorise certaines collisions qui sans 
cela ne se produiraient pas. La section efficace de diffusion © s’en trouve donc 
augmentée. 

Examinons l'aspect quantitatif de la question. Puisqu'il s'agit de mouve- 
ments relatifs, nous poserons que la molécule À est immobile et la molécule B 
mobile (fig. 77). Notons v, la vitesse relative de la molécule B à l'infini et b le 
paramètre de choc des molécules, i.e. la longueur de la perpendiculaire abaissée 
du centre de la molécule À sur la droite portant le vecteur v,. S'il n'existe aucune 
interaction entre les molécules et si b = d, ces molécules ne peuvent entrer en 
collision. Mais si des forces d attraction s'exercent entre les molécules, le choc 
entre les molécules peut se produire même si b > d (voir fig. 77, b). Si b désigne 
la valeur maximale du paramètre de choc pour lequel le choc est encore possible, 
la section efficace aura pour valeur o — né?. En l'absence des forces d’attraction, 
la section efficace est o, = nd2. Comme les forces en cause sont centrales, la loi 
des aires impose que vo — vd, où v est la vitesse de la molécule B à l'instant où 
elle se trouve à distance minimale de la molécule A. En élevant au carré on ob- 
tient ovÿ = o,1?. La valeur de v se déduit de l'équation de l'énergie 4/2 pu? = 
= 1/2 Hi -+ À, À représentant le travail des forces d'attraction centrales cor- 
respondant au déplacement de la molécule B de l’« infini » jusqu’au contact de 
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la molécule 4, u la masse réduite. Introduisons l'énergie cinétique du mouve- 
ment relatif: &rey = 1/2 uwÿ. On écrira alors Gere] = 00 (8re1 + À) ou 


A 
0=00l1 ) 
o( + Ere] e 

Cette formule s'applique de toute évidence aux cas où il n'y a qu'un seul 
couple de molécules À et À en interaction mutuelle. On ne peut appliquer cette 
formule aux molécules d un gaz que si les molécules interagissent deux à deux 
(interactions paires). Dans cette approximation on tient compte des forces d'at- 
traction s’exerçant entre deux molécules seulement très proches l’une de l’autre. 
L'action de toutes les autres molécules est négligée. On peut procéder ainsi dans 
le cas de gaz raréfiés lorsque les forces d'attraction moléculaires décroissent 
rapidement avec la distance. La probabilité de rencontre de trois ou-de plusieurs 
molécules est petite dans un gaz raréfié, de sorte qu'on n'a pas à tenir compte de 
cette éventualité. 

Pour un ge êre] peut prendre n'importe quelle valeur lorsqu'on passe d’une 
paire de molécules à une autre. Il est par suite justifié d'introduire une section 
efficace moyenne de la molécule en prenant la moyenne de 1/£re1 sur toutes les 
vitesses relatives. En conservant l’ancienne notation o pour la section efficace 
moyenne, on arrive à une formule de la forme 


0=0 (145) . (87.2) 


où S est une nouvelle constante dite constante de Sutherland qui a la dimension 
d’une température. La formule (87.2) est parfois appelée formule de Sutherland. 


4. Lorsque la section efficace o dépend essentiellement de la 
vitesse relative des particules entrant en collision, on écrira les 
formules (86.14) et (86.15) sous la forme 


V= + 2 (OVre1), (87.3) 


Via = Palo (OUre); (87.4) 


le calcul de la moyenne doit concerner tout le spectre des vitesses 
relatives des particules du gaz (ce peut être notamment une distribu- 
tion muaxwellienne des vitesses). Les formules (87.3) et (87.4) sont 
utilisées pour le calcul des vitesses des réactions chimiques et ther- 
monucléaires, car ici o dépend fortement de v.4. (Pour mettre 
à feu un mélange combustible, on doit le préchauïfer jusqu’à une 
certaine température minimale!) La formule (87.3) donne le nombre 
moyen de réactions se produisant dans l’unité de temps et dans 
l'unité de volume lorsque toutes les particules réagissantes sont 
identiques, tandis que la formule (87.4) s'applique lorsque la réac- 
tion s'effectue entre des particules différentes. Si chaque réaction 
libère une énergie E, la puissance énergétique par unité de volume 
du « réacteur » sera évidemment 


Pa VE. (87.5) 


ER 
du 
rs 
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PROBLÈME 


Montrer que dans un système du centre de masses la diffusion des billes 
résultant de chocs élastiques est à symétrie sphérique. 

Solution. Notons v, la vitesse de la 
première bille et v, celle de la deuxième (fig. 
78). Dans un système du centre de masses on 
doit avoir 


miV: + ma0o = 0. 


Lors du choc les billes échangent les com- 
posantes normales de leurs impulsions dont 
les composantes tangentielles restent inchan- 
gées. Il en résulte que dans un système du 
centre de masses les vitesses des billes ne 
varient pas en module mais modifient leurs 
directions d’un même angle Ô (angle de diffu- 
sion). Désignons par « l'angle que formaient 
à l'instant de la collision les vitesses ini- 
tiales des billes avec la ligne des centres. 
La figure 78 montre que 24 +8 = x, i.e. «= 


L 5 — 2. Le paramètre de choc b = d sin a — 
Fig. 78 ê . 
— dcos-.Si o= nd et do = 2x bdb est 


2 
l'aire de l'anneau de rayons b et b + db, on trouve aussitôt que do = 1/2 nd? X 
X sin &dô. La probabilité de diffusion à l'intérieur de l'angle solide dQ — 2x X 
X sin0dô est égale à 


do . d9 


6 An! 


donc proportionnelle à d@. Comme le coefficient de proportionnalité 1/4 n est 
indépendant de 8, la diffusion est à symétrie sphérique. 


$ 88. Distribution des longueurs de libre 
parcours des ‘molécules 


1. Supposons qu’un faisceau parallèle de molécules se propage 
à travers un gaz. Ce peut être un faisceau extérieur composé de 
molécules d’un gaz différent ou un faisceau composé de molécules 
du même gaz. On peut imaginer, par exemple, qu’à un certain instant 
toutes les molécules ayant une certaine direction de la vitesse soient 
marquées. Soit J, l'intensité du faisceau à l'instant où il traverse 
un plan AB normal au faisceau (fig. 79). Calculer j'intensité J 
du même faisceau à une distance x du plan AB. Considérons une 
couche de gaz infiniment mince d'épaisseur dx et'd’aire de section 
droite $ — 1. Cette couche contient un nombre de molécules égal 
à n$S dr = n dr. Selon la définition de la section efficace (87.1) 
le nombre moyen des particules éliminéés du faisceau à la suite des 
chocs avec une molécule de gaz est égal à Jo; si les collisions ont 
lieu avec rdr molécules, le faisceau perd un nombre de molécules 
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aN = Jon dx — _. dx. Après avoir traversé la couche dx l’inten- 
sité du faisceau diminuera de cette valeur, par conséquent 


J 
dJ = —+ ds. (88.1) 


En intégrant on obtient 
J = Jijel, (88.2) 


Du fait de la diffusion l'intensité du faisceau diminue selon.une loi 
exponentielle. C'est pour cette raison qu’on appelle coefficient de 
diffusion la quantité 1/À. Selon 
la formule (88.1) la EE 


dx/}\ définit la probabilité de dif- 
fusion sur le chemin dx et 1/X la 
probabilité de diffusion par unité 
de longueur. 

La formule (88.2) se laisse 
interpréter de la façon suivante. 
Si N, est le nombre de particules 4 

é l'ai RTL 


ayant traversé l'aire AB, le nom- 
bre de particules ayant parcouru 
le trajet x sans avoir subi 
de chocs est 

N= Ne". (88.3) 


Le nombre de particules ayant subi des chocs dans la couche (x, x + 


Fig. 79 


x 
+ dx) est | d4N | — + Noe * dx. Le trajet moyen parcouru par les 
particules sans subir de chocs est égal à 


= 1 1 F _# 
nr ne À dt — À. 


Comme on pouvait s’y attendre ce trajet coïncide avec la longueur 
de libre parcours À. 

2. La formule (88.3) s'applique aussi à un autre cas qui importe 
pour la théorie élémentaire des effets de transport. Imaginons qu’à 
un certain instant les vitesses de toutes les molécules de gaz se soient 
inversées en gardant leurs modules. Cette inversion n'affecte nulle- 
ment le caractère chaotique du mouvement des molécules gazeuses, 
Cependant chaque molécule reproduit exactement le mouvement 
antérieur mais en sens inverse. Cela conduit au résultat suivant. 
Supposons que l'aire AB ait été traversé par N, molécules allant 
normalement au plan AB. Marquons ces molécules. À une distance x 
du plan AB le nombre de molécules marquées est N = Ne-x/à, 
A mesure qu'on s'approche du plan AB ce nombre doit augmenter 
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du fait des collisions. Le nombre des molécules marquées ayant subi 
des collisions dans une couche comprise entre les plans x et x + dx 


est donné par la formule déjà connue | dN | — L Ne a dr = 


= N dr!}. 

3. Les formules (88.2) et (88.3) sont à la base d’une méthode de 
mesure directe de la longueur du libre parcours, suggérée et réalisée 
en 1921 par M. Born (1882-1970) et E. Borman. 

L'idée de cette méthod eest la sui- 


#4 "y vante. On produit par vaporisation un 
%s Ws faisceau d’atomes d'argent bien profilé à 

l'aide de diaphragmes. Sur le trajet du 
Te le faisceau on dispose quatre disques coa- 


xiaux distants de 1 cm et ayant des ori- 
! fices circulaires centrés sur l’axe du sys- 
tème (fig. 80). Les atomes d'argent pas- 


| sent au travers de ces orifices. On atta- 
> che à chaque disque un quadrant de 
verre dont le sommet se trouve sur l'axe 


du système (cf. fig. 80). Les quadrants 

Fig. 80 sont décalés de 90° les uns par rapport 

aux autres, de sorte que chaque qua- 

drant peut capter le quart du faisceau atomique. Tout ce système 

est disposé à l’intérieur d’un tube de quartz où on peut faire 

un vide plus ou moins poussé que l'on mesure à l'aide d’un 

manomètre. Les disques sont refroidis par de l’azote liquide. Les 

atomes d'argent issus de la source étaient partiellement diffusés 

par des molécules d'air puis condensés sur les quadrants intercep- 

tant le faisceau. Notons W,, N,, Na, N, les nombres d'atomes d'argent 

qui se sont condensés sur les quadrants. D'après la formule (88.3) 
on doit avoir 

M EL 


On peut écrire des relations analogues pour chaque paire de qua- 
drants. On peut déterminer le rapport N./N, par mesure du degré 
de noircissement des quadrants de verre par un procédé photométri- 
que. Connaissant la distance (x; — zx,) entre les disques, on calcule 
alors la longueur de libre parcours moyen À. Les valeurs de À ainsi 
déterminées sont en accord satisfaisant avec les données obtenues 
par les autres méthodes, que nous décrivons ci-après. On a réussi 
à montrer que la valeur de À est inversement proportionnelle à la 
pression P de l'air dans le tube, conformément à la formule (86.2). 

4. Les expériences de Born et Borman permettent de déterminer 
la section efficace de diffusion des atomes d'argent sur les molécules 
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d'air. Lorsque le faisceau et le gaz où celui-ci se propage sont consti- 
tués de molécules de même espèce, la longueur de libre parcours moyen 
À caractérise le gaz lui-même. Connaissant À on peut calculer par 
la formule (86.3) la section efficace o puis en déduire le diamètre: 
cinétique de la molécule par la formule o = nd?. C’est par ce procédé 
que Loschmidt (1821-1895) réussit à déterminer pour la première 
fois les dimensions géométriques des molécules. 

La plupart des données sur les longueurs de libre parcours avaient 
été obtenues par des méthodes indirectes, fondées sur l'étude des 
effets dits de transport: le frottement interne, la conductibilité- 
thermique et la diffusion. Nous avons exposé l'aspect phénoménolo- 
gique du frottement interne dans le tome Ï dans les chapitres con- 
sacrés à la mécanique des fluides, et celui de la conductibilité thermi- 
que au chapitre IV du présent volume. Nous décrirons ces effets. 
ainsi que l'effet de diffusion dans les paragraphes qui suivent en 
nous plaçant au point de vue de la‘théorie cinétique et moléculaire. 
La théorie cinétique rigoureuse de ces phénomènes est très compliquée: 
et se ramène à trouver des solutions approchées de l'équation cinétique: 
de Boltzmann. C'est l'équation fondamentale de la théorie cinétique 
des gaz qui, en principe, permet de trouver la fonction de distribu- 
tion spatiale et temporelle des molécules de gaz non seulement à l’état 
d'équilibre, mais aussi dans le cas où le gaz est le siège de différents 
processus. Néanmoins nous n'’utiliserons pas l’équation cinétique 
-de Boltzmann. Pour l’étude du frottement interne et de la conducti- 
bilité thermique dans les gaz nous utiliserons une méthode fondée: 
sur la notion de libre parcours moyen. Cette méthode n’est pas tou- 
jours bien adaptée à l'étude des processus de diffusion, aussi ferons- 
nous l'exposé de la théorie de la diffusion en nous fondant sur la 
relation d'Einstein (91.3). A l’aide de théories simplifiées on arrive: 
à cerner les principaux aspects des effets de transport, quoique les 
valeurs des coefficients numériques figurant dans les formules ne- 
soient pas. tout à fait exactes. 


$ 89. Frottement interne et conductibilité 
thermique des gaz 


1. Pour mettre en évidence l'effet de frottement interne dans les: 
gaz on fait appel à l'expérience suivante. Entre deux plaques paral- 
lèles AB et CD se trouve de l’air ou un autre gaz (fig. 81, a). Lorsqu'on. 
met en mouvement la plaque CD, il apparaît une. force agissant 
sur la plaque AB et orientée dans le sens du mouvement. Cette: 
force est la force de frotiement interne. Notons qu’on ne peut parler 
de frottement interne que si la distance entre les plaques 4B et CD 
est très grande par rapport à la longueur de libre parcours moyen 
des molécules du gaz. On peut alors ne plus tenir compte des plaques 
et parler de forces se manifestant au sein même du gaz. Imaginons 
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que le gaz se présente comme un milieu illimité et s’écoulant dans 
un plan horizontal par couches planes-parallèles. La vitesse u de 
<e mouvement macroscopique varie suivant la normale aux couches 
que nous confondrons avec l'axe X (fig. 81, b). Cela revient à poser 
4 = u (x). Divisons en pensée le gaz en deux parties égales par le 


X 
u{x) 
C D 
———— u —— 
— 
f A 
— > 
À B dé 
a) b) 


Fig. 81 


plan AB parallèle aux couches d’écoulement. Posons pour fixer 
les idées que la vitesse w (x) croît avec x. La partie supérieure du gaz 
Æexercera alors sur la partie inférieure une force dirigée à droite tandis 
que la partie inférieure du gaz exercera sur la partie supérieure une 
force dirigée à gauche. Ge sont là les forces de frottement interne. 

Du point de vue moléculaire on explique l’origine des forces 
de frottement interne de la façon suivante. Si le gaz était au repos, 
toutes les directions des vitesses de ses molécules seraient équipro- 
bables. La vitesse moyenne et la quantité de mouvement moyenne 
de chaque molécule seraient nulles. Lorsque le gaz exécute un mou- 
vement ordonné, la vitesse moyenne d'une molécule n'est plus nulle, 
mais égale à u — u (x). À cette vitesse est liée la quantité de mou- 
vement g = mu que possède la molécule en question. Nous con- 
viendrons de dire qu'il s’agit d’une quantité de mouvement ordonné. 
Les molécules se trouvant au-dessus du plan AB possèdent une 
quantité de mouvement ordonné plus grande que celles qui se trou- 
vent au-dessous de ce plan. Lorsque les molécules passent de la 
région supérieure dans la région inférieure, elles cèdent une partie 
de leur quantité de mouvement ordonné aux molécules avec lesquel- 
les elles entrent en collision dans cette dernière région. Ce transfert 
de quantité de mouvement a pour résultat d'exercer sur le gaz se 
trouvant au-dessous du plan AB une force dirigée dans le sens de la 
vitesse u. De même les molécules moins rapides passant de bas en 
haut lors de leurs collisions enlèvent aux molécules plus rapides si- 
tuées au-dessus du plan AB une partie de leur quantité de mouve- 
ment ordonné. Le gaz de la partie supérieure est soumis ainsi à une 
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force de freinage dirigée à l'encontre de la vitesse u. Ces forces sont 
les forces de frottement interne. 

Pour mieux montrer l'origine du frottement interne l'analogie 
suivante peut être utile. Deux wagons plates-formes se meuvent 
sur des voies parallèles avec des vitesses légèrement différentes. 
Des ouvriers se trouvant sur ces plates-formes assurent le trans- 
bordement de sacs de sable dans les 
deux sens. Il est clair que la plate- 
forme la plus rapide s’en trouvera 
ralentie et le mouvement de l’autre 
en sera accéléré. 

2. Passons à l'étude quantitative 
du frottement interne. Pour mieux 
saisir le fond du problème, nous com- 
mencerons par un calcul très simplifié. 
Posons que les vitesses thermiques de 
toutes les molécules sont toutes éga- 
les à v. D'autre part, nous suppose- 
vons que le mouvement thermique est Fig. 82 
tel que toutes les molécules forment six 
écoulements identiques parallèles aux axes de coordonnées. Cela 
signifie que la sixième partie de toutes les molécules se déplacera 
suivant la verticale descendante; un sixième se déplacera suivant 
la verticale ascendante. Ce sont seulement les molécules de ces deux 
écoulements qui assurent le transfert de la quantité de mouvement. 
Les molécules des quatre autres écoulements qui se meuvent parallè- 
lement au plan 4B affectent la longueur de libre parcours moyen À 
mais n’exercent aucune influence directe sur le transfert de la quan- 
tité de mouvement. Au mouvement thermique suivant les verticales 
ascendante et descendante vient se superposer le mouvement ordonné 
de la masse gazeuse de gauche à droite; la vitesse w de ce mouve- 
ment est une fonction univoque de la position des molécules, plus 
exactement de leurs coordonnées x. Nous supposerons que les varia- 
tions de la vitesse ordonnée w sur une longueur de libre parcours 
sont très petites par rapport à la vitesse thermique v. On peut alors 
choisir un référentiel dans lequel la vitesse ordonnée u sera très 
petite vis-à-vis de v dans la partie considérée du gaz. Nous rapporte- 
rons dorénavant le mouvement à un tel référentiel. 

Délimitons sur le plan AB une aire unité S (fig. 82) et plaçons 
l'origine des coordonnées dans ce même plan. Calculons la quantité 
de mouvement que transportent par seconde les molécules de gaz 
à travers l'aire S. Le nombre de molécules traversant S de haut 
en bas par unité de temps est donné ‘par la formule (75.1), soit 


No SE: 1/6 AR 
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Désignons par N le nombre de molécules ayant parcouru un chemin x 
précédant la surface $ sans subir de collisions. Ce nombre NW est. 
donné par la formule (88.3). On en déduit que le nombre de molécu- 
les ayant subi leurs derniers chocs dans la couche comprise entre x 
et x + dx est égal à 


1 — n _-+ 
dN=- Ne kdr=e À dx. 


Lors des chocs subis par les molécules dans cette couche chaque 
molécule acquiert une quantité de mouvement g (x); ne subissant 
ensuite aucune collision, les molécules transportent cette quantité 
de mouvement à travers la surface S. La quantité de mouvement 
que transportent: N, molécules par unité de temps en traversant 
la surface S est donnée par l'intégrale 


= {8 @) a 


Puisque la vitesse u ne varie que fort peu sur une longueur de libre 
parcours, on peut développer la fonction g (x) suivant les puissances 
de x et arrêter ce développement au terme linéaire: g (x) = go + 


Lx (SE ) R Dans cette approximation 


ALES EAP 
0 


ta 
Après intégration. on trouve 
1 1 d 
Gr=r nv80+ + nvh LE. (89.1} 


En remarquant que cette expression se laisse écrire sous la forme 
G4 = 1/6 nvg (À), on voit que pour calculer G+: on peut raisonner 
comme si toutes les molécules allant vers la surface S subissaient leurs 
dernières collisions à une distance À de la surface S et poursuivaient 
ensuite leur chemin librement. On utilisera cette proposition pour 
simplifier l'étude d’autres effets de transport en notant cependant 
que la concentration n peut varier dans l’espace. Mais cette varia- 
tion spatiale de n n’invalide nullement la formule (89.1) puisqu'il 
ressort de notre démonstration que nr y représente la concentration 
de particules sur la surface S, aussi bien dans le cas où la quantité g 
est transportée par un faisceau ascendant que dans celui d’un faisceau 
descendant. Ce serait commettre une erreur grossière que d'affirmer 
que la concentration n se rapporte à une distance +À de la surface S, 
là où les molécules subissent leurs « dernières collisions ». Un tel 
raisonnement ne concerne que la grandeur transportée g (et non la 
concentration n). 


$ 80] FROTTEMENT INTERNE ET CONDUCTIBILITE THERMIQUE 349 


Par analogie avec (89.1) on peut affirmer que les molécules 
ascendantes transportent dans ce sens une quantité de mouvement 


G_= np + nvÀ _. (89.1a) 


La quantité de mouvement totale transportée par seconde à travers 
l'aire S dans le sens des X positifs (de bas en haut) s'obtient en 
retranchant (89.1) de (89.1a): 


= de _ __ 1 LL 
G=—- nee 7 nv (89.2) 


Ce transport de la quantité de mouvement se traduit par l'apparition 
le long du plan AB d’une contrainte tangentielle visqueuse 


du 


Tay rs (89.3) 
avec 
n = 1/3 nmvi. (89.4) 


Nous avons retrouvé la loi de Newton du frottement interne (89.3) 
et de plus nous avons obtenu une formule pour le coefficient de frotte- 
ment interne n 

3. Or tout tenseur de contraintes doit être symétrique sinon la 
loi de la conservation du moment cinétique serait en défaut (cf. t. I, 
$ 74). Il en résulte que les contraintes vis- 
queuses doivent s'exercer non seulement le X 
long des plans d'écoulement du gaz, mais 
également dans des plans qui leurs sont 
normaux. Il importe demettre en évidence 
l’origine de ces contraintes et de s'assurer A E 
qu'elles vérifient la condition de symétrie. "7" 1 FA du 4 
Txy — Tyx. Considérons unélément desur- 
face dS infiniment petit, normal à la direc- 
tion d'écoulement du gaz (fig. 83). On sup- 
pose ainsi que l'écoulement est toujours pa- 
rallèle à l’axe Y et par suite on ne considé- 
rera que les groupes de molécules dont les 
vitesses thermiques sont parallèles à l'axe 
X. Du fait de l'existence d'un écoulement Fig. 83 
moléculaire, les molécules possèdent une 
composante latérale de la vitesse w (x) et c'est pour cette raison 
qu'existe un flux de molécules traversant la surface dS. Considérons 
un faisceau de molécules dirigées suivant la verticale descendante. 
Conformément aux considérations développées plus haut, on peut 
raisonner comme si toutes les molécules du faisceau avaient subi 
leurs dernières collisions à une distance À de la surface dS (mesurée 
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le long de l’axe X). Le nombre de molécules traversant la surface 
dS par unité de temps est égal à 1/6 nu (À) dS ; elles transportent 
vers le bas une quantité de mouvement dG; = 1/6 munu (à) 4S. 
Le flux de molécules dirigé de bas en haut ne contient que 1/6 nu X 
X (—À) dS molécules et transporte vers le haut une quantité 
de mouvement dG_ — 1/6 munu (—àÀ) dS. La différence de ces deux 


flux dG = dG_ — dG} = —1/3 mn 1% représente le flux total 


de la quantité de mouvement transporté vers le haut par unité de 
temps à travers la surface dS. Cette quantité de mouvement résul- 
tante détermine l'apparition d’une contrainte tangentielle t,, — 


= + mn © agissant dans les plans orthogonaux à la direction. 


d'écoulement du gaz. Nous avons précisé ainsi l'origine des contrain- 
tes tangentielles « transversales » et nous avons démontré que 
By Tes 


4. 11 serait possible de raffiner nos raisonnements et ne plus recourir à l’arti- 
fice consistant à subdiviser toutes les molécules en six flux mutuellement ortho- 
gonaux. Supposons pour commencer que les vitesses des molécules sont égales. 

en module et que la distribution spatiale de leurs direc- 

X # tions est isotrope. Calculons la contrainte tangentielle 

Ve Try agissant dans les plans parallèles aux couches d'écou- 

# lement du gaz. Le calcul des contraintes tangentielles 

Ÿ # Tyx agissant dans des plans perpendiculaires à l'écou- 

F7, lement se fait de manière analogue. Le nombre des mo- 

di lécules contenues dans l'unité de volume et dont les vi- 

S tesses font avec la normale à la surface S des angles com- 

| pris entre ® et à + 48 (fig. 84) est donné par (75.4); il est 

Fig. 84 égal à 1/2 n sin Ô dô. Pour calculer la quantité de mou- 

vement que transportent ces molécules on peut raisonner 

comme si elles avaient subi leurs dernières collisions à une distance de la sur- 

face S égale à À si la distance est mesurée le long de la trajectoire de la mo- 

lécule ou à À cos Ÿ si la distance est mesurée le long de l'axe X. Ces molécules 
transportent de haut en bas la quantité de mouvement 

——- cos? Ô sin Üd6. 


: LR 
dG, = FT sin OdËg (À cos Ë) cos = &o sin ® cos ÊdË + D 


La quantité de mouvement totale transportée de haut en bas s'obtient en inté- 
grant l'expression ci-dessus par rapport à © entre ÿ — 0 et @ — 1/2. Elle est 
les Gregor NOR 0E 
8 += 4 £o 6 dx°' | 

On calcule de la même manière la quantité de mouvement G_ transportée 
de bas en haut. Le flux résultant de la quantité de mouvement G — G_. — G}; = 
ME 

3 dx’ E 
calcul simple donné plus haut; pour n on retrouve l'expression (89.4). 

Il est maintenant facile de tenir compte de la dispersion des vitesses. I} 
suffit de calculer la moyenne du produit và sur toutes les valeurs de la vitesse, ce 
qui revient à remplacer (89.4) par la formule 


nv\ dg 


on a retrouvé ainsi la même expression que celle que donne le 


n = 1/3 nm(vh). (89.5) 
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Si on néglige la dépendance de la section droite © avec la vitesse, il suffit de pren- 
dre la moyenne de v, i.e. 2 
n = 1/3 nmiv. (89.6) 


5. Le même mode de raisonnement s'applique à l'étude de la 
conductibilité thermique. Dans ce cas il s’agit d’un transport d'énergie. 
Dans la gamme des températures où s'applique la théorie classique 
des capacités calorifiques, l'énergie d’une molécule est proportion- 
nelle à la température: £ = mc,T, où c, est la chaleur massique 
du gaz à volume constant. Supposons que le gaz se trouve entre 
deux plans infinis conducteurs de la chaleur et perpendiculaires 
à l’axe X. Les températures 7, et T, de ces plans sont maintenues 
constantes. Le transfert de chaleur qui en résulte s'effectue exacte- 
-ment de la même manière que se produirait dans une situation analo- 
gue un transfert de quantité de mouvement. Pour calculer le flux 
de chaleur g on peut utiliser la formule (89.2) en y remplaçant 
l'impulsion g par l'énergie e = mc,T, ce qui conduit au résultat 
suivant : 

aT 


À _ 
Q= — 7 AMV re 
En comparant cette formule à la formule (52.3) on en tire l’expres- 
sion du coefficient de conductibilité thermique du gaz 


x = 1/3 nmvc.A. (89.7) 


On doit remarquer que si l’échauffement d’un gaz au repos n’est 
pas uniforme, la concentration ne peut être partout la même. Pour 
éviter l'apparition de mouvements macroscopiques la pression P 
doit être la même en tout point du gaz, ce qui implique que le pro- 
duit nT doit avoir partout la même valeur. Dans un gaz dont l’échauf- 
fement n’est pas uniforme, la constance du produit nT exige que # 
varie d’un point à l’autre. Or nous avons noté ci-dessus au point 2: 
que cette circonstance n'’invalide nullement la formule (89.2). 


6. En comparant les formules (89.6) et (89.7) on en tire une relation inté- 
ressante : 


LA 
— =, 89.8 R 
ñn 0 ( } 
L'expérience corrobore cette relation mais sous une forme plus générale 
R 
y = (89.9 


où À est un facteur numérique peu différent de l’unité et dont la valeur dépend 
de la nature du gaz et varie faiblement avec la température. On indique dans 
le tableau 9 les valeurs du facteur À pour plusieurs gaz à 0 °C. La théorie étant 
approchée, l’écart entre celle-ci et l'expérience ne doit pas étonner. D’après la 
théorie exacte mais très compliquée de Chapman, À >> 5/2 pour toutes les molé- 
cules à symétrie sphérique dénuées de rotation. Les calculs numériques fondés 
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Tableau 9 
Gaz A | Gaz A 
Hélium 2,51 | Chlore 1,79 
Néon 2,47 | Oxyde de carbone | 1,91 
Argon 2,53 | Oxyde d'azote 1,86 
Krypton 2,54 | Bioxyde de carbone | 1,67 
Xénon 2,57 | Oxyde azoteux 1,74 
Hydrogène 2,02 | Ammoniac 1,41 
Azote 1,97 | Méthane 1,73 
Oxygène 1,91 | Ethène 1,44 


sur des modèles de molécules {per exemple billes rigides) ont montré que À 
west que légèrement supérieur à 5/2. Les valeurs expérimentales de À pour les 
gaz rares sont conformes aux calculs. 

Nous avons montré au $ 69 consacré à la théorie des capacités calorifiques 
-que les mouvements thermiques rotatoires des molécules cessent lorsque la tem- 
pérature du gaz devient sensiblement inférieure à la fempérature caractéristique 
.des mouvements rotatoires. Le gaz se comporte alors comme un gaz monoatomique. 
‘On peut donc s'attendre à ce qu'aux basses températures le facteur À de tous 
les gaz tende vers la valeur limite 5/2 caractéristique des gaz monoatomiques. 
-Cette proposition fut confirmée par Eucken (1884-1950) pour l'hydrogène. Il 
trouva qu'à 7 = 81 K, À = 2,25 et à T = 21 K, À = 2,37, tandis qu à 0 °C 
A = 2,02. (Rappelons que la température caractéristique rotatoire pour l'hy- 
«drogène est T, — 175 K.) 


7. En introduisant la densité du gaz p = nm, on peut récrire 
les formules (89.6) et (89.7) sous la forme 


n=1/3p%, x = 1/3 puac.. (89.10) 


Comme À varie en raison inverse de p, on en déduit que le coefficient 
de frottement interne et le coefficient de conductibilité thermique sont 
indépendants de la densité du gaz. Maxwell fut le premier à établir 
ce résultat qui lui parut paradoxal. Les études expérimentales de 
Maxwell et d'autres physiciens confirmèrent ce résultat. 

Le fait que les coefficients de frottement interne et de conducti- 
bilité thermique soient indépendants de la densité du gaz s'inter- 
prète simplement. Si la densité du gaz est grande, un grand nombre 
de molécules participent au transfert de l'impulsion et de l’énergie, 
mais ce transfert s'effectue entre deux chocs successifs par petites 
portions et à de petites distances. Par contre, si la densité du gaz est 
petite, le transfert est assuré par un nombre moindre de molécules. 
Cette diminution du nombre de molécules est cependant compensée 
par ce que les molécules transportent maintenant des impulsions et 
-des énergies par portions plus grandes et à des distances plus grandes. 
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8. Cette conclusion reste valable tant que la densité p du gaz 
n'est pas trop petite. Supposons qu'il s'agisse toujours du transfert 
de l'impulsion ou de la chaleur entre deux plaques parallèles. Les 
coefficients n et « ne restent indépendants de la densité p du gaz que 
tant que la distance d entre les plaques est grande vis-à-vis de la longueur 
de libre parcours À des molécules. Dans le cas où À © d les chocs entre 
molécules cessent de participer aux effets de transfert et ceux-ci 
pe sont plus déterminés que par les chocs des molécules contre les 
parois du récipient contenant le gaz. Une molécule entrant en colli- 
sion avec une paroi chaude acquiert de l'énergie cinétique et la 
transporce vers une paroi froide sans subir de chocs sur son trajet. 
Il en va de même pour le transfert de l'impulsion. Il est évident 
que dans ces conditions le transfert de la chaleur ou de l'impulsion 
sera d'autant plus lent que le gaz sera plus raréfié. Formellement 
ce transfert est encore donné par les formules (89.3) et (52.3), mais n 
et x ne sont plus à proprement parler les coefficients de frottement 
interne et de conductibilité thermique, puisqu'ils dépendent mainte- 
nant aussi bien des propriétés du gaz que de la distance entre les 
plaques. On peut estimer leurs valeurs à l’aide des formules (89.6) 
et (89.7) en remplaçant À par la distance d entre les plaques. Ainsi 
les coefficients de frottement interne et de conductibilité thermique ne 
sont indépendants de la densité du gaz que tant que la longueur de libre 
parcours À est petite par rapport à une dimension caractéristique d du 
récipient (par exemple distance entre parois parallèles). Lorsque À 
et d sont comparables, toute diminution de la densité du gaz s’accom- 
pagne d’une diminution des coefficients n et x. À partir d’une certaine 
valeur de la densité la diminution de n et x devient linéaire — ces 
coefficients sont alors proportionnels à la densité p. C’est ce principe 
qui est utilisé dans les vases de Dewar (cf. $ 1). Tant que la distan- 
ce d entre les parois doubles du vase de Dewar est grande vis-à-vis 
de à, l'évacuation de l’air compris entre les parois n’améliore nul- 
lement les propriétés thermiques du vase. L'évacuation ne rend 


le système effectif que lorsqu'on va au-delà de la région intermédiaire 
où À — d. 


9. La loi de Maxwell sur l’indépendance des coefficients de frottement in- 
terne et de la conductibilité thermique avec la densité cesse d'être vérifiée 
lorsque la densité du gaz devient tellement grande que l’on ne peut plus consi- 
dérer que les dimensions des molécules sont très petites vis-à-vis de la longueur 
de libre parcours. L'expérience montre que l'augmentation de la densité des gaz 
s'accompagne d’une augmentation de leurs coefficients de viscosité qui est sur- 
tout notable aux basses températures. Dans le cas de vapeurs proches de la con- 
densation, ces effets peuvent être encore renforcés par les associations de molé- 
cules. Pour la majorité des gaz ayant les densités ordinaires, la variation de n 
avec la densité est de l’ordre des erreurs de mesure. La faible dépendance avec 
la densité peut s'expliquer par l'action des forces moléculaires dont la théorie 
des effets de transport ne tient aucun compte. 

10. En conclusion disons quelques mots sur la variation des coefficients de 
transport n et x avec la température. Portons l’expression de À (86.2) dans les 


21-0174 
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formules (89.6) et (89.7). On obtient 
v. (89.14) 


Si on pose que © ne dépend pas de la température, les coefficients n et x seront 
proportionnels à v, donc à Y 7. Enréalité ils augmentent plus rapidement avec 
la température. Il en découle que la section efficace o diminue avec l'accroisse- 
ment de la température. Ce résultat peut être attribué à l’action des forces molé- 
culaires. Si on utilise, par exemple, la formule de Sutherland (87.2) on obtient 
pour la viscosité 


AVT 
n= VE ; (89.12) 


où À est une constante. Pour certains gaz cette formule traduit correctement la 
variation thermique de n dans un large intervalle de température. C'est ce que 
l'on observe, par exemple, pour N, entre —76 °C et 250 °C, et pour CO, entre 
—21 °C et 302 °C. Pour ces gaz entre les températures indiquées les constantes 
de Sutherland sont égales à 103 K (pour N.) et à 240 K (pour CO,). Aux basses 
températures la formule (89.12) donne des valeurs trop petites pour n quel que 
soit le gaz ; elle s'applique mal à l'hydrogène et à l’hélium. Ainsi pour l'hélium 
les valeurs qu’il faut attribuer à S pour faire coïncider la formule (89.12) avec 
les données expérimentales croissent de 80 à la température ordiuaire jusqu'à 
200 pour des températures proches de 800 °C. 


PROBLÈMES 


1. Déterminer le débit-masse Q d’un gaz en écoulement permanent isotherme 
à la Poiseuille le long d’un tube rectiligne de longueur Z et de section droite S 
constante. 

Solution. Considérons un élément infinitésimal du tube de longueur dx. 
Le long de cet élément on peut considérer le gaz comme incompressible et ap- 
pliquer la formule de Poiseuille (1799-1869) 


pss dP 

n dx? 

où C est une constante qui pour un tube de section droite circulaire vaut € — 
= 1/(8n) (cf. t. I, $ 97). A l’aide de l’équation de Clapeyron éliminons p: 


cts par 
RENTE UT 
En écoulement permanent le débit Q est le même en tout point du tube. La vis- 
cosité n ne dépend que de 7 et reste constante pour un écoulement isotherme. 
On obtient donc par intégration 
_oebS?_ Pi—Pi 
Q=C ART 1 (89.13) 
2. Déterminer la distribution stationnaire des températures dans une couche 
plane-parallèle d’un gaz, sur les frontières de laquelle on maintient des tempé- 
ratures constantes. Poser que x V7. Refaire le calcul pour des couches de gaz 
de formes sphérique et cylindrique (cf. $ 53). 
Réponse. Dans les formules du $ 53 on fera les substitutions T — 75/2, 
Ti TU, Ty TU, 


o=—C 
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$ 90. Autodiffusion dans les gaz 


1. Considérons un tube fermé horizontal, divisé en deux compar- 
timents par une paroi. L’un des compartiments contient le gaz 1 et 
l'autre le gaz 2; la pression et la température des deux gaz sont 
les mêmes. Si on supprime la paroi les gaz commenceront à se mélan- 
ger. La cause en est le mouvement thermique des molécules. Au bout 
d’un certain temps les concentrations des deux constituants du 
mélange se trouvant dans les deux compartiments deviendront 
égales. La pénétration des molécules d’une espèce dans un milieu 
formé de molécules d’une espèce différente s'appelle interdiffusion 
des gaz. On peut aussi observer la diffusion lorsque le tube se trouve 
en position verticale, à condition que dans sa partie supérieure se 
trouve le gaz plus léger et en bas le gaz plus lourd. 

Si les compartiments contiennent le même gaz, il se produit 
aussi un processus de diffusion qui porte alors le nom d’autodiffusion. 
Aucun effet macroscopique ne permet de déceler l’autodiffusion 
puisque les molécules sont identiques. Aussi doit-on « marquer » 
ure partie des molécules du gaz étudié. En pratique on réalise ce 
marquage en prenant un mélange de deux isotopes d’un même gaz, 
dont l’un est radioactif. On peut aussi utiliser deux gaz différents 
(par exemple CO et N,) dont les molécules ont même masse et des 
dimensions pratiquement égales. 

2. Supposons que la concentration », des molécules « marquées » 
et la concentration nr, des molécules « non marquées » varient le 
long de l’axe du tube. Faisons coïncider l’axe du tube avec l'axe 
de coordonnées X. Si la concentration totale des molécules n — 
= n, (x) + n4 (x) et la température du gaz restent constantes, la 
pression sera partout la même. Aucun mouvement macroscopique 
ne pourra donc apparaître et les molécules ne pourront se mélanger 
que par diffusion. Les molécules des gaz À et 2 diffuseront en sens 
opposés, allant des régions de plus grande concentration vers les 
régions où la concentration est plus petite. Pour donner une descrip- 
tion quantitative du phénomène, introduisons la notion de flux de 
diffusion. On appelle flux de diffusion T la quantité de molécules 
d'une espèce donnée traversant par diffusion, par unité de temps, une 
surface d'aire unité normale au gradient de concentration. L'objet de 
la théorie de la diffusion se ramène au caleul des flux de diffusion. 

Pour calculer les flux l, et l, des deux gaz lors de l’autodiffu- 
sion, on utilisera la formule (89.2). Le rôle de la « grandeur trans- 
portée » g est assumé dans notre cas par les concentrations relatives 
des deux gaz c, = n./n et c, = n,/n. En les portant dans (89.2) 
on trouve que le flux de diffusion du gaz 1 est donné par 


dr: 
_dz © 
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Le flux de diffusion du gaz 2 est donné par une formule analogue. 
On a ainsi 


Ti=-DnŸ, LV, —Dn (20:1) 


Comme la concentration totale n = n,+n, reste constante, 
on peut écrire les formules (90.1) sous la forme 


=D, 1,=-Di. (90.2) 


Cependant, si la concentration nr n'est pas constante et varie dans 
l’espace pour une raison quelconque (par exemple sous l'action d'un 
champ de forces ou d’un gradient de température), les formules (90.2) 
cessent d'être valables et on doit utiliser les formules (90.1) qui 
sont plus générales. 

De la constance de la concentration totale n = n, + n, découle 


e + Te = = ( et par suite T, — —T,. Les flux de diffusion 


us de ps sont égaux en grandeur mais de sens contraires. 

D'après la formule (90.1) le flux de diffusion est proportionnel 
au gradient de concentration. C’est la loi de Fick. La quantité D 
est le coefficient de diffusion. S'il s'agit de l’autodiffusion, D s’expri- 
me par 


D = 1/3 à. (90.3) 


8. La loi de Fick reste également valable dans le cas de l’inter- 
diffusion de gaz différents, mais La formule (90.3) ne l’est générale- 
ment pas. On ne peut l'utiliser que lorsque la concentration du gaz 
considéré est petite par rapport à celle de l’autre gaz. Si cette condi- 
tion est remplie, la longueur de libre parcours moyen À des molécu- 
les du gaz considéré n’est déterminée que par leurs collisions avec 
les molécules de l’autre gaz. Comme la concentration relative du 
premier gaz est petite, les chocs entre ses molécules n’exercent 
pratiquement aucune influence. On reirouve une situation analogue 
dans le cas de la diffusion des neutrons dans le graphite. Cet effet 
est mis à profit pour freiner les neutrons dans les réacteurs nucléaires. 
Comme la concentration des neutrons est petite, ceux-ci se compor- 
tent comme les molécules d’un gaz parfait entrant de temps en temps 
en collision avec les noyaux des atomes de graphite. La formule 
(90.3) décrit correctement la diffusion des neutrons. La longueur 
de libre parcours des neutrons dans le wraphite est de l’ordre du 
centimètre. 

Lorsque les concentrations des deux gaz d’un mélange sont 
comparables, la mise en œuvre de la théorie de l’interdiffusion 
fondée sur la notion de libre parcours des molécules nécessite l'utili- 
sation de deux longueurs de libre parcours moyen; l’une pour les 


4 91] COEFFICIENT DE DIFFUSION ET MOBILITÉ DES PARTICULES 357 


molécules du premier gaz et l’autre pour celles du second gaz. Ces 
longueurs de libre parcours sont les caractéristiques d’un mélange 
de gaz considéré. La théorie devient assez compliquée et ses résultats 
cadrent mal avec l'expérience. Les théories n’utilisant pas la notion 
de libre parcours des molécules permettent d'arriver à des résultats 
en meilleur accord avec l'expérience. Nous exposerons au $ 92 une 
théorie approchée de ce type fondée sur la relation d'Eïinstein qui 
fait l’objet du paragraphe suivant. 


$ 91. Relation entre le coeîficient de diffusion 
et la mobilité des particules 


1. Nous avons déjà introduit la notion de mobilité lors de l’étude 
du mouvement brownien ($ 64); il s'agissait de la mobilité des 
particules se déplaçant dans un liquide sous l’action de forces cons- 
tantes. Cette notion s'applique aussi bien aux particules de la 
taille des molécules ou des atomes, par exemple aux mouvements 
des ions au sein d'un électrolyte. Un champ électrique constant 
exerce sur un ion portant une charge électrique une force constante F 
qui est proportionnelle à l'intensité du champ électrique. D'autre 
part, le mouvement de l'ion s'accompagne de chocs avec d’autres 
ions ou des molécules. En l'absence de force extérieure F le mouve- 
ment de l'ion aurait été parfaitement désordonné. L'application d’une 
force constante F impose nne direction privilégiée au mouvement, 
autrement dit au mouvement naturellement désordonné de l'ion 
vient se superposer un mouvement régulier suivant la direction de 
la force F. Notons w la vitesse de ce mouvement régularisé. Le 
vecteur w représente simplement la vitesse moyenne de déplacement 
de l'ion: u — (v). Si le champ électrique appliqué n’est pas très 
intense la vitesse de l'ion en régime permanent sera proportionnelle 
à la force F qui lui est appliquée. On peut alors faire usage de la 
notion de mobilité. On appelle mobilité d’une particule le coefficient 
de proportionnalité B figurant dans la relation reliant la vitesse régu- 
lière u à la force appliquée F: 

u = BF. (91.1) 
1 n’est pas essentiel que l’on ait considéré des ions, car toutes les 
considérations s'appliquent également aux molécules et à toutes 
les autres particules. 

2. Considérons un « gaz » de particules soumis à l’action d’un 
champ de forces constant et homogène. On suppose que le « gaz » 
est tellement raréfié qu’on peut négliger les interactions entre les 
particules. On peut donner en exemple le « gaz » de particules brow- 
niennes en suspension dans un liquide, ou un gaz parfait soumis 
à l’action d’un champ de forces. Si F est la force qui agit sur une 
particule de « gaz » dans le champ de forces, l'énergie potentielle 
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de la particule dans ce champ sera €, = —Fx. (On suppose que 
l'axe X est orienté suivant la force appliquée.) Si l’état est station- 
naire, la variation spatiale de la concentration des particules sera 
donnée par la formule de Boltzmann 

ep Fe 


n=npe ÀT = ne 7 : (91.2) 


Or nous savons que même à l'état stationnaire les processus micro- 
scopiques continuent à se produire. Puisqu'il existe un gradient 
de concentration, le gaz sera le siège d’un processus de diffusion. 
Le flux de diffusion suivant la direction positive de l'axe X est 
donné par l'uis — —D dn/dx, mais comme le «gaz » est soumis 
à l’action d’un champ de forces, il doit exister aussi un «flux de 
force» dont la densité est Ttorce = BFn. A l'équilibre on doit 
avoir 


dn 
—D-+BFn=0. 


En portant dans cette équation l'expression (91.2) on obtient après 
élimination de n | 
D = kTB. (91.3) 


C'est la relation d’Einstein reliant le coefficient de diffusion à la 
mobilité de la particule. 


$ 92. Interdiffusion dans les gaz 


1. Soit un mélange de deux gaz dont les concentrations n, et nr, varient le 
long de l'axe X. En supposant que la pression et la température du mélange ga- 
zeux sont constantes, la concentration totale n = n, (x) + n, (x) est partout la 
même. Les flux de diffusion des constituants sont 


dn an 
Fi= —Di DER Po — Do ES ; 


où D,, est le coefficient de diffusion du gaz 1 dans le gaz 2 et D, le coefficient de 
diffusion du gaz 2 dans le gaz 1. Du fait de ces flux de diffusion, au mouvement 
thermique vient se superposer un mouvement régularisé des gaz le long de l'axe X. 
Notons w, et 4, les vitesses de ces mouvements. Conformément à la relation 
d'Einstein (91.3) le calcul des coefficients de diffusion D,, et Da se ramène au 
calcul des mobilités des molécules du gaz. Nous allons utiliser cette méthode. 

2. Calculons la mobilité B, des molécules du gaz 1. Considérons pour cela 
une molécule de ce gaz que nous désignerons par molécule 1. Commençons par 
résoudre le problème suivant. Quelle force constante F, doit agir sur la molé- 
cule 1 pour assurer son mouvement régulier avec la vitesse constante w,? Une 
fois que cette force sera connue, on trouvera la mobilité B, à l’aide de la relation 
ui, = B:F:. Il est évident que la force F, doit être compensée en moyenne par les 
forces des chocs que subit la molécule 1. Pour faciliter le calcul de cette force 
nous pouvons négliger les variations spatiales des concentrations n, et nr, et 
poser qu'elles sont constantes. On peut alors ne pas tenir compte des chocs de 
la molécule 1 avec les autres molécules du gaz 1. Comme elles se meuvent avec 
la même vitesse directionnelle #,, les collisions avec ces molécules ne peuvent 
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contribuer à la force que nous cherchons à calculer. Il suffit de tenir compte des 
collisions de la molécule 1 avec les molécules du gaz 2. ‘ 

Soient z,, le nombre de chocs que subit par seconde la molécule 1 avec les 
‘molécules du gaz 2 et Ap, la variation de son impulsion lors d’un choc. La va- 
riation totale par seconde de l’impulsion de Ia molécule 1 résultant de tous les 
chocs avec les molécules du second gaz est alors égale à z,,Ap,. Si on inverse le 
signe de cette quantité et si on prend sa moyenne sur la totalité des chocs, on 
doit obtenir la force F,. En général on ne peut remplacer la valeur moyenne du 
produit de deux grandeurs par le produit de leurs valeurs moyennes. Si pourtant 
on le fait, on ne fera apparaître qu'un coefficient numérique non essentiel de 


l'ordre de l’unité. Aussi pour simplifier on posera F, — —z,, (Ap:). Le nombre 


moyen de chocs z,, est donné par la formule (86.8). Lorsqu'on prend la moyenne 
de Ap, on élimine automatiquement la partie liée au mouvement Ep es do 
On peut donc ne pas tenir compte du mouvement thermique -de la molécule 1 
et écrire (Ap1) = m(Au,). On peut aussi bien négliger le mouvement thermique 
de la molécule 2 entrant en collision avec la molécule 1. Le problème se trouve 
ainsi ramené à l'étude du choc de deux molécules de masses m, et mA, qui se meu- 
vent avec les vitesses w, et w, dans un référentiel lié au laboratoire. La vitesse 
mi + Mols, 
nu + Ms 
Si les molécules se comportent comme des billes parfaitement élastiques, leur 
diffusion dans un système de centre de masse doit présenter une symétrie sphé- 
rique {voir problème au $ 87). IL en résulte que dans un système de centres de 
masse les vitesses moyennes de mouvement ordonné des molécules sont égales à 
zéro après choc. Par conséquent dans le référentiel lié au laboratoire chacune 
de ces vitesses sera égale à V. La variation moyenne de la vitesse w, lors du choc 
est égale à 


de déplacement du centre de masse de ces molécules est V = 


Ma (ue —u) 


Au,)=V—-u, = 
( 1) 1 M + Ma 
La force F, est donc égale à 
Fi 230 LS URI et 2 PT (a, —u:), (92.1) 


Mi + Me 
où p est la masse réduite. 

On remarquera que si on avait considéré les chocs de la molécule 1 avec 
des molécules du gaz {, on aurait obtenu une expression où m, serait remplacé 
par m, et 4, — ua par u, — u,, donc zéro. C’est une preuve supplémentaire de 
ce qu'on n’a pas à tenir compte des collisions entre molécules de même espèce. 

Il nous reste à tenir compte de ce que mu, + mou, = 0. S'il n’en était pas 
ainsi, la concentration totale n ne serait pas constante, ce qui aurait déterminé 
un mouvement macroscopique de toute la masse gazeuse. On aura donc 


n - 
Fi Ut, 
le 


OA 
U7) 


7 L 
nMz12 


B:= 


Eu y portant la valeur de z,, tirée de (86.8), on obtient 


HnGi1a V vi + vi 
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En appliquant la relation d’'Einstein (91.3), on trouve en définitive 
kT 

uno: Vu? 02 

On voit que ni n, ni nr, ne figurent dans la formule (92.3), ce qui montre que 


le coefficient d'interdiffusion des gaz ne dépend pas de la concentration des consti- 
tuants du mélange gazeux. Ce résultat est confirmé par l'expérience. 


Die = Du (92.3) 


$ 93. Le mouvement brownien considéré 
comme un processus de diffusion 


i Au & 64 nous avons établi la théorie du mouvement brownien en nous 
fondant sur l’étude des mouvements d’une seule particule. On peut aussi étudier 
ce phénomène en assimilant l’ensemble des 

x particules browniennes identiques contenues 

dans un liquide à un « gaz » occupant l'espace 

mis à ga disposition. S’il existe dans ce gaz des 

gradients de concentration, l'existence du mou- 

vement brownien déterminera la diffusion des 

4-0 B particules. On peut alors exprimer le coefti- 

cient de diffusion D en termes du carré moyen 

du déplacement d'une particule brownienne au 

cours d’un temps déterminé +. En remplaçant D 

dans l'expression obtenue par son. expression 

hr: tirée de Îa relation d’Einstein (91.3), on re- 

Ë trouvera la formule fondamentale (64.4) dela 

théorie du mouvement brownien. C’est ce que 

nous nous proposons de faire dans ce para- 


graphe. 
Soit un liquide homogène au sein duquel, 
À° B! en l'absence de tout champ de forces extérieur, 
| sont réparties des particules browniennes iden- 
Fig. 85 tiques dont la concentration n (x) ne dépend 


que de la coordonnée X. Calculons le flux de 
diffusion T de ces particules à travers une section arbitraire normale à l'axe X. 
Considérons dans cette section un élément d’aire dSS infiniment petit (fig. 85). 
Sélectionnons un groupe de particules browniennes dont le déplacement” au 
cours du temps + est décrit par le même vecteur Ar;. Posons que la concentration 
totale » des particules browniennes ainsi que leurs concentrations n, (x) dans 
chaque groupe sont grandes. Le nombre dN; de particules du i-ème groupe tra- 
versant l'aire élémentaire 4S dans le temps + sera égal au nombre de particules 
contenues dans le cylindre oblique 4 BB'A' de base À B et de génératrice Ar, i.e. 


äN; = Îr (x) dy. 


Si on pose que les dimensions linéaires de l'aire dS sont petites par rapport à 
Ar;, le volume élémentaire dV se laisse représenter par le produit dSdx, ce qui 
permet d'écrire 


0 
aN;=d8 Î mx) dr=dS | “bac 
-Ax; 


où x, est la coordonnée du centre O de l'aire 4S. En prenant % et par suite Az; 
petits, on peut développer la fonction #3 (z0 + Ë) en série suivant les puissances 
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de € en ne gardant que le terme linéaire. On obtient ainsi 


0 (] 
dMi=m(oas À d+(i) as [ &4e, 
al dx X=X0 
—Ax; —Ax; 
et après intégration 
4 d 
aN;—dS [ne Ati PE (ay ] . 

En admettant que la concentration »; et sa dérivée dn;/dx correspondent au-centre 
de l’aire dS, on peut omettre xs. 

L'excédent dW de particules browniennes traversant l’aire dS suivant le 
sens positif de l'axe X sur celles qui se déplacent dans le sens inverse, s'obtient 
en sommant l'expression ci-dessus sur tous les groupes de particules: 

… ._ ds dr; 
aN=dS D mA D TE (art, 
i i 


La valeur moyenne de la première somme est égale à zéro puisque la con- 
centration n; est prise au centre de l'aire dS et que les déplacements des particu- 
les browniennes dans les sens positif et négatif sont équiprobables, Pour calculer 
la deuxième somme on remarquera que par définition de la moyenne 


n (Az?) = DL (Az;)?. 


Or les quantités Azr,, étant des paramètres indépendants, ne dépendent pas de x. 
Le carré moyen du déplacement (Az?) ne peut non plus dépendre de x puisqu'il 
n’y a pas de champ de forces et que le liquide est homogène. En dérivant la rela- 
tion précédente par rapport à x on obtient 


dn dn; 
8) 2 — RUE 2 
(Az ) dx dx (Axi) . 
La valeur moyenne 4N est 
— (Az?) dn 
N= —dS 5 Fr 


Le flux de diffusion moyen des particules browniennes l s’obtient en divi- 
sant dN par dS et par tv: l 
__ (àz?) dn de 
De, (93.4} 
Ce résultat montre que légalisation des concentrations des particules brownien- 
nes peut être considérée comme un processus de diffusion avec un coefficient de 
diffusion 
1 {As?) 13,2 
CCE SE be 
2. Comme par définition le coefficient de diffusion D ne peut dépendre du 
choix arbitraire du temps *, la formule (98.2) montre déjà que (Az?) — +. Cette 
dépendance fut soumise à la vérification expérimentale par Perrin (cf. $ 64). 
A l'aide de la formule (91.3) on obtient 


(Azt) = 2kTB1. (93.3). 
C'est la formule fondamentale de la théorie du mouvement brownien. Elle ne se 


distingue de la formule (64.4) que par les notations utilisées. 11 est vrai que la 
formule (64.4) concerne les déplacements successifs qu’effectue à des intervalles 
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de temps égaux une seule et même particule, tandis que la formule (93.3) se rap- 
porte au cas où une multitude de particules browniennes se déplacent en même 
temps. Comme le liquide est supposé homogène et les particules identiques, les 
déplacements donnés par les deux formules sont essentiellement les mêmes. 
. En introduisant le carré moyen du déplacement total d’une particule brow- 
aienne on trouve 
__ {Ar} 
D Gr (93.4) 


3. Il est évident que les formules (93.2) et (93.4) sont applicables à la dif- 
fusion des molécules d'un gaz ou d'un liquide. Mais dans ces cas il est impossible 
d'utiliser ces formules pour un calcul exact des coefficients de diffusion, car il 
faudrait connaître pour cela la valeur exacte du carré moyen du déplacement 
-de la mo'écule au cours du temps +. On ne peut donc procéder qu'à des évaluations 
approchées. Evaluons, par exemple, le coefficient d'autodiffusion des molécules 
d'un gaz à l'aide de la formule (93.4). Nous poserons pour simplifier que les 
intervalles de temps entre les chocs successifs d’une molécule sont tous égaux à 
T ct que les déplacements de la molécule entre deux chocs successifs sont égaux à 


À -- vt. En portant (Ar) = \? dans (93.4) on obtient 
D=— A? or 1 1 


GT 61 6 
Ce résultat diffère de la formule (90.3) par le facteur numérique 1/2. 


$ 94. Diffusion thermique dans les gaz 


1. Si les extrémités d’un tube rectiligne contenant un mélange 
homogène de deux gaz différents sont portées à des températures 
différentes, on voit apparaître le long du tube des flux de diffusion 
le ces gaz ayant des sens opposés. Le sens des flux de diffusion 
se laisse déterminer par la règle suivante. Si les masses m, et ma 
des molécules sont suffisamment différentes, les molécules de plus 
grande masse cherchent à se concentrer dans les parties froides du 
tube et les molécules légères dans les parties chaudes. Si les masses 
m, et m, sont peu différentes, mais les dimensions des molécules 
sont nettement différentes, les molécules les plus grandes s’accumu- 
lent dans la partie la plus froide du tube et les plus petites dans 
sa partie chaude. Ce phénomène s'appelle diffusion thermique (ou 
thermodiffusion). 
© Du point de vue phénoménologique l'établissement d’un flux 
de particules dans un gradient de température résulte tout naturel- 
lement de chocs entre molécules d'espèces différentes. Il est cepen- 
dant fort difficile de donner une interprétation plus concrète de 
la diffusion thermique, et ce pour des raisons de caractère fonda- 
mental. Le sens du flux de diffusion dépend essentiellement de la 
nature des interactions entre les molécules. Si on assimile, par 
“exemple, les molécules à des centres de force dont la répulsion 
mutuelle est régie par une loi telle que F — 1/r°, la théorie rigou- 
reuse de l'effet montre que les sens des flux de diffusion thermique 
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doivent s’inverser lors du passage par la valeur v — 5. Pour v — 5 
la diffusion thermique disparaît. Notons que Maxwell adopta la 
loi F — 1/rf, car les calculs s’en trouvent simplifiés au point de 
devenir faisables. 

C’est pour cela qu'il ne remarqua pas l’existence de la diffusion 
thermique. Cet effet fut théoriquement prévu en 1917, d’une part, 
par Enskog, et d'autre part par Chapman. Au cours de la même an- 
née, Chapman et Dootson en firent l'étude expérimentale. Les 
théories rigoureuses de la thermodiffusion élaborées par Enskog 
et Chapman sont tellement compliquées que nous nous abstiendrons 
de les exposer. D'autre part, toute simplification de la théorie 
conduit à des résultats décevants. L'effet de la diffusion thermique 
dans les liquides fut découvert vers le milieu du XIX® siècle. 

2. La diffusion thermique a pour résultat une séparation partielle 
des gaz du mélange et par suite l'apparition de gradients de con- 
centration des constituants. L’établissement de gradients de con- 
centration provoque l’interdiffusion des constituants qui s'oppose 
à leur séparation par thermodiffusion. Si les extrémités du tube 
contenant le mélange gazeux sont maintenues à des températures 
constantes, il s'y établira en fin de compte un état stationnaire 
caractérisé par une répartition bien déterminée de la température 
et de la concentration. Soit un tube contenant un mélange homogène 

à 50 % de molécules O, et 50 % de molécules DE les extrémités 
ia tube se trouvent l’une à 0 °G et l'autre à 500 °C. L'expérience 
montre que le régime stationnaire correspond à une teneur de 
50,27 % de N, et de 49,73 % de O, dans la région chaude, et de 
49,73 % de N, et de 50, 27 % de O, dans la région froide. 

Considérons un mélange gazeux des constituants 4 et 2. En 
présence d’un gradient de température et d’un gradient de con- 
centration, le flux des particules du gaz 1 est donné par l’expression 


Ti=-nDy tn ES (94.1) 


“dx ? 


où ce, = n,/n = nj/(n, + n,) est la concentration relative du consti- 
tuant 1, D,, le coefficient de diffusion, D- le coefficient de thermo- 
diffusion. On peut écrire le flux l, sous la forme suivante: 


7 dé, __kr aT 
Lim —nDy (Sr +). (94.2) 
La quantité kr = Dr/D;4s s'appelle rapport de thermodiffusion. 
En régime stationnaire on a dans un tube fermé l, = l, = 
par suite 


des _ kr dT 
dæ _ T dr” 
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En posant k7 — const, on obtient par intégration 
T 
Ci (T)— € (To) = Er M. (94.3) 


La différence des concentrations c, (T) — ec, (T,;) correspondant aux 
températures 7 et T, s'appelle. séparation. Généralement kr ne 
dépend presque pas de la température mais varie notablement avec 
la composition du mélange gazeux; par suite 
la formule (94.3) n’est valable que si l’inhomo- 

D généité de la composition dans le vase est 

petite. 

3. En associant la diffusion thermique (comme 
dans le cas de l’interdiffusion ordinaire) à la 
convection thermique, on crée un procédé prati- 
que pour la séparation des isotopes. Cette métho- 
de fut imaginée et réalisée en 1938 par Clusius 

y et Dickel. Le principe en est très simple. Con- 

sidérons une boîte rectangulaire fermée de 
grande hauteur placée verticalement et conte- 
Fig. 86 nant un mélange de deux gaz (fig. 86). Les fa- 
ces opposées de la boîte sont maintenues à des 
températures différentes. Par suite de la diffusion thermique, 
le gaz léger se rassemble près de la paroi chaude et le gaz lourd près 
de la paroi froide. A l’état stationnaire la différence des concentra- 
tions de chaque constituant à proximité des parois chaude et froide 
est donnée par la formule (94.3). Le gaz enrichi en constituant léger 
et occupant la région chaude s’élèvera dans la partie supérieure de 
la boîte, et le gaz enrichi en constituant lourd descendra au fond 
de la boîte du côté de la paroi froide (convection thermique). Ainsi 
dans la partie supérieure se concentre le constituant léger et dans 
la partie inférieure le constituant lourd. En pratique on utilise 
des tubes cylindriques verticaux de 5 à 10 mètres de longueur et 
d’un diamètre —40 mm. Le long de l’axe du tube on tend un fil 
de platine que l’on chauffe à 1000-1700 °C en y faisant passer un 
courant électrique. Le fil de platine joue le rôle de la paroï chaude 
et la surface intérieure du tube celui de la paroi froide. En super- 
posant un certain nombre de tubes on réalise une colonne séparatrice. 
Le gaz enrichi en composant léger passe dans le tube se trouvant 
au-dessus, s’y enrichit encore en constituant léger, passe dans le 
tube suivant et ainsi de suite. 


Chaude 
Froide 


$ 95. Effets observés dans les gaz raréfiés 


1. Lorsque la longueur de libre parcours moyen À est comparable 
à une dimension linéaire caractéristique d du récipient contenant le 
gaz ou la dépasse, on dit que le gaz est raréfié ou encore que dans le 
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récipient règne le vide. À la pression atmosphérique l’air d’un local 
n’est pas raréfié puisque À — 10% cm. Mais si on considère l’air 
contenu dans un récipient dont les dimensions linéaires sont infé- 
rieures à 107 cm (pores dans le bois et dans divers autres matériaux), 
on dira que l'air s’y trouvant est raréfié (état de vide). 

On distingue trois états de vide: 1) vide faible lorsque À est plus 
petit mais peu différent de la dimension caractéristique d du vase; 
2) vide moyen correspondant au cas où à est comparable à d; 3) vide 
poussé correspondant au cas où À est beaucoup plus grand que d. 
Un gaz se trouvant dans les conditions d’un vide poussé est dit 
évanescent. 

Dans les gaz denses À € d et leur comportement est déterminé 
pour l'essentiel par les chocs entre les molécules gazeuses. Dans tout 
ce qui précède on n'avait en vue que ce cas-là (exception faite du 
point 8 du $ 89). Dans l’autre cas limite du gaz évanescent, les 
chocs entre molécules sont rares et leur influence devient négligeable. 
Le rôle principal y revient aux chocs des molécules contre les parois 
du vase. Nous l'avons déjà montré lors de l'étude de la variation 
des coefficients de frottement interne et de conductibilité thermique 
en fonction de la densité du gaz (cf. $ 89, pt. 8). 

Dans le vide poussé aucun courant de convection ne peut appa- 
raître parce que les chocs entre molécules sont pratiquement exclus 
et que celles-ci ne font que se déplacer indépendamment les unes 
des autres d’une paroi à une autre. C’est l’étude théorique du vide 
moyen lorsque À — d qui présente le plus de difficultés. 

2. Effusion des gaz raréfiés. Soit un vase divisé par une paroi 
en deux compartiments À et B. Le compartiment À est rempli de 
gaz et le compartiment B est vide. Considérons un élément s sur 
la surface de la paroi de séparation. Le nombre de molécules heurtant 
par seconde cet élément de surface est donné par la formule (75.5) 
ou (75.6), donc 


| L = kT. Ps 
VE, = = 
À =TAVS=NS A =C Var? (95.41) 
où C est une constante égale à _ Perçons dans la paroi un 


orifice d’aire s. Quel sera le nombre de molécules s’échappant par 
seconde du compartiment À dans le compartiment B? La réponse 
à cette question dépend des dimensions de l’orifice, de l'épaisseur 
de la paroi et de la longueur de libre parcours moyen À. 

Pour des pressions ordinaires et une dimension pas trop petite 
de l'orifice, la longueur de libre parcours moyen est très petite 
par rapport aux dimensions de l’orifice. Dans ces conditions il 
s'établit à proximité de l’orifice un mouvement collectif ordonné 
es molécules de gaz, dirigé vers l’orifice. On peut l’assimiler à un 
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écoulement hydrodynamique déterminé par l'existence dans le gaz 
d’une différence de pression. À proximité de l’orifice, les distribu- 
tions de la concentration et des vitesses des molécules seront essen- 
tiellement différentes de celles qui existeraient en l'absence de 
l'orifice. La formule (95.1) ne s'applique pas à ce cas car elle avait 
été établie pour un mouvement moléculaire désordonné. Mais si les. 
dimensions de l’orifice et l’épaisseur de la paroi sont petites par 
rapport à À, les chocs entre molécules ne comptent plus et le rôle 
essentiel revient aux chocs des molécules contre les parois du vase. 
Si l’orifice pratiqué dans la paroi de séparation est petit, l’aire 
des parois sur lesquelles tombent les molécules n’en sera modifiée 
que de façon négligeable et n’aura aucune répercussion sur la distri- 
bution de la concentration et des vitesses des molécules dans tout 
le vase, y compris près de l’orifice. La formule (95.1) est alors va- 
lable. 

On appelle effusion le flux de molécules de gaz à travers l'orifice 
pratiqué dans la paroi, à condition que les dimensions de l’orifice 
et l’épaisseur de la paroi soient petites vis-à-vis de la longueur de 
libre parcours À. 

Supposons maintenant que de part et d’autre de la paroi de 
séparation se trouve un même gaz, mais à des pressions et des tem- 
pératures différentes. Si le gaz se trouve à l'état d’un vide poussé, 
on observera deux courants d'’effusion, l’un dirigé de À vers B, 
l’autre dirigé en sens inverse. Puisque les chocs entre molécules 
sont exclus, ces deux courants sont indépendants l’un de l'autre. 
Le nombre de molécules passant par seconde à travers l’orifice s 
de À vers B est donc 


Cs P P 
N=—= (—£i — —E. 95.2 

= ve). A 
où P,, Pp, Ta, T8 sont les pressions et les températures du gaz 
dans À et dans B. A l’état d'équilibre les nombres moyens des 


molécules contenues dans les compartiments À et B restent cons- 
tants, de sorte que N = 0, ce qui implique que 


Pa PE 95.3 
Ve VT (99 


Considérons encore le cas où les compartiments À et B sont 
occupés par des gaz différents: dans 4 se trouve le gaz 1 dont les 
molécules ont la masse m, et dans B se trouve le gaz 2 de masse 
moléculaire m,. Par effusion le gaz 1 pénètre dans le comparti- 
ment B et Le gaz 2 dans le compartiment À. Soient P,, 4 et P,» 
les pressions partielles du gaz 1 dans les deux compartiments. Pour 
le gaz 2 on aura P,,4 et P,,8. Le flux du gaz 1 allant de À vers B 
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OV UVTz VTa 
A l'instant initial où aA= Pire 
_ Tr P : 
HV eye. (25.4) 


Dans le cas nn où les ae et les pressions initiales 
seraient les mêmes dans les deux compartiments 


Toutes choses égales d’ailleurs, les flux d’effusion sont inverse- 
ment proportionnels aux racines carrées des masses des molécules. 


Fig. 87 


Cv résultat est mis à profit pour la séparation des isotopes; cette 
méthode utilise l'effusion à travers une membrane perforée. 

3. Effusion thermique. Soient deux vases 1 et 2 reliés par un 
tube (fig. 87) que l’on maintient à des températures différentes T, 
et T,. Si la section droite du tube est très grande par rapport à la 
longueur de libre parcours, on peut considérer le gaz comme un 
milieu continu. La condition d'équilibre a dans ce cas un caractère 
hydrodynamique : les pressions P, et P, dans les deux vases doivent 
être égales. Dans le cas contraire où la longueur de libre parcours 
est très grande par rapport aux dimensions transversales du tube, 
l'approche hydrodynamique n’est plus adéquate. La condition 
d'équilibre consiste alors dans l'égalité des nombres moyens des 
molécules traversant le tube dans les deux sens. Cette condition 
conduit à la relation (95.3) qui avec les nouvelles notations s'écrit 7 


Ph e. (95.5) 


Îl en résulte que si les températures T, et T, sont différentes, les 
pressions P, et P, doivent être différentes à l'équilibre. 


HS EFFETS DE TRANSPORT DANS LES GAZ (GE. VII 


Considérons maintenant un vase séparé par une cloison poreuse 
en deux compartiments maintenus à des températures T, et Ta 
différentes. Les dimensions dés pores sont petites par rapport à la 
longueur de libre parcours. (En général les cloisons poreuses satisfont 
à cette condition dès la pression atmosphérique.) La relation (95.5) 
est alors valable et permet de conclure que si 
initialement les pressions P, et P, étaient éga- 
les, le gaz doit s’écouler du compartiment se 
trouvant à plus bassetempérature dans le com- 
partiment plus chaud. Cet effet est l’effusion 
thermique ou effet Knudsen (1871-1949). 

Pohl (né en 1884) imagina une expérience 
de démonstration de cet effet. On prend un vase 
poreux en argile non cuite, à l'intérieur duquel 
se trouve un élément chauffant à résistance élec- 
trique (fig. 88). L'air renfermé dans le vase po- 
reux peut s'en échapper à travers un tube de 
verre dont l'extrémité inférieure plonge dans un 
vase d’eau. Comme à l’intérieur du vase poreux 
la température est plus haute que celle de l’air 
ambiant, celui-ci est continuellement aspiré à 

Fig. 88 l'intérieur du vase, ce qui augmente la pression 

qui y règne. L’excédent d'air est constamment 

expulsé à travers le tube de verre et on voit monter des bulles 
d’air dans le verre d’eau. 

L'’effusion thermique joue un rôle important dans différents 
phénomènes naturels. Pendant le jour la surface terrestre est réchauf- 
fée par le rayonnement solaire. L'air contenu dans les couches 
terrestres profondes s’en échappe à travers les capillaires et est 
entraîné par le vent. Pendant la nuit les couches superficielles du 
sol se refroidissent et il s'établit un flux d'air allant de la surface 
vers la profondeur du sol. Ainsi s'effectue l'échange d’air assurant 
un développement normal des plantes. 


4, Il n’est pas facile de justifier la condition (95,5). Elle serait évidente si 
le tube reliant les vases était infiniment court. On aurait pu l’assimiler alors à 
un petit orifice pratiqué dans la paroi de séparation des vases 1 et 2. Mais si 
de tube est long, la situation devient plus compliquée, Posons que le tube est 
cylindrique et que N, = 1/4 niv,s particules y pAoenene par seconde par son 
“extrémité gauche. Une partie de ces païticules subissent des réflexions et retour- 
nent dans le vase 1, le restant parvient dans le vase 2. Représentons le nombre 
-de ces dernières particules par N,, = 1/4 mivisa,, où &,, est le « coefficient de 
transmission » dans le sens allant du vase 1 au vase 2. En sens inverse passent 
Na = 1/4 nova, particules, où «,, est le coëéfficient de transmission dans le 
sens allant du vase 2 au vase 1. En régime stationnaire Va = N4, donc 


CAPCEUS ÉTAT (95.6) 
11 s’agit de démontrer que &,, = «., et c'est là que réside la difficulté. Les consi- 
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dérations suivantes semblent démontrer la justesse de cette relation. Le coeffi- 
cient de transmission d’un gaz très raréfié à travers le tube ne peut dépendre de 
la pression du gaz puisqu'il n’y a pratiquement pas de collisions entre ses molé- 
cules ; ces dernières n’entrent en collision qu’avec les parois du tube. Il est beau- 
coup plus difficile de mettre en évidence le rôle de la température. Les valeurs 
des coefficients &;4 et & dépendent de la nature des interactions des molécules 
lors de leurs chocs contre la paroi. Supposons qu'après une ou plusieurs collisions 
avec la paroi les molécules de gaz arrivent à l'équilibre thermique avec la paroi, 
leurs Fe sions étant isotropes. Si cette hypothèse correspond à la réalité, la 
part relative des molécules éliminées du faisceau par réflexion ne doit dépendre 
que de la température de leurs points d'impact, quelle que soit la direction de 
propagation du faisceau. Un faisceau se propage dans le sens des températures 
croissantes et l’autre dans le sens des températures décroissantes. La succession 
des points d'impact des molécules sur les parois du tube où elles se réfléchissent 
et s'éliminent du faisceau est inverse pour les deux faisceaux. Mais comme ce 
fait ne peut influer sur la perte de particules résultant de toutes les réflexions, 
on doit avoir @, = &y. Ainsi la formule (95.6) se réduit à 


Pa = Nage (95.7) 


Cette relation se ramène aisément à la formule (95.5). Le fait ie la loi (95.5) 
est confirmée par l'expérience constitue une preuve expérimentale de la relation 
ga — Dose 


9. Effusion isotherme à travers une paroi poreuse. Soit un vase 
divisé en deux compartiments par une paroi poreuse, chacun des 
compartiments renfermant un gaz différent; les pores sont petits 
par rapport à la longueur de libre parcours. Si les pressions et les 
températures des deux gaz sont égales, la formule (95.5) se trouve 
vérifiée. Si m, >m,, on à N, << N,, ce qui signifie que le gaz 
léger traverse la paroi poreuse plus rapidement que ne le fait le 
gaz lourd. C’est l'effet d’effusion isotherme à travers une paroi poreuse. 

Prenons un pot À en argile poreuse relié par un tube en caoutchouc 
C à un manomètre en U à eau M et recouvrons-le d'un verre B de 
plus grand diamètre (fig. 89). Faisons passer entre les deux récipients 
un courant d'hydrogène au moyen d'un tube de caoutchouc D. 
Par effusion isotherme l'hydrogène pénètre dans le pot poreux plus 
rapidement que l'air qu’il contenait ne s’en échappe. Le manomètre 
indique une augmentation de la pression régnant à l’intérieur du 
pot. Si on enlève le verre recouvrant le pot, on constatera que la 
pression à l’intérieur du pot diminuera jusqu'à devenir plus petite 
que la pression de l'air ambiant. | | 

6. Glissement thermique. Soit un corps dont la surface est chauf- 
fée de manière non uniforme. On supposera pour simplifier que la 
surface du corps est plane et que la température augmente dans le 
sens de l’axe X (fig. 90). Le gaz qui baigne la surface s’échauffe 
également de manière non uniforme. Lorsque les molécules du gaz 
se réfléchissent sur le corps, elles lui transmettent une impulsion 
normale et une impulsion tangentielle. Mais comme les molécules 
venant de la droite possèdent des vitesses thermiques plus grandes, 


Gumnt Ts 
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elles transmettent au corps des impulsions tangentielles plus grandes 
que celles que lui transmettent les molécules venant de la gauche. 
Il apparaît ainsi une composante tangentielle d’une force appliquée 


SN 


au corps et dirigée de droite à gauche. D'après la troisième loi de 


Fig. 89 Fig. 90 


Newton, la couche de gaz adjacente au corps doit être soumise 
à une force égale et opposée. Le gaz sera mis en mouvement dans le 
sens de l’axe X, i.e. dans le sens des températures croissantes. Cet 
effet s'appelle glissement thermique. 


Il est facile d'évaluer la vitesse u du gaz lorsque le processus de glissement 
thermique devient stationnaire. Notons v, la valeur moyenne du module de la 


composante x de la vitesse thermique d'une molécule de gaz, et À. la valeur moyen- 
ne du module de la projection sur l'axe X de la longueur de libre parcours. 
Considérons un pou A quelconque de la surface de coordonnée x. Pour détermi- 
ver le transfert de l’impulsion au point À on peut raisonner comme si toutes les 
molécules arrivant au point À avaient subi leurs dernières collisions sur les 
plans z + À. et x — À, (cf. $ 89, pt. 2}. Si uw est la vitesse de glissement du gaz, 
les valeurs moyennes de la vitesse des molécules suivant l'axe X seront égales 
dans ces plans respectivement à v,.(r+X,) — u et à v, (x — À) + u. En ré- 
gime de glissement permanent il n’y aura plus d'échange d’impulsion tangen- 
tielle entre le gaz et Ie corps, ce qui implique que 


dx (z+ x) — U=Uy (x — x) +u, 
d’où 
+ dx 
nt Dr TE 


On a évidemment 1 = AZ + A4 + 1? — SAZ. Sans commettre d'erreur grossière, 
on peut poser À, = À/V 3. D'autre part, mu? æ kT. En utilisant ces relations 
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on obtient 


SO Éd, Me ET 
RH V Sur de © 5 V nf dr. (95.8) 


il en découle que le glissement thermique ne devient notable que dans les su 
raréfiés puisque À — 1/P. 


7. Effet radiométrique. L'effet radiométrique consiste en ce que 
tout corps chauffé de manière non uniforme et placé dans un gaz raréfié 
se met spontanément en mouvement dirigé du côté chaud vers le côté 
froid. On réalise généralement l’échauffement non uniforme d'un 
corps en irradiant l’une de ses faces, d’où le nom de l'effet. Les 
forces qui mettent le corps en mouvement sont appelées forces radio 
métriques; on en distingue deux suivant leurs origines. 

La première force radiométrique est due au glissement thermique 
du gaz qui se déplace des régions moins chaudes du corps vers les 
régions plus chaudes. Par suite de la viscosité, 
ce mouvement entraîne une masse de gaz ad- 
jacente au corps (cf. fig. 91 où on a 1eprésenté 


(4 
en coupe l’écoulement du gaz autour d’une pla- 
que dont la face chaude est noircie). En vertu de 
la loi de la conservation de l'impulsion, le corps 


se met à exécuter un mouvement dirigé en sens 

inverse, i.e. Ja face froide en avant. Si le corps Fig. 91 

se met en mouvement, c’est qu'il est soumis à 

une force agissant suivant cette direction. C'est l'existence de cette 
force qui explique le dépôt de la poussière sur les murs froids au- 
près des batteries de chauffage central, car elle déplace les poussières 
en suspension dans l’air dans le sens allant des corps chauds vers 
les corps froids. 

La deuxième force radiométrique a une origine différente. Lorsque 
les molécules de gaz sont réfléchies par la face chauffée du corps, 
elles lui communiquent une impulsion plus grande que celle que 
lui communiquent les molécules se réfléchissant sur sa face froide. 
Ainsi apparaît une force radiométrique dirigée de la face chaude 
du corps vers sa face froide. 

La première force prédomine dans les gaz faiblement raréfiés, 
elle varie en raison inverse de la pression, comme le montre la for- 
mule (95.8). Dans les gaz fortement raréfiés, c'est la deuxième 
force qui joue le rêle principal; elle est proportionnelle à la pres- 
sion. Dans la gamme des pressions intermédiaires se manifestent 
les deux forces. 

Pour observer commodément l'effet radiométrique aux basses 
pressions, on utilise le radiomètre de Crookes (1832-1919). La partie 
principale de cet appareil est constituée par des ailettes en mica 
attachées à un petit dôme reposant sur l’extrémité d’une aiguille. 
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Les ailettes peuvent tourner pratiquement sans éprouver de résis- 
tance autour d’un axe vertical. L'une des faces des ailettes est noir- 
cie et l'équipage est placé sous une cloche à vide en verre. Lorsqu'on 
l’éclaire, les ailettes se mettent à tourner la face non noircie en 
avant. 


PROBLÈME 


On utilise l’effusion isotherme d’un gaz à travers une paroi poreuse (dont 
les pores sont petits par rapport à la longueur de libre parcours) pour la sépa- 
ration des isotopes. Un mélange naturel d’isotopes est placé dans un vase à parois 
poreuses. Le gaz qui a traversé les pores du vase par effet d’effusion est évacué 
dans un récipient spécial, puis soumis à plusieurs cycles successifs d’effusion 
jusqu'à obtention du taux de séparation requis. Calculer le nombre de cycles 
d'eflusion nécessaires pour que le rapport des concentrations des isotopes léger 
et lourd augmente de 410 fois; les masses des molécules des isotopes sont u, et ue. 


2 


La 
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$ 96. Écoulement moléculaire d’un gaz 
évanescent à travers un tube rectiligne 


1. L'écoulement d’un gaz très raréfié à travers un tube diffère 
notablement de l'écoulement à la Poiseuille d'un liquide visqueux 
ou d’un gaz dense. Cela tient à ce que l'écoulement d’un gaz très 
raréfié n'est déterminé que par les chocs de ses molécules contre 
les parois du tube, les chocs entre molécules n'ayant aucune impor- 
tance. L'écoulement d’un gaz évanescent présente la particularité 
suivante. Le mouvement des molécules du gaz entrant dans le tube 
par l’une de ses extrémités est absolument indépendant du mouve- 
ment des molécules entrant par l’autre extrémité. Le flux total de 
molécules à travers le tube se laisse représenter comme la différence 
de deux flux indépendants s'écoulant dans des sens contraires. 
Lorsque l'écoulement satisfait à cette condition on dit que c’est un 
écoulement moléculaire ou un écoulement de Knudsen. 

2. Considérons l'écoulement moléculaire permanent à travers 
un tube dont la longueur ? est très grande par rapport à sa dimen- 
sion transversale a. (Si le tube est cylindrique a désignera son rayon.) 

Supposons d’abord que W, molécules entrent par seconde par 
un bout du tube et qu'à l’autre extrémité on maintient un état de 
vide parfait. [1 s’agit de calculer le nombre W de molécules qui 
traversent le tube et en sortent par sa deuxième extrémité. Le nom- 
bre N dépend essentiellement du caractère de la réflexion des molé- 
cules contre les parois du tube. Si les parois du tube étaient absolu- 
ment lisses et si la réflexion des molécules était régulière, la totalité 
des N, molécules ayant pénétré dans le tube en seraient sorties 
par l’autre bout: N — N,. En réalité cela ne se produit jamais et 
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unu part importante de molécules rebroussent chemin après avoir 
heurté la paroi. Les considérations de dimensions permettent de 
déterminer la forme de la relation reliant N à N, et aux paramètres 
du tube. La nature de l'effet implique qu’il doive y exister une 
liaison fonctionnelle entre les quantités N, N,, a, L. Avec ces 
quantités on peut composer deux combinaisons indépendantes sans 
dimension: N/N, et a/l. Lors de l'écoulement le long du tube, l’une 
de ces combinaisons doit être fonction de l’autre: N/N, = f (a/l), 
de sorte que 


mani(+). 


La fonction (+) dépend de la configuration de la section droite 


du tube et du caractère des réflexions des molécules sur les parois. 
Ï1 est évident que f (0) — 0, puisque pour a = 0 le flux sortant N 
s’annule, quelle que soit la valeur de N,. En admettant que la 


fonction f (5 ] peut être développée en série de puissances, on en 
fera le LS onacnien et on n'en conservera que le terme linéaire: 


N=CNiT, 


où C est une constante dont la valeur dépend de la géométrie de la 
section droite du tube et du caractère des réflexions des molécules 
sur ses parois. La constante € dépend notamment de l’allure de la 
variation de la température de la paroi le long du tube. 

Supposons maintenant que V, molécules entrent par seconde 
par un bout du tube, et V, molécules par l’autre bout. Les deux 
flux étant indépendants l’un de l’autre, la section droite du tube 
sara traversée par un nombre de molécules 


N=C+ (Ni No). (96.1) 


Supposons que le tube relie deux vases. Dans le premier vase on 
maintient la pression P, et la température 7, et dans le second la 
pression P, et la température T,. En notant respectivement n, et 
ñA les concentrations des molécules dans les vases 4 et 2, on a 


Ni=1/4Snvr, No 1/4 Snava, 


a $ est l'aire de la section droite du tube. 
BAT 


A l’aide des relations v — ot P=nkT, mettons l’expres- 
sion pour N sous la forme 
P P 
N= A—— er — 96.2 
iv m VT VT }: Que 
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où À est une nouvelle constante: 


Ames (96.3) 
VIrk a3” 
Pour la masse de gaz s'écoulant par seconde à travers la section 
droite du tube on obtient 


3. Pour évaluer les coefficients numériques C et À on fera appel 
à un raisonnement élémentaire. Considérons un tube de section 
circulaire en supposant que la température du gaz y est partout 
la même. L'écoulement du gaz à travers le tube peut être assimilé 
à un processus de diffusion, ce qui permet d'écrire N = —DS dn/dx, 
où D — 1/3 Av cst le coefficient de diffusion (l'axe X coïncide avec 
l'axe du tube). En régime permanent NV — const, donc dn/dx = 
= const. Par conséquent dn/dx = (ns — n.)/l, et 


Le lin 
NME, 


Pour l'écoulement de Knudsen on peut négliger les chocs entre les 
molécules. La longueur de libre parcours sera alors complètement 
déterminée par les chocs des molécules contre les parois du tube et 
sera de l’ordre du diamètre 2a du tube. En adoptant cette valeur, 
nous obtenons 


2 ce 1—ne 
N=—-avs T 


ou 

N=F + (NN). (96.5) 
La comparaison de cette formule avec (96.1) montre que pour un 
tube de section circulaire 


8 8.,/ 7 
Cr, AV 3. (96.6) 


Ce calcul élémentaire montre aussi que si la température est 
constante le long du tube, les grandeurs W et © sont rigoureusement 
proportionnelles à la différence de pression P, — P,. Si par contre 
la température varie le long du tube, les grandeurs NW et Q ne sont 


qu'approximativement proportionnelles à la différence ( — =) 
VTi VTT 


et cette relation ne subsiste que tant qu’on ne peut se limiter dans 
le développement de la fonction f (5) en série de puissances qu’à 
un seul terme linéaire. 
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Les formules (96.2) et (96.3) où les constantes € et A ont les 
valeurs numériques (96.6), sont appelées formules de Knudsen. 

4. La formule (96.4) montre que toutes choses étant égales d’ail- 
leurs, le débit Q du gaz est proportionnel au cube du rayon du tube. 
On doit toujours en tenir compte dans l'étude des équipements 
à vide. Supposons que la puissance d’une pompe à vide poussé per- 
met d’évacuer V litres de gaz par seconde et que le tube qui relie 
la cloche à évacuer à la pompe ne laisse passer que v litres par secon- 
de. Si v € V il est dénué de sens d’utiliser une pompe de grande 
puissance. Pour une utilisation ration- 
nelle de la pompe à vide les dimen- 
sions du tube de connexion doivent 
être telles que & — V. 

5. Nous allons donner maintenant 
une démonstration rigoureuse des for- 
mules ci-dessus obtenues en nous 
appuyant sur la théorie cinétique et 
moléculaire. Le point essentiel y sera Fig. 92 
l'hypothèse concernant la nature 
des interactions des molécules avec les parois qu’elles viennent 
percuter. Supposons qu'après choc contre la paroi les molé- 
cules sont réfléchies de manière que leurs vitesses vérifient 
la loi de distribution de Maxwell pour une température égale à celle 
de la paroi. Cette hypothèse implique que les molécules gazeuses 
prennent la température de la paroi et que la distribution de leurs 
vitesses devient isotrope après avoir percuté une seule fois la paroi. 
Quoique ce ne soit pas parfaitement exact, cette hypothèse est 
simple et conduit à des résultats corrects pour l'essentiel. 

Pour être rigoureux, nous devons reconnaître que nous nous 
exprimons de façon inexacte. Les molécules réfléchies ne se meuvent 
qu’en s’éloignant de la paroi, il n’y.en a pas qui se meuvent vers 
la paroi. Aussi ne peut-on parler que tout conventionnellement 
d'une distribution maxwellienne des vitesses des molécules réfléchies. 
Notre hypothèse ne fait qu'affirmer que si on ajoutait aux molécules 
réfléchies un nombre égal de molécules ayant des vitesses égales et 
opposées, on obtiendrait une distribution maxwellienne. 

Posons que sur une surface d’aire unité $ tombent par seconde 
Neo molécules. Calculons la part dN,1 des molécules qui sont 
réfléchies à l’intérieur de l'angle solide dQ dont l’axe fait un angle 8 
avec la normale à la surface S (fig. 92). Comme par hypothèse la 
distribution des angles et des vitesses des molécules réfléchies ne 
dépend pas des vitesses et des directions de mouvement des molé- 
cules incidentes, on peut supposer que l’ensemble des molécules 
incidentes et réfléchies satisfont à la loi de distribution de Maxwell. 
Soit » le nombre total des molécules contenues dans l'unité de volu- 
me. Le nombre des molécules comprises dans l’angle solide dQ 
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et tombant par unité de temps sur la surface S sous un angle 8 par 


x 


rapport à la normale à S, est égal à nv S cos ® a . Un nombre égal 
dNcn de molécules sera réfléchi dans un angle solide dQ symétrique 
au précédent par rapport à la normale à S. Le nombre total des 
molécules incidentes est donné par la formule (75.5), ie. Nes = 
= 1/4 nv. On obtient alors 

dNea— Mol cos à dQ. (96.7) 


TC 


6. Revenons maintenant au problème de l'écoulement moléculaire 
du gaz à travers un tube. Posons que le tube est cylindrique et de 


Fig. 93 


rayon a. Comme le débit Q de gaz est le même à travers toutes les 
sections du tube, on peut prendre le débit à travers la section droite 
S au milieu du tube (fig. 93). Faisons coïncider le plan de la section 
droite S avec le plan de coordonnées ŸZ, l'axe X étant dirigé paral- 
lèlement à une des génératrices du cylindre. Soit dS une aire élé- 
mentaire de la section S. Prenons sur la surface latérale du cylindre 
une zone infiniment courte de largeur dx’ et sur cette zone une aire 
élémentaire dS’. En se plaçant au milieu de dS’ on voit l'aire dS 


sous l'angle solide dQ — er. Le nombre dN de molécules 


issues de dS’ et traversant l'aire dS par seconde est égal à 
Ÿ cos Ê” 
2 


an = Neo cos #” das — Neo Cos Ÿ cos Ÿ7 
TT rR 


as dS”, 


où R désigne la distance de séparation de dS”’ et dS, 8 et 8’ sont 
les angles que font les normales à dS et dS’ et la droite reliant les 
centres de ces éléments de surface. Le nombre MW, correspond 
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à l'emplacement de dS’ et dépend de sa coordonnée x: No = 
= Nooi (x). 

Pour calculer le nombre total N de molécules traversant par 
unité de temps la section S, on doit intégrer l'expression de 4aN 
par rapport à la section S et à la surface latérale du cylindre. Or 
comme toutes les surfaces élémentaires dS’ se trouvant sur la zone 
cylindrique sont symétriques par rapport à la section S, on peut 
remplacer dS”’ par l'aire de la zone égale à 2nadx. Pour faciliter 
le calcul on placera le sommet de l’angle solide dQ@ sur l’axe Y 
comme indiqué sur la figure 93. Soient y et z les coordonnées du 
centre de dS. On aura alors 


us Fc 
cosÜ——, cos Ÿ =. 


l 
#3 


N = 2a | y dS | Neot (x) Fr dr. 
L 


2 


Si le nombre N,1 de chocs était le même tout le long du tube, 
i.e. indépendant de x, l'expression Neo (x) x/R4 se trouvant sous 
le signe d'intégration serait une fonction impaire de x et l'intégrale 
en x serait égale à zéro. Supposons encore que la fonction Voc (x} 
varie assez lentement le long du tube, et développons-la en série 
suivant les puissances de x jusqu’au terme en x°: 

= dN co! 1 dN co ) 2 
Ncoi = Neo (0) + ( dr }2++( dx NS 
Lors de l’intégration sur x le premier et le dernier terme ne contri- 
buent aucunement à l'intégrale et on obtient 
se 
2 
N=2a See | y dS | dx. 
A 
É 


2 


Considérant que le tube est long, on peut remplacer les limites 
finies de la dernière intégrale par des limites infinies. Pour calculer 
toute l'intégrale introduisons dans le plan dé la section S les coor- 
données polaires r et q en plaçant l’origine du système de coordon- 
nées polaires au point O. On aura alors y = r cos p, R? = r? + z?, 
ÀS = r dr d et par suite 


ELA 


Se ++ 2a cos @ +00 : 

_ col | 2 Da 

N = 2a | cos p dp | rè dr Î END dx, 
x 0 — 00 


2 


474 EFFETS Di: TRANSPORT DANS LES GAZ [CH. VIT 


L'intégrale en x est égale à 


+00 
| Re = (+ foi ir) = 7 
rar EE Ur PORN eus lie Dr 
= 00 
Après intégration complète on obtient 
Le, 8rai dNcol 
Ness (96.8) 
En régime d'écoulement permanent la quantité W et la dérivée 


Sol restent constantes tout le long du tuhe. En remarquant encore 
que Neo = 1/4 nv, on obtient sans peine 

dN col Ni Na 

dr nai 

En portant cette expression dans (96.8) on retrouve la formule (96.5). 
On ne doit attacher aucune importance au fait que les valeurs numé- 
riques du coefficient C coïncident dans le calcul approché et le 
calcul exact. 


PROBLÈMES 


1. Un vase en verre ayant une épaisseur des parois { — 5 mm et une capa- 
cité V = 1 l est rempli d’azote et placé sous vide. Un canal cylindrique de rayon 
a = 0,1 mm est apparu dans la paroi du vase. La pression initiale du gaz contenu 
dans le vase est tellement petite que le rayon du canal peut être considéré comme 
négligeable par rapport à la longueur de libre parcours des molécules gazeuses. 
Calculer la variation de la concentration des molécules d'azote dans le vase en 
fonction du temps. Déterminer le temps t au bout duquel la pression dans le 
vase diminuera de e fois si la température du gaz 7 = 300 K est maintenue cons- 
tante. 


t 

Réponse. n= np “,T— Le 5.405 8 — 83,4 mn. 

2nav 

2. Un vase en verre ayant une épaisseur des parois À — 3 mm et une capa- 
cité V = 1 l est évacué et placé dans une sine bière de gaz carbonique (CO:). 
Un canal cylindrique de diamètre D = 0,1 mm est apparu dans la paroi. La 
pression du gaz ambiant est tellement petite que le diamètre du canal est négli- 
geable par rapport à la longueur de libre parcours des molécules gazeuses. 
Calculer la variation en fonction du temps de la concentration des molécules 
a dans le vase ainsi que le temps x au bout duquel la pression y deviendra 
êgale à (e — 1)/e — 0,628 de la pression du gaz ambiant à la température T — 
- 800 K maintenue constante. 


Réponse. n—=n9(1 — #6) 


= PI 34085 101 mn-8,88 heures. 
xDèv 


3. Deux vases de volumes V, et V, sont réunis entre eux par un tube cylin- 
drique capillaire de rayon a et de longueur /, par lequel s'effectue un écoulement 
moléculaire isotherme de gaz d'un vase dans l’autre. Sachant que les concentra- 
tions initiales des molécules de gaz dans les deux vases étaient n,0 et 20, calculer 
la variation des concentrations n, et », en fonction du temps. 
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ma 


Solution. Pour décrire l'écoulement on utilise le système d'équations 
différentielles : 
dns __NRa—m dn2 Ni Re 
dt Ta * dt TT 
où 
3V.L 3V,! 
Ti = = 
2raÿv 27ra3v 


En faisant la différence de ces équations on trouve 
d Ni 
DR ee 
uvac 


En intégrant et compte tonu des conditions initiales on obtient 
t 


Ni No (10 — og) € 


Portons cette expression dans le système d'équations initial et intégrons. Il en 


résulte 
t 
R10%1 + 20% + 
nine R10 — 20) € 
1 Ti Te + — — 3 LT ( 10 20) , 
LA 
Ra0Te "+ R10T1 T+ T7 
= + ——— (Roc — A0) € 
T1 + Tite 


CHAPITRE VIII 


LES GAZ RÉELS 


$ 97. Forces moléculaires et écarts aux 
lois des gaz parfaits 


14. Les lois des gaz parfaits sont des lois approchées. Les écarts 
à ces lois sont quantitatifs et qualitatifs. Les écarts quantitatifs 
se manifestent en ce que pour les gaz réels l'équation de Clapeyron 
PV = RT n'est vérifiée que de façon approchée. Les écarts qualita- 
tifs témoignent de l'existence de différences plus profondes entre 
gaz parfaits et réels. Les gaz réels peuvent être condensés à l’état 
liquide et à l’état solide, ce qui aurait été irréalisable s'ils véritiaient 
exactement l'équation de Clapeyron. 

La cause des écarts aux lois des gaz parfaits tient à l'existence 
de forces d'interaction entre les molécules de gaz dont la théorie des 
gaz parfaits ne tient aucun compte. Si ces forces d'interaction déter- 
minent la formation de composés chimiques, on les appelle forces 
d'interaction chimiques ou encore forces de valence. Si les forces d’in- 
teraction ne conduisent pas à la formation de composés chimiques, 
on les appelle forces moléculaires. Nous supposons dans ce qui suit 
qu’il ne se produit dans les gaz aucune réaction chimique ou que 
celle-ci est terminée ; ainsi nous n’aurons pas à considérer les forces 
chimiques. Si le gaz est ionisé, on voit apparaître des forces d'attrac- 
tion et de répulsion coulombienne s’exerçant entre les ions. Ces forces 
coulombiennes déterminent le comportement du plasma qui est le 
gaz ionisé quasi neutre (cas où les charges portées par les ions positifs 
sont exactement compensées par les charges des ions négatifs). 
La physique du plasma est une branche de la physique en plein 
développement .et qui trouve de nombreuses applications en astro- 
physique, dans la théorie de la propagation des ondes radioélectri- 
ques, dans le problème des réactions thermonucléaires contrôlables, 
etc. Il serait cependant prématuré de parler des propriétés du 
plasma, car leur étude exige la connaissance préalable d’autres 
sections de la Physique (électricité, physique atomique). Ici nous 
n'envisagerons que les gaz constitués par des molécules ou des 
atomes électriquement neutres. La nature des forces chimiques ne se 
distingue pas de celle des forces moléculaires qui toutes deux sont 
des forces d'interactions électriques entre les charges élémentaires 
entrant dans la structure des molécules et des atomes. C’est seule- 
ment à la suite de l’avènement de la mécanique quantique qu’on 
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est arrivé à la compréhension de la nature des forces moléculaires 
et chimiques. Ne pouvant aborder ici cette question, nous nous 
contenterons de quelques remarques faites dans le cadre des concep- 
tions classiques. 

2. À grandes distances les forces moléculaires sont des forces 
d'attraction que l’on appelle forces de Van der Waals (1837-1923), 
physicien hollandais qui établit les fondements de la théorie des 
gaz réels. Une question vient aussitôt à l'esprit: comment peuvent 
apparaître des forces d’attraction entre des particules structurées 
et constituées par des charges élémentaires si elles sont électrique- 
ment neutres ? Pour bien saisir la question il importe de tenir compte 
des circonstances suivantes. À l’intérieur des particules les charges 
opposées ne se trouvent pas en un même point où elles se neutrali- 
sent. De ce fait leurs actions extérieures ne sont pas identiquement 
nulles et autour de chaque atome et de chaque molécule il existe 
un champ électrique qui décroîft à un taux plus ou moins grand 
avec la distance. D'autre part, sous l’action d'un champ extérieur, 
la position et le mouvement des charges internes se modifient légè- 
rement, les charges positives se déplacent dans le sens du champ 
électrique et les charges négatives en sens opposé. Cet effet porte 
le nom de polarisation électrique. Imaginons deux particules composées 
4 et 2 électriquement neutres se trouvant à si petite distance l’une 
de l’autre que le champ électrique £, créé par la première particule 
présente à l'emplacement de la seconde une intensité encore notable. 
Sous l’action de ce champ la particule 2 se polarise et le champ élec- 
trique E, qu’elle crée à l'emplacement de la première s'en trouve 
renforcé. Sous l’action du champ Æ;, la première particule se pola- 
rise elle aussi et le même processus recommence avec pour résultat 
que les particules porteront face à face des charges opposées. Elles 
s'attireront mutuellement comme le font des aimants permanents 
se faisant face avec des pôles opposés. Ces forces s'appellent forces 
de dispersion. Cette dénomination résulte de ce que la polarisabilité 
des molécules détermine également la permittivité diélectrique ei 
l'indice de réfraction des gaz (dispersion optique). 

Outre les forces de dispersion, peuvent s'exercer entre les molé- 
cules de gaz les forces dites dipolaires qui sont elles aussi. des forces 
d'attraction, mais plus faibles que les forces de dispersion. Les 
forces dipolaires dépendent de la température des gaz et se manifes- 
tent lorsque les molécules gazeuses sont polarisées en l'absence de 
tout champ électrique extérieur. On dit alors que l’on a affaire à des 
molécules polaires. Placées dans un champ électrique extérieur, les 
molécules polaires s’orientent le long du champ comme le fait une 
aiguille aimantée dans un champ magnétique. Considérons deux 
molécules polaires en interaction mutuelle. Dans le champ électrique 
d’une molécule, l’autre tend à s'orienter le long de ce champ, de 


+ 


sarte que les molécules cherchent à s'orienter l'une par rapport 
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à l’autre de manière à ce que leurs extrémités opposées soient en 
face l’une de l’autre. Ainsi apparaît entre les molécules une force 
d'attraction. Comme l'alignement des molécules est constamment 
perturbé par l’agitation thermique, il est évident que les forces 
dipolaires doivent dépendre de la température du gaz. 

On démontre aisément que lorsque la distance entre les molécules 
est grande vis-à-vis de leurs dimensions, les forces de dispersion et 
dipolaires décroissent en raison inverse de la distance élevée à la 
puissance sept. Comme nous n’aurons jamais l’occasion d'utiliser 
ce résultat, nous ne le démontrerons pas. Le lecteur sera à même d’en 
faire la démonstration après qu'il aura étudié l'électricité. 

Il est évident que les considérations ci-dessus sont insuffisantes. 
D'ailleurs la théorie classique n’est pas en mesure de résoudre de 
manière conséquente le problème des forces moléculaires et chimi- 
ques, puisqu'elle ne peut expliquer l'existence des molécules et 
des atomes en tant que systèmes complexes construits avec des 
particules élémentaires portant des charges électriques. Du point 
de vue de la théorie classique, ces systèmes structurés ne sauraient 
être stables. 

Lorsque la distance de séparation est petite, il se produit une 
interpénétration des enveloppes électroniques des particules intera- 
gissantes et les forces d'attrac- 
tion moléculaires cèdent la place 
à des forces de répulsion. On 
démontre en théorie quantique 
que les forces de répulsion de- 
viennent très grandes lorsque la 
distance entre les particules de- 
vient très petite. Les forces de 
répulsion décroissent très rapi- 
dement avec l'accroissement de 
la distance; lorsque celle-ci de- 
vient supérieure au « diamètre » 
des particules en interaction, 
les forces de répulsion décrois- 
sent avec l'augmentation de la 
distance suivant une loi expo- 
nentielle. 

Fig. 94 3. Il est commode de caracté- 

riser les interactions entre les mo- 

lécules par l'énergie potentielle d'interaction U(x)en fonction de la 
distance x entre les centres des molécules lorsque celles-ci se trou- 
vent à proximité l’une de l’autre. Conformément aux considérations 
développées ci-dessus, il est clair que la fonction U (x) doit pré- 
senter l'allure représentée sur la figure 94. Elle présente un minimum 
là où les forces d'attraction sont compensées par les forces de répulsion. 
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En théorie des gaz, on arrive à des résultats satisfaisants en 
utilisant la forme approchée de la fonction U (x): 

U(n= +, (97.1) 
où a, et a, sont des constantes. Cette formule s'appelle potentiel de 
Lennard-Jones. Le premier terme caractérise les forces de répulsion. 
et le second les forces d'attraction de Van der Waals. La force d’at- 
traction diminue en raison inverse de la distance élevée à la puis- 
sance sept (puisque F = —dU/dx). On peut donc estimer que le ter- 
me —4a/x$ est théoriquement correct (pour les grandes valeurs 
de x). Quant au premier terme, on doit le considérer comme une 
simple approximation. 

Dans la théorie de l'équation d'état de Van der Waals on utilise 
une approximation encore plus grossière. Comme dans sa partie 
de gauche la courbe U (x) croît très rapidement, on la remplace 
par une droite verticale, comme représenté en pointillé sur la figu- 
re 94. En notant d la distance de cette droite à l’origine des coordon- 
nées, on voit que les centres des particules interagissantes ne peuvent 
se trouver l’un de l'autre à une distance plus petite que d. Cette 
approximation correspond donc au modèle des billes rigides entre 
lesquelles s’exercent des forces d'attraction. C’est ce modèle que 
nous mettrons en œuvre dans ce qui suit. La prise en compte des 
forces de répulsion s’effectue en posant que les billes sont de dimen- 
sions finies. Ces forces ne se manifestent que lors des chocs des 
billes. La distance d joue ainsi le rôle de diamètre de la molécule. 
Il va de soi que le diamètre de la molécule est une grandeur qui 
est définie de façon imprécise. 

La notion de sphère d'action d'une molécule est une notion encore 
plus floue ; cette notion est introduite en posant que les forces d’at- 
traction s’exerçant sur une molécule ne se manifestent qu'à l’inté- 
rieur de la sphère d’action et sont nulles en dehors de celle-ci. Il est 
évident qu'il est impossible de définir exactement le rayon de la 
sphère d'action, puisque tout dépend de la précision des calculs. 
Il est de l’ordre de 10-7 cm. 


$ 98. L’équation de Van der Waals 


1. En adoptant le modèle des billes rigides, nous allons établir 
les modifications qu'apporte la prise en compte des forces molécu- 
laires à l'équation d'état des gaz. Commençons par étudier l'influen- 
ce des forces de répulsion, ou ce qui revient au même, celle des dimen- 
sions finies des molécules. En supposant qu'il n’y à pas de forces 
d'attraction, il est facile de se faire une idée qualitative du rôle 
des dimensions finies des molécules. À température et concentration 
constantes, le nombre de chocs des molécules contre une paroi est. 
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plus grand dans le cas de molécules de dimensions finies que si les 
molécules étaient des particules ponctuelles. La raison en est que 
dans un gaz le transfert de la quantité de mouvement s'effectue 
dans un espace libre avec des vitesses thermiques et dans un espace 
occupé par des molécules absolument rigides, avec des vitesses infi- 
nies. Par suite dans ce dernier cas la pression du gaz est plus grande. 

Passons aux considérations quan- 
titatives. Supposons que la densité 
du gazestsuffisamment petite pour 
que les cas de choc simultané de 
trois molécules (interactions mu- 
tuelles de trois molécules) soient 
très rares. Beaucoup plus fréquents 
seront les chocs entre deux molé- 
cules qui entrent ainsi en interac- 
tion mutuelle sans être soumises à 
l'influence de toutes les autres mo- 
lécules. Ce sont des interactions 
dites paires. Nous ne tiendrons comp- 
te que des interactions paires et 

Fig. 95 nous négligerons complètement les 

chocs entre trois, quatre et plusieurs 

molécules. Il est évident qu’on ne peut obtenir ainsi une équation 

d'état valable pour les grandes densités. Tout ce qu'on peut attendre 

d'un tel procédé est de trouver des termes correctifs à l'équation 
de Clapeyron. 

Supposons d’abord qu’un vase à parois lisses de volume V ne 
contienne que deux molécules identiques Z et 2 animées de mouve- 
ments thermiques (fig. 95). Les molécules entrent en collisions 
mutuelles et également avec les parois du vase, ce qui fait apparaître 
une pression sur les parois. La valeur de la pression est déterminée 
par l'énergie cinétique totale des deux molécules et ne dépend pas de 
la répartition de cette énergie entre les molécules (cf. $ 59). Pour 
calculer la pression on supposera qu’une des molécules, la molécu- 
le 2 par exemple, reste tout le temps immobile, tandis que la molé- 
cule 7 se meut avec une énergie cinétique double. Le résultat de 
valcul n’en sera pas affecté. Les centres des molécules ne peuvent 
se rapprocher l’un de l’autre à une distance inférieure à d. Traçons 
autour de la molécule 2 une sphère de protection de rayon d, comme 
nous l’avons fait au $ 86 dans le calcul de la longueur de libre 
parcours moyen. Si on assimile la molécule 1 à un point, il est 
évident qu'elle ne peut pénétrer dans la sphère de protection tracée 
autour de la molécule 2. Cela signifie que le volume dont dispose 
la molécule Z est diminué du volume de la sphère de protection 
de la molécule 2, qui vaut “/;nd°. Cette quantité est le quadruple 
de la somme des volumes des deux molécules. 


IR 
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Considérons maintenant le cas où le volume V contient N molé- 
cules identiques. Pour calculer la pression sur la paroi du vase on 
peut raisonner comme si la moitié V/2 de ces molécules étaient 
immobiles; on remplace alors ces molécules par leurs sphères de 
protection et les autres N/2 molécules par des points se mouvant 
avec une énergie cinétique deux fois plus grande. Ainsi ce serait 
un gaz parfait comportant N' = N/2 molécules ponctuelles ayant 
une température T' = 2T. Ces molécules disposeraient alors d’un 
volume égal à la différence entre le volume V du vase et le volume 
égal à la somme des volumes des W/2 sphères de protection des molé- 
cules fixes. Si nous notons b ce dernier volume, le volume disponible 
pour les molécules mobiles sera égal à V — b. La pression que les 
molécules mobiles exercent sur les parois du vase est égale à 


P=nkree M pre NT, 


Si le vase contient une mole de gaz 
P(V—b) = RT. (98.1) 
FT T 
di — + 27 Na, ce 


qui représente quatre fois le volume des N Sécu lée 

2. Dans ce qui précède nous avons négligé la circonstance sui- 
vante. Le centre d’une molécule se dirigeant vers une paroi ne peut 
s’en approcher à une distance plus petite que d/2. Cela signifie 
que le volume d'une couche d'épaisseur d/2 adjacente à la paroi 
est inacessible aux centres des molécules. Sur la figure 95 nous 
avons indiqué en pointillé la frontière de cette couche. Le volume 
de cette couche vaut S-d/2, où S est l'aire de la surface intérieure 
du vase. Nous n'en avons pas tenu compte dans nos calculs. On peut 
négliger ce volume lorsque S:d/2 € b, soit S € #/sn Nd?. Si le vase 
est une sphère de rayon À, cette condition s'écrit 


R&daVN. (98.2) 


Pour une mole de gaz, avec d — 107% cm, on trouve R < 104 cm — 
== 400 m. La pression du gaz dans une sphère de cette dimension 
est égale à +10"? atm. 

3. Comme la pression P du gaz ne peut être négative, il résulte 
de la formule (98.1) qu'on doit avoir V => b, quelle que soit la 
pression. Ainsi on n'arriverait à V — b que pour P = . Cette 
conclusion est erronée et ce pour les raisons suivantes. La constante b 
est égale à quatre fois le volume de toutes les molécules de gaz. 
Or si on assimile les molécules à des billes rigides, on peut les loger 
toutes dans un volume plus petit. Il est naturellement impossible 
de les loger dans le volume b/4 égal à la somme des volumes de toutes 
les billes puisque même avec l'empilement le plus dense, il restera 


2101799 


La quantité b est évidemment égale à b — 


386 LES GAZ RÉELS {CH VIT 


des interstices entre les billes. À l’empilement le plus dense des 
billes (cf. fig. 175, a) le volume total b/4 de toutes les billes est 
égal à x/(3 V 2) — 0,74 du volume du corps résultant (cf. & 134). 
Il en résulte que le volume minimal auquel on peut réduire notre 


se 


modèle de gaz vaut b = 0,337b et non pas b comme l’infère 


l'équation (98.1). de est donc la cause de cette conclusion erro- 
née? Nous avons établi l'équation (98.1) en supposant que les chocs 
entre molécules ne pouvaient concerner que des paires de molécules, 
mais nous l'avons appliquée dans un cas où cette condition n'était 

plus vérifiée. En effet, chaque 


; 4 fois que l’on empile des billes, 
nn’ 7) rer chaque bille se trouve en contact 
+ eu : à es 


avec plusieurs billes avoisinan- 
tes, donc la condition d’établis- 
sement de (98.1) n’est plus res- 
pectée. 
4. Examinons maintenant 
l'influence qu'’exercent les forces 
Fig. 96 d'attraction moléculaires. Suppo- 
sons qu’il n’ya pas de forces de 
répulsion et modifions en conséquence le modèle du gaz. Assimi- 
lons les molécules à des points entre lesquels s’exercent des forces 
d'attraction. A la différence des forces de répulsion qui ne se mani- 
festent qu'à courte distance, les forces d’attraction moléculaires 
sont des forces à grande distance. Les interactions s’exercent simulta- 
nément entre plusieurs molécules, de sorte que l'hypothèse des 
interactions paires devient inadéquate. Traçons autour de chaque 
molécule une sphère d'action moléculaire. Si cette sphère se trouve 
toute entière à l’intérieur du gaz, les forces que les molécules avoisi- 
nantes exercent sur une molécule donnée se compensent en moyenne 
(fig. 96). Si la molécule se trouve à proximité d’une des parois du 
vase contenant le gaz, la sphère d'action ne se trouve plus entourée 
de toutes parts par le gaz; les forces ne se compensent plus mutuelle- 
ment, car il y a davantage de molécules tendant à entraîner la 
molécule concernée vers l’intérieur du gaz que de molécules qui 
l’entraînent à la périphérie du gaz. Il apparaît ainsi près des parois 
une couche de gaz périphérique d’une épaisseur égale au rayon de la 
sphère d'action moléculaire. En moyenne chaque molécule de cette 
couche est soumise à l’action d’une force f dirigée vers l'intérieur 
du gaz. Cette force f est maximale lorsque la molécule est en contact 
avec la paroi et diminue lorsqu'elle s’en éloigne. 
Après réflexion sur une paroi, l'impulsion des molécules inci- 
dentes change. On calcule cette variation d’impulsion comme nous 
l'avons fait au $ 59 lors du calcul de la pression des gaz parfaits. 
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La variation que subit par seconde l’impulsion de toutes les molé- 
cules tombant sur l'unité de surface de la paroi et s’y réfléchissant 
est égale à 1/, nm (v?). Mais à la différence des gaz parfaits, l'impul- 
sion des molécules tombant sur la paroi varie non seulement sous 
l’action de la force de pression qu’exerce la paroi, mais encore sous 
celle des forces que leur appliquent les molécules de la couche péri- 
phérique pour les entraîner à l’intérieur äu gaz. Sous l’action de 
ces dernières forces la molécule peut se réfléchir avant d’avoir at- 
teint la paroi. Conformément à la troisième loi de Newton, on peut 
remplacer les forces agissant sur les molécules qui volent vers la 
paroi par des forces opposées agissant sur les parois et les molécules 
de la couche périphérique. Soient P la valeur moyenne de la force 
de pression du gaz sur la paroi et P; la force moyenne (rapportée 
à l'unité de surface) tendant à entraîner les molécules de la couche 
périphérique à l’intérieur du gaz. On a alors 


P + P; = 1), nm (v°) 


P+P,= nkKT. (98.3) 


Nous voyons que la pression P appliquée à la paroi ne dépend 
que de la substance de la paroi; on peut donc remplacer la paroi 
par le gaz lui-même. Coupons en pensée le gaz en deux parties. 
La pression qu’une partie du gaz exerce sur l’autre sera la même 
que si cette dernière était une paroi solide. Elle sera égale à P et 
non plus à P + P; ou à n’importe quelle autre combinaison de ces 
deux termes. C’est justement cette pression P qui figure dans les 
équations de l'hydro- et de l’aérodynamique. 

La force P; s'appelle pression interne ou pression moléculaire. 
On peut la représenter par P; = (Nenf), où f est la force agissant 
sur les molécules de la couche périphérique et N,, le nombre de 
molécules rapportées à à l'unité de surface de la couche périphérique. 
On peut écrire aussi P; — (Nop)(f). Les deux quantités (Non) et 
{f) sont proportionnelles à à la densité du gaz ou inversement propor- 
tionnelles à son volume. Si l’on prend une mole de gaz, on peut 
poser 


ou 


P,= e ; (98.4) 


où a est une constante caractérisant le gaz. L’équation (98.3) s'écrira 
alors 


(P + )V=RT. (98.5) 


5. Il nous reste à considérer le cas de l’action simultanée des 
forces de répulsion et d'attraction. Dans le cas d’un gaz de faible 
densité, qui est celui qui nous occupe. on peut introduire de manière 
indépendante les corrections tenant compte des forces de répulsion 


15e 


( 
> 
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et des forces d’ attraction. En combinant les formules (98.1) et (98.5) 
on obtient 


(? +) (V—b)=RT. (98.6) 


C'est l'équation de Van der Waals, qui l’établit théoriquement en 
1873. La théorie conduisant à l'équation (98.6) exige que soient 
vérifiées les conditions 


bKV, HT < P. (98.7) 


Elle postule en outre que les molécules gazeuses sont à symétrie 
sphérique, puisqu'elle se fonde sur le modèle de billes rigides. C'est 
pour cela qu’en réalité les quantités «a et b dépendent de la tempéra- 
ture même si le gaz est peu dense. 

Pour les gaz denses, l'équation de Van der Waals cesse d’être 
vérifiée quantitativement tout en donnant une description qualita- 
tivement valable. Nous utiliserons donc cette équation pour décrire 
le comportement qualitatif des substances dans tout le domaine de 
variation de la pression et de la température. Dans ces conditions 
on devra la traiter comme une équation semi-empirique et approchée. 
Les. gaz qui vérifient exactement l'équation (98.6) sont appelés 
gaz de Van der Waals. Il est évident que ce sont des gaz idéalisés. 

Ecrivons l'équation de Van der Waals pour un nombre quelcon- 
que v de moles de gaz. Si le gaz occupe un volume V, le volume 
molaire sera égal à V/v. C'est cette quantité que l’on doit utiliser 
à la place de V dans l'équation (98.6). On obtient ainsi 


(P+%) (£-e)=rr, (98.8) 
ou 
(P+ F }(W—v8) = vRT. (98.9) 


6. Selon la loi de Boyle-Mariotte pour les gaz parfaits le produit 
PV est une constante si la température est maintenue constante. 
Voyons comment se comporte ce produit pour un gaz de Van der 
Waals. Dans les études expérimentales il est commode de déterminer 
la dépendance de PV avec P à température constante. Pour en 
faire l'étude théorique il vaut mieux étudier la dépendance de PV 
avec la densité du gaz Ô = u/V. Récrivons l'équation (98.6) comme 
suit: 
_RAV __ à 
VV VE ‘ 


Multiplions par V et remplaçons V par u/8 dans le second membre 


LT a 
pv=- #6, 


P= (98.10) 
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où u est le poids moléculaire du gaz. Pour trouver l’extrémum de 


cette expression, nous prenons sa dérivée par rapport à ô. En l'éga- 
lant à zéro et en remarquant que u >> bô, on trouve que l’extrémum 


correspond à de 
o#{(1-7 #7), (98.11) 


L'étude de la dérivée seconde montre que cet extrémum est un 
minimum. Ainsi en soumettant un gaz de Van der Waals infiniment 
raréfié à une compression isotherme, sa contraction sera d’abord 
plus importante que celle d’un gaz parfait, puis après que le mini- 
mum de PV aura été atteint, sa contraction sera plus petite que 
celle d’un gaz parfait. Ce comportement se comprend fort bien. 
Dans un gaz raréfié ce sont les forces d'attraction propices à la 
contraction du gaz qui prédominent sur les forces de répulsion qui 
s'opposent à la compression. Par contre, dans les gaz denses, ce 
sont les forces de répulsion qui déterminent. surtout leur comporte- 
ment. Lorsque la température croît, le minimum de PV se déplace 
vers des valeurs plus petites de à puisqu’à mesure que la température 
croît, le nombre de chocs augmente et le rôle des forces de répulsion 
ne fait qu'augmenter. Lorsque RTb/a = 1, le minimum se situe 
à l’origine des coordonnées 6 = 0. La température correspondante 
est appelée température de Boyle. Elle est égale à 


Tr= Re (98.12) 
Lorsqu'on soumet un gaz à la compression au-dessous de la tempé- 
rature de Boyle, le produit PV passe par le minimum. C'est le 
comportement usuel de la majorité des gaz à la température ordinai- 
re. Au-dessus de la température de Boyle les forces de répulsion 
sont toujours plus intenses que les forces d'attraction: lorsque 6 
augmente, le produit PV croît de façon monotone. C’est ainsi que 
se comportent l'hydrogène et l’hélium à la température ordinaire. 


& 99. Seconde méthode de calcul des termes 
correctifs tenant compte des forces 
d’attraction entre les molécules. 
Équation de Dieterici 


1. Dans ce qui suit nous exposons une autre méthode de calcul de l’influen- 
ce de la couche périphérique sur l'équation d'état. Négligeons d’abord les 
forces d'attraction moléculaires exercées par la paroi sur les molécules gazeuses. 
Supposons que la paroi n’agit sur les molécules gazeuses que lorsque celles-ci 
entrent en collisions avec la paroi. Nous avons montré au paragraphe précédent 
que les molécules de la couche périphérique sont soumises à l’action d’une force 
résultante dirigée vers l’intérieur du gaz. 11 s'ensuit que la concentration de ces 
molécules doit diminuer lorsqu'on se rapproche de la paroi suivant la formule 
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de Bolizmann 
U 
R=noe À, (99.1) 
où U est l'énergie potentielle de la molécule. C’est ce qui explique la diminu- 
tion de la pression exercée par le gaz sur la paroi. L'énergie U dépend de la dis- 
tance x entre la molécule et la paroi. Elle est maximale sur la paroi et diminue 
rapidement avec l'accroissement de x. Nous poserons que sa valeur à l'infini 
U est égale à zéro. (Toutes les distances supérieures au rayon de la sphère 
d'action moléculaire sont considérées comme infinies.) La pression exercée par 
le gaz sur laparoi est déterminée par la concentration », des molécules contenues 
dans la couche périphérique et non par la concentration interne n.. En admet- 
tant que les molécules sont ponctuelles on peut écrire comme dans le cas d’un 
gaz parfait 
Us 
P=nkT=nekTe FT, (99.2) 


où U, est la valeur de l'énergie potentielle de la molécule sur la paroi du vase. 
Uo 
Si la condition U, & 4T est vérifiée, on a eXT æ 1 + re , ét par suite 


P + nœoUy = RokT. (99.3) 


La force d’attraction appliquée à une molécule de la couche périphérique et 
par suite son énergie potentielle U, sont proportionnelles à la concentration 
des molécules gazeuses ñn« = N/V. On peut donc écrire U, = an, où & est 
une grandeur constante pour un gaz donné. La formule précédente devient (P + 


+ œnû) = nokT où 


(P +) V=RT, (99.4) 


si on introduit une nouvelle constante a = œNW?, C’est la même formule que 
CES Remarquons encore que l’énergie potentielle exprimée en termes de a 
s'écrit 


Uo=-ye (99.5) 


2. Les molécules de la couche périphérique sont attirées non seulement par 
les molécules du gaz, mais aussi par celles de la paroi. Cette force d attraction doit 
donner lieu à un accroissement de la densité de la couche périphérique et donc à 
l'augmentation de la pression exercée par le gaz sur la paroi. On arrive ainsi à 
un résultat paradoxal : la pression du gaz sur la paroi et la constante a de l’équa- 
tion de Van der Waals doivent dépendre de la substance de la paroi. Orcerésultat 
de infirmé par l'expérience et le raisonnement est donc erroné. Voyons de quoi 
il s agit. 

La force F déterminée par les chocs des molécules contre la paroi et qui agit 
sur l'unité de surface. de celle-ci augmente effectivement. Mais ce n’est pas la 
seule force appliquée à la paroi. La paroi attire à soi le gaz. D'après la troisième 
loi de Newton, le gaz attire la paroi avec une force égale et opposée que nous 
noterons F,. Pour trouver la pression exercée par le gaz sur la paroi, on doit sous- 
traire F, de F. Nous allons montrer qu’à la précision des calculs mis en œuvre 
pour établir l'équation de Van der Waals, le résultat ne doit pas dépendre de la 
nature du matériau de la paroi. 

Soit U”’ (x) l'énergie potentielle d’une molécule dans le champ des forces 
d'attraction de la paroi. On doit mettre la formule de Boltzmann sous la forme 
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sivante : 
_.U+u" 
n=hoe ÀT., 
A la place de (99.3) nous aurons 
F=n0kT — no (Uo+U;). 
Calculons la force F.. La paroi attire une molécule avec une force f, égale en va- 


leur absolue à f, — dU'/dx. Le nombre de molécules contenues dans l'unité de 
surface de la couche périphérique d'épaisseur dx est ndr. Par suite, 


Co co 0 
Fi= | nfidz= | n D dz= | ndU". 
Û 0 


dz 
Us 
Dans l'approximation utilisée on n’a pas à tenir compte de la variation de la 
concentration » en fonction de la coordonnée x; ainsi F, = —nUg. En sous- 


trayant cette grandeur de F nous obtenons 


P=F—F,= not — noUy 


résultat identique à (99.3). Ainsi la pression P est in- 
dépendante de la substance dont est faite la paroi. 
Il est difficile de généraliser cette démonstration 
aux gaz dej grandes densités en se fondant sur le méca- Fig. 97 
nisme de! l’effet ; il est d'ailleurs inutile de le faire, On 
arrive-à démontrer en se fondant sur des considérations générales que la pression 
exercée par le gaz sur une paroi ne dépend pas du matériau. Considérons un réci- 
pient cy nie fermé contenant un gaz; les bases AB et CD du cylindre sont 
en matériaux différents (fig. 97). Supposons que le gaz soit dans un état d'équi- 
libre. Si les pressions sur les faces AB et CD étaient différentes, le récipient se 
serait mis en mouvement et l équilibre postulé aurait été impossible. 
3. Reprenons la formule (99.2) sans chercher à remplacer la fonction expo- 
nentielle par une fonction linéaire. Compte tenu de (99.5) on obtient alors 


a a 
P=nshkTe FIV = se e RTV, 


Introduisons le terme de correction tenant compte du volume fini des molécules, 
comme nous l'avons fait au paragraphe précédent. On trouve alors 


P(V—b)= RTe RIV, (99.6) 


C’est l'équation de Dieterici. A la limite où b € V et a € RTV, l'équation (99.6) 
se réduit à l'équation de Van der Waals. Pour assurer ce passage à la limite, on 
US dans la; formule (99.6) la fonction exponentielle par une fonction li- 
néaire : 


Dans le dernier terme on néglige b. L'erreur ainsi commise est du second ordre 
de petitesse par rapport aux termes correctifs a et b. Nous avons négligé les 
as de cet ordre de grandeur dans la démonstration de la formule de Van 
er Waals. Ainsi nous avons retrouvé l'équation (98.10) 4 
L'équation de Dieterici, tout comme l'équation de Van der Waals, est une 
équation semi-empirique. Ces deux équations ne sont théoriquement justifiées 
que si les conditions (98.7) sont remplies. Aux pressions modérées l'équation 
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(29.6) est préférable à l équation de Van der Waals, mais devient inutilisable aux 
grandes pressions. 

4. Outre l'équation de Van der Waals on connaît un grand nombre d’équa- 
tions empiriques ou semi-empiriques servant à caractériser les états des gaz 
réels. L'introduction de plusieurs constantes empiriques permet d'établir des 
équations en meilleur accord avec l'expérience que l’équation de Van der Waals. 
Mais du fait de la simplicité et d’une enr dation physique évidente de ses 
constantes, l'équation de Van der Waals reste encore aujourd’hui l'équation la 
plus utilisée pour l'étude qualitative du comportement des gaz et des liquides 
réels. Nous indiquons ci-après quelques autres équations d'état. 

Equation de Berthelot : 


a 

(P+mx) (V—b)=RT. (99.7) 
Equation de Clausius: 

a 
(P+pr)0-0=RT. (99.8) 

Equation de Kamerlingh Onnes: 
PV=RT (1+%+28+...) (99.9) 

V V2 ... N 0 

où By, By sont les deuxième, troisième, etc., coefficients du viriel 
qui dé endent de la température. Nous avons utilisé une équation semblable 


au $ 33 pour ramener l'échelle du thermomètre à gaz à l'échelle thermodynami- 
que. Nous y avions montré Fe l'équation d'état de n'importe quel gaz peut être 
ramenée à la forme AL our concrétiser I équation (99.9) il faut trouver les 
formes explicites de la dépendance des coefficients du viriel avec la température. 

Les équations de Berthelot et de Clausius se distinguent de l’équation de 
Van der Waals par la présence de termes correctifs empiriques. À proximité du 
point critique (voir paragraphe suivant) l’équation de Berthelot ne présente 
aucun avantage par rapport à art de Van der Waals, mais aux pressions 
moyennes elle cadre mieux avec l’expérience. L'équation de Clausius est plus 
précise que l'équation de Van der Waals puisqu elle comporte une troisième 
constante empirique c. De ce fait elle permet de tenir compte des écarts par rap- 
port à la loi des états correspondants (voir paragraphe suivant). 


PROBLÈME 


Calculer la température de Boyle d’un gaz vérifiant 1 équation de Dieterici. 
Réponse. 


Tp=s— (99.10) 


$ 100. Les isothermes du gaz de Van der Waals 


4. C'est par étude des isothermes de l'équation de Van der Waals 
qu'on arrive à en tirer le plus de renseignements. L’équation de 
l'isotherme est de la forme (98.6) ou (98.10) où T = const. À haute 
température on peut rejeter le dernier terme de (98.10) et l’isotherme 
aura la forme d’une hyperbole ayant pour asymptotes l'isobare 
P = Oet l’isochore VŸ = b. Toute autre isobare P — const ne coupe 
cette isotherme qu’en un seul point. 
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Pour pouvoir étudier les isothermes correspondant à toute valeur 
de 7, multiplions (98.6) par V?, ce qui donne 


PVS — (RT + Pb) V? + aV — ab = 0. (100.1) 


C’est une équation du troisième degré en V où la pression P figure 
à titre de paramètre. Comme ces coefficients sont réels, l'équation 


Fig. 98 


possède soit une racine réelle soit trois racines. À chaque racine 
sur le plan (V, P) correspond un point où l’isobare P — const 
coupe l’isotherme. Dans le cas où il n’y a qu’une seule racine, il 
n’y a qu’un seul point d’intersection ; c'est ce qui se produit pour 
toutes les pressions si la température est suffisamment élevée. 
L'isotherme a la forme de la courbe MN à décroissance monotone 
(fig. 98). A plus basse température et à des pressions P convenables, 
l'équation (100.1) a trois racines V,, V,, V;. Dans ces cas l’isobare 
P — const coupe l’isotherme en trois points L, €, G (fig. 98). L’iso- 
therme comporte une partie ondulée LBCAG. Elle décroît d’abord 
de façon monotone le long de la courbe DB, puis remonte sur BA 
et au-delà de À décroît de nouveau de façon monotone. À une cer- 
taine température intermédiaire les trois racines V,, V,, V4 devien- 
nent égales. Cette température et l’isotherme correspondante sont 
dites critiques. L'isotherme critique FH est une courbe qui décroît 
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de façon monotone partout sauf au point À qui est un point d’inîfle- 
xion. En ce point la tangente à l’isotherme est horizontale. Le 
point À est appelé point critique. La pression P;, le volume V; 
et la température T', correspondant au point Æ sont dits critiques. 
On dit que la substance se trouve dans un état critique si son volume 
et sa pression (et par conséquent sa température) ont les valeurs 
critiques. 

Les notions de température et d'état critiques ne sont pas-exclusi- 
vement liées à l'équation de Van der Waals. Ces notions peuvent 
être introduites pour toute équation d'état dont les isothermes pré- 
sentent une partie ondulée qui, à plus hautes températures, se trans- 
forment en courbes à décroissance monotone. Pour la suite de notre 
exposé ce n’est pas la forme de l'équation d'état qui importe, mais 
cette allure des isothermes. D'ailleurs l'existence d’une substance 
dans un état critique ne peut être justifiée à l’aide de l'équation 
de Van der Waals. On s’en rend compte en remarquant qu’on est 
amené à l'utiliser même en dehors de son domaine de validité. 
On arrive à la notion d'état critique par étude des isothermes expé- 
rimentales de différentes substances sans aucun recours à une équa- 
tion d'état « théorique » quelle qu’elle soit. Néanmoins, plutôt que 
d'emprunter cette voie empirique, nous allons montrer qu'il existe 
un lien entre les phénomènes critiques, l'équation d'état et les 
conditions générales de l’équilibre thermodynamique. Pour simpli- 
fier nous ferons tous nos calculs en partant de l'équation de Van der 
Waals, que nous considérerons cependant non comme une équation 
vraie, mais comme une équation « modèle » apte à décrire l’état 
des substances. Avec ces remarques nous sommes certains que le 
lecteur ne s’imaginera plus qu’on ne peut concevoir les états criti- 
ques sans avoir recours à l’équation de Van der Waals. 

2. Pour déterminer les paramètres critiques P,, V4 et T; nous 
remarquerons qu'au point critique l'équation (100.1) devient 


Pi VS — (RTy + Pb) V? + aŸ — ab = 0. 


Puisqu’en ce point les trois racines sont confondues et sont égales 
à V,, cette équation doit être ramenée à la forme 


Pa (V — Vi} = 0. 


En élevant à la troisième puissance et en comparant les coefficients, 
on obtient trois équations 


P,Vi— ab, 8P,Vi = a, 3P,V,= RAT, + P,b. 
En résolvant ces équations on trouve 


a 8a 

V, = 3b, Pis, Di= 5 (100.2) 
On peut retrouver ces mêmes résultats en remarquant que le 

point critique Æ est le point d'inflexion de l'isotherme dont la 
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tangente en Æ est horizontale; on doit donc avoir au point À 


(0 (Sr), 0. (400.3) 
En résolvant ces équations avec l'équation de l'isotherme (98.6) 
nous retrouvons les trois formules (100.2). 

Fe e est le coefficient critique. Selon l’équa- 
tion de Van der Waals le coefficient critique est égal à 


Le rapport K, = 


K,= PhVr à — 2,67. (100.4) 


En fait les coefficients critiques des gaz réels ont des valeurs diffé- 
rentes qui sont toutes supérieures à 8/3 ainsi qu'en témoigne le 
tableau 10. 


Tableau 10 
Substance Ky | Substance Ky 
H, 3,03 | SO: 3,60 
He 8 , 13 Ce 3, 76 
Ne 8,42 H,0 4,46 
©: 3,42 | C0, 4,49 


La température critique fondée sur l’équation de Van der Waals 
est liée à la température de Boyle (98.12) par la relation 


To Ta 3757. (100.5) 


Qualitativement cette relation est corroborée par l'expérience. 
La valeur expérimentale du coefficient numérique dans (100.5) est 
égale à 3,5 pour l’hélium, à 3,3 pour l'hydrogène et à 2,4 pour 
l'azote. 

3. Choisissons pour unités de volume, de pression et de tempé- 
rature les valeurs critiques de ces grandeurs. Mesurées avec ces 
unités, les grandeurs indiquées sont appelées volume, pression et 
température réduits. Elles sont définies par les expressions 


LA P T 
LEE 7 Me pe TR: (100.6) 


L'équation d'état exprimée en termes de ces variables sans dimen- 
sion est appelée équation d'état réduite. Pour un gaz de Van der 
Waals on tire de (100.2) 


an 
V — 3bq, Par, T= 
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En portant ces expressions dans l'équation de Van der Waals, 
celle-ci s'écrit 


(a+ )(o-+)= ir (400.7) 


Sous cette forme l’équation d’état ne contient plus aucune constante 
individuelle des substances. Les équations d'état réduites sont les 
mêmes pour toutes les substances. C'est un résultat plus général que 
l'équation de Van der Waals dont il dérive. La démonstration 
donnée ci-dessus reste valable quelle que soit l'équation d'état 
utilisée. Ce qui importe, c'est qu'elle contienne trois paramètres: 
a, bet R. Toute équation d'état jouissant de cette propriété et écrite 
en termes des quantités sans dimension @, x, t doit être valable 
pour n'importe quelle substance. Cette proposition exprime la loi 
des états correspondants. On appelle états correspondants les états 
de différentes substances caractérisés par les mêmes valeurs des 
paramètres réduits @, x et t. Il résulte de la loi des états correspon- 
dants que si pour différentes substances deux parmi les trois paramètres 
P, n, T coincident, le troisième doit également être le même pour toutes 
ces substances. Cela signifie que les substances considérées se trouvent 
dans des états correspondants. 


PROBLÈMES 


1. Etudier les formes des courbes isothermes et trouver les expressions des 
paramètres critiques d’un gaz vérifiant l'équation de Dieterici. 
Solution. L'équation de l’isotherme est donnée par (99.6) où on pose 


T= const. En calculant la dérivée (%) on constatera aisément qu'elle est de 


même signe que le trinôme du second degré f (V) = —RTV? + a (V — b). 
Dans le domaine où V < b, le trinôme est sûrement négatif et ne possède aucune 
racine. Si à — 4RTb >> 0, le trinôme a deux racines V, et V, telles que b 
< Vi < Vs Aux points V = V, et V — V, le trinôme et la dérivée (5) 
A . T 
changent de signes. On en conclut que l'isotherme sera une courbe à ondulation 
DBAE (cf. fig. 98). Pour a — 4RTb < 0 le trinôme f (V) n’a pas de racines réel- 


les et la dérivée (5) est partout négative; l'isotherme est une courbe MN 
T 


à décroissance monotone. La condition de l'égalité des racines a — 4RTb = 0 
définit la température critique. Pour trouver le volume critique on doit résoudre 
l'équation — RT,V? + a (V — b) = 0. Tous calculs faits on obtient 


a a 
The , Va = 2b, Presse (100.8) 
Le coefficient critique est égal à 
__ ÆATr _e Le 
EE pe = = (160.9) 
et la température de Boyle à 
T= 4Ty (100.10) 


2. Ecrire l'équation d'état de Dieterici sous sa forme réduite. 
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a —+)=$ : (400,10 


$ 101. Isothermes d’un gaz réel. Règle 
de Maxwell. Continuité des états gazeux 
et liquide des substances 


1. Parmi les états d’une substance compatibles avec l'équation 
de Van der Waals, certains sont irréalisables dans la pratique. 
Pour qu'ils le soient il faut encore que ce soient des états thermodyna- 
miquement stables. Pour qu'une substance physiquement homogène 
soit thermodynamiquement stable il faut que soit vérifiée l’inéga- 
lité (51.14), i.e. 


(T 7 }n 0: (101.1) 


La signification physique de cette inégalité est que le volume du 
corps doit diminuer lorsqu'on fait croître la pression à température 
constante. Autrement dit, lorsque Ÿ augmente, toutes les isothermes 
doivent être des courbes régulièrement décroissantes. Or, au-dessous 
de la température critique, on trouve sur toutes les isothermes de 
Van der Waals des parties croissantes telles que BCA (fig. 98). 
Les points figuratifs correspondant à ces parties des isothermes 
correspondent à des états instables de la substance étudiée, qui 
ne peuvent être réalisés dans la pratique. Lorsqu'on passe aux 
isothermes pratiques, ces parties des courbes doivent être éliminées, 
comme représenté sur la figure 99. 

Ainsi les isothermes réelles comportent deux branches distinctes 
EGA et BLD. Il serait naturel de supposer qu'à ces branches cor- 
respondent des états d’agrégation différents d’une même substance. 
La branche ÆA' correspond à des volumes relativement grands ou 
à des densités faibles et caractérise donc l’état gazeux de la substance. 
La branche BD qui se caractérise par contre par des volumes relati- 
vement petits et par de grandes densités correspond à l’état liquide 
de la substance. 

Nous étendons ainsi l'équation de Van der Waals au domaine de 
l’état liquide, ce qui permet de donner une description qualitative 
satisfaisante du phénomène de passage de l’état gazeux à l’état 
liquide et vice versa. 

2. Considérons un gaz suffisamment raréfié à une température 
inférieure à la température critique. Sur le diagramme VP son état 
initial est représenté par le point Æ (fig. 99). Comprimons le gaz 
de façon quasi statique en maintenant la température T constante. 
Lo point figuratif représentant l'état du gaz se déplacera le long 
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de l’isotherme en montant. On pourrait s'attendre à ce qu’il atteigne 
la position extrême À où l’isotherme se brise. En réalité la pression 
dans le système cesse d'augmenter à partir d’un point G et lesystème 
se scinde en deux parties ou phases 
homogènes — la phase gazeuse et la 
phase liquide. 

La transformation de compres- 
sion isotherme dece système bi- 
phasé est représentée par le seg- 
ment GL de la droite horizontale. 
Pendant la compression les densi- 
tés du liquide et du gaz restent 
constantes et respectivement éga- 
les à leurs valeurs aux points L 
et G. À mesure que la compression 
progresse, la quantité de substance 

Fig. 99 à l’état gazeux diminue continuel- 

lement et la quantité de liquide 

augmente jusqu’à ce que soit atteint le point Z où toute la substance 
sera liquide. 

Cette allure de l’isotherme fut pour la première fois expérimen- 
talement observée à la fin du XVIIIE siècle par le physicien hollandais 
Van Marum (1750-1837) qui entreprit une série d'expériences pour 
vérifier la loi de Boyle-Mariotte. Un des gaz étudiés fut l’ammoniac. 
Lorsque la pression augmentait, le volume du gaz diminuait d’abord 
en raison inverse de la pression, conformément à la loi de Boyle- 
Mariotte. Mais à partir d’une pression de 7 atm, elle cessa brusque- 
ment d'augmenter à la compression quoique le volume continuât 
à diminuer. Sous une pression de 7 atm l’ammoniac gazeux se liqué- 
fiait et à partir de ce moment la compression ultérieure ne condui- 
sait qu'à une augmentation de la quantité de liquide aux dépens 
du gaz. 

À la suite des expériences de Van Marum, de nombreuses tenta- 
tives furent entreprises pour liquéfier les gaz par compression. 
C'est Faraday (1791-1867) qui enregistra le plus de succès dans 
cette voie. Il mit au point une méthode combinée où la compression 
du gaz était accompagnée de son refroidissement. Cependant ces 
recherches étaient encore menées à l’aveuglette. On ne savait pas 
pourquoi certains gaz se liquéfiaient à la compression et d’autres 
ne se liquéfiaient pas. Le rôle du refroidissement et l'éventualité 
même de la liquéfaction restaient. obscurs. La situation s’éclaircit 
à la suite des recherches classiques du physicien irlandais Thomas 
Andrews (1813-1885) qu'il réalisa de 1861 à 1869. Andrews étudia 
de façon systématique l’allure des isothermes du bioxyde de carbone 
(CO;) à différentes températures, et à la suite de ces recherches 
introduisit la notion de température critique. 11 choisit le bioxyde 
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de carbone en connaissance de cause, car sa température critique 
(31 °C) est proche de la température ambiante et sa pression critique 
(72,9 atm) est accessible. Il s’avéra qu'aux températures supérieures 
à 31 °C les isothermes du bioxyde de carbone décroissent de façon 
monotone et ont la forme d’hyperboles. Au-dessous de cette tempé- 
rature il vit apparaître sur les isothermes des segments horizontaux 
le long desquels la compression du gaz entraîne sa liquéfaction sans 
que la pression croisse. Il fut ainsi établi que par compression on 
n'arrive à liquéfier un gaz que si sa température est inférieure à sa 
température critique. Si la température du gaz est plus grande que la 
température critique, aucun accroissement de la pression ne peut per- 
mettre de le liquéfier. 

3. On détermine facilement la position du segment horizontal 
GL de l'isotherme à l’aide de l'égalité thermodynamique de Clausius 


= : (101.2) 
On doit remarquer pour cela qu’à partir de l’état G (fig. 98) la subs- 
tance peut passer dans l’état ZL par deux transformations isother- 
mes: le long de l’isotherme GCL correspondant à l’état biphasé 
de la substance et suivant l’isotherme théorique GACBL d'une 
substance physiquement homogène, qui comporte le segment instable 
ACB. Appliquons l'égalité de Clausius au cycle quasi statique 
GCLBCAG. Comme c'est une transformation isotherme, l'égalité 


de Clausius s'écrit & 50 = 0. D'autre part, 80 — dU + PdV, 
$ dU = 0, de sorte que ê PdV = 0 où 


f PdV+ | PdaV=0. 
GCL LBCAG 


Cette relation peut être récrite de la façon suivante: 


de ie . 


Jl en résulte que l'aire du rectangle QLGR doit être égale à l'aire 
du polygône curviligne QLBCAGR. La droite GCZL doit être telle 
que les aires GACG et CBLC (hachurées sur la fig. 98) soient égales. 
C'est la règle dite de Maxwell. Nous donnerons au $ 112, pt. 2 une 
autre démonstration de cette règle. 

4. Si on prend pour état initial de la substance l'état liquide 
(point D sur l'isotherme), lors de la détente isotherme son point 
figuratif se déplacera vers le point L de l’isotherme où apparaît 
une nouvelle phase, la phase gazeuse. La transformation isotherme 
de détente du mélange de deux phases s'effectue ensuite sui 
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la partie horizontale LCG de l’isotherme. Au point G toute la subs- 
tance se trouve à l'état gazeux. La détente isotherme ultérieure 
se poursuit suivant la partie GE de l’isotherme, la substance étant 
partout à l’état gazeux. 

Dans des conditions spéciales on peut réaliser les états repré- 
sentés par les segments GA et BL de l’isotherme. Ces états sont dits 


Fig. 100 


métastables. Le segment GA représente ce que l’on appelle la vapeur 
sursaturée et le segment BL le liquide surchauffé. Ces deux phases 
ne sont que relativement stables. Elles n'existent que tant qu'elles 
ne se trouvent pas en contact avec une autre phase plus stable. 
Par exemple, si on introduit une goutte de liquide dans de la vapeur 
sursaturée, celle-ci passe à l’état saturé. Un liquide surchauffé 
se met à bouillir si on y introduit des bulles d'air ou de la vapeur *). 
Nous examinerons les états métastables au chapitre X. 

5. La figure 100 représente de manière schématique une famille 
d'isothermes réelles. La courbe ALKG en gros trait reliant les 
extrémités des segments horizontaux des isothermes divise le plan 
VP en deux régions. La région comprise entre la courbe AZLKG et 


*) A côté du terme « gaz » on utilise celui de « vapeur ». Ces termes apparu- 
rent à une époque où on estimait que toute vapeur pouvait être liquéfiée, et les 
ce étaient les substances non liquéfiables. Cette distinction a perdu toute signi- 

ication depuis que tous les ga ont été liquéfiés. Gaz et vapeur sont des choses 
identiques. Lorsqu'on parle de la vapeur dus liquide, on ne cherche qu'à souli- 
pu qu’il s’agit du gaz obtenu par vaporisation du liquide. Ce n’est que par 
abitude qu’on parle de vapeur d’eau et non de gaz d’eau, de vapeur saturée 
et non.de gaz saturé, etc. 
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l’isobare P — 0 correspond aux états diphasés de la substance. Cela 
signifie que tout point représentatif de cette région représente l’état 
d'une substance physiquement non homogène puisque constituée 
par du liquide et par de la vapeur saturée. Au-dessous de l'isobare 
P = 0 l'état diphasé est impossible puisque la pression de la vapeur 
ne peut être plus petite que zéro. La région située au-dessus de la 
courbe ALKG et au-dessous de l’isobare P — O0 correspond, elle, 
aux états à phase unique. Chaque point appartenant à cette région 
représente l’état d’une substance physiquement homogène. On doit 
remarquer que les points se trouvant au-dessous de la courbe limite 
AZLKG peuvent représenter aussi bien des états à deux phases que 
des états à phase unique auxquels correspondent les isothermes 
théoriques à forme ondulée. Ce sont tout d'abord les états métasta- 
bles — liquide surchauffé et vapeur sursaturée, et d'autre part, ce sont 
les états absolument instables auxquels correspondent les parties 
montantes des isothermes théoriques. Ces états n’importent qu'aux 
raisonnements théoriques, comme ceux que nous avons utilisés pour 
démontrer la règle de Maxwell. 

6. Choisissons dans le domaine binaire un point M (fig. 400). 
Ce point représente l’état d’une substance composée de gaz et de 
liquide. Déterminons les teneurs relatives de ces phases. Nous pose- 
rons pour simplifier que la masse de la substance est égale à l'unité. 
Les volumes spécifiques du liquide et du gaz seront alors représentés 
par les longueurs des segments NL et NG et le volume V,, de toute 
la substance par la longueur du segment NM. En notant m, la masse 
de gaz et m, la masse de liquide, on a 


Vu = NM = mNL + mNG. 
Cumme my + m, = 1, cette relation s'écrit aussi 
(ra + me) NM = mNL + m,NG. 


On en tire 


ou 
ne (101.3) 


Ainsi le point M divise le segment de droite LG en segments LM 
et 17G dont les longueurs sont inversement proportionnelles aux 
masses du liquide et du gaz. Ce résultat est connu sous le nom de 
loi du levier. 

7. L'examen de la figure 100 permet d’en déduire une conclusion 
de principe importante. Soit 7 le point représentatif de l’état initial 
du gaz se trouvant à une température inférieure à la température 


20017939 
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critique. Soumettons le gaz à une compression isotherme. Au point G 
commence sa liquéfaction qui se termine au point L. Si on poursuit 
la compression suivant l’isotherme Z2, la substance reste toujours 
à l’état liquide. Nous avons transformé la substance gazeuse (7} 
en substance liquide (2) et nous avons pu déceler où commence cette 
transformation et comment elle évolue. Or nous pouvons réaliser 
cette transformation d'une manière différente. Echauffons le gaz 
à volume constant jusqu’à ce que sa température et sa pression 
dépassent les valeurs critiques (droite 73). Ensuite, en maintenant 
constante la pression, refroidissons le gaz au-dessous de sa tempé- 
rature critique (droite 32). Nous arriverons au même état 2, i.e. 
nous transformerons le gaz en liquide. Mais ce faisant, la substance 
reste tout le temps physiquement homogène, ses propriétés varient de 
façon continue et on ne pourra plus dire que la liquéfaction s’est produite 
à un certain instant. 

Lorsqu'on se trouve dans le domaine à phase unique, les états 
initial Z et final 2 d’une substance physiquement homogène peuvent 
être quelconques. Le passage de l'état initial à l'état final peut 
être réalisé suivant n'importe quelle courbe reliant les points 7 
et 2. Si cette courbe traverse le domaine binaire, l’homogénéité 
physique de la substance ne pourra pas subsister, car la substance 
se subdivise en deux phases — la phase liquide et la phase gazeuse, 
À la sortie du domaine binaire, la substance devient à nouveau 
physiquement homogène et parvient ainsi à l’état final 2. Mais si 
la courbe de transition contourne le domaine binaire, il n’y aura 
aucune transformation et la substance sera tout le temps physique- 
ment homogène. Ce comportement a été mis en évidence par Andrews 
par étude des isothermes expérimentales du bioxyde de carbone. 
Lorsque l’état d’une substance est représenté par un point figuratif 
se trouvant juste au-dessus de la courbe frontière ALKG, selon 
Andrews, la distinction entre phase liquide et phase gazeuse ne 
pourra être que quantitative et non qualitative. La transition 
entre ces phases s’effectue alors de façon continue. C’est ce que l’on 
entend lorsqu’à la suite de Van der Waals on parle de la continuité 
des états liquide et gazeux d’une substance. Ce n’est que lorsque le 
point figuratif se trouve au-dessous de la courbe frontière ALKG 
où la substance se partage entre une phase liquide et une phase 
gazeuse, qui sont séparées l’une de l’autre par une interface et qui 
possèdent des propriétés physiques différentes, qu’il est physique- 
ment justifié de distinguer les états liquide et gazeux des substances. 

8. La théorie de Van der Waals exposée plus haut, tout en étant 
d’une extrême simplicité, donne une description fidèle et qualitati- 
vement correcte du comportement des substances lors de leurs trans- 
formations de l'état liquide à l’état gazeux et vice versa. Cette 
théorie réussit à mettre de l’ordre là où régnait l'ambiguïté. On 
éprouve une grande admiration devant la simplicité de cette belle 
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théorie expliquant une énorme masse de phénomènes. Cependant. 
on est encore loin d’une complète pénétration dans la physique de 
ces phénomènes. Dans le domaine particulièrement intéressant des 
liquides et des gaz fortement comprimés, y compris les états dipha- 
sés, l'équation de Van der Waals est théoriquement inconséquente 
et parfois se trouve en désaccord avec l’expérience. On peut dire 
que la théorie de Van der Waals est une théorie thermodynamique 
fondée sur une équation d'état résultant d’une extrapolation des 
données théoriques et expérimentales. Or toute théorie moléculaire 
conséquente doit pouvoir donner une description qualitative et 
quantitative correcte du comportement des substances, notamment 
de ses transformations de phase, sans s'appuyer sur des considéra- 
tions supplémentaires. Aujourd’hui encore une telle théorie nous 
manque. 


PROBLÈMES 


1. Appliquons aux cycles de transformations LBCL et CAGC (fig. 98) l’éga- 
lité de Clausius. On constate alors que les aires des cycles LBCL et CAGC sont 
nulles, ce qui implique que la courbe LBCA G doit être confondue avec la courbe 
LCG. Quelle est la raison de cette contradiction ? 

Solution. Dans le domaine à deux phases du diagramme le point repré- 
sentatif ne peut caractériser univoquement l’état de la substance. Ce point 
représente ou bien l’état d'équilibre entre deux phases, ou bien l’état d’une subs- 
tance physiquement homogène qui est absolument instable. Considérons par 
exemple le cycle LBCL. Au point € où le point figuratif quitte la coube BC 
et s’engage sur la droite CZ, une substance physiquement homogène se partage 
entre une phase liquide et une phase gazeuse. C'est une transformation irréver- 
sible à laquelle l'égalité de Clausius ne s'applique pas et on doit utiliser l’iné- 


galité (38.5). Dans notre cas cette inégalité s’écrit À P dV < 0 et signifie que 


LBCL 

l'aire du cycle LBCL est négative, résultat qui est correct. En parcourant le 
LE inverse LCBL, l'aire du cycle est positive et l'inégalité de Clausius n'est 
plus vérifiée. Cela signifie que ce cycle est irréalisable et qu’au point C les deux 
phases de la substance ne peuvent se réduire à une seule phase. La situation est 
analogue dans le cas du cycle GA CG. Le cycle direct GA CG est thermodynamique- 
ment possible et le cycle inverse ne l’est pas. 

2. Quelle est la capacité calorifique C} d'une substance composée de deux 
TO TE le point représentatif se trouve au-dessous de la courbe ALKG 

ig. 

Réponse. Cp= . Il suffit de remarquer que dans cette région les 

isobares sont confondues avec les isothermes. 


$ 102. Propriétés des substances à l’état critique. 
Détermination des paramètres critiques 


1. Nous avons mentionné plus haut que la notion de température 
et d'état critiques fut introduite par Andrews à la suite de l'étude 
des isothermes expérimentales du bioxyde de carbone (CO.). Les 
précurseurs de Andrews furent Cagniard de La Tour (1777-1859) 


n 
AN 
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et D. I. Mendéléev (1834-1907). En 1822, Cagniard de La Tour 
nota qu'une bille de quartz placée dans un tube métallique scellé 
à parois épaisses rempli d'alcool pouvait s’y déplacer presque sans 
éprouver de résistance lorsque le tube était porté à une température 
supérieure à une certaine température. Afin de rendre l'effet obser- 
vable, il remplaça le tube métallique par des tubes de verre scellés 
aux deux bouts et remplis de liquides différents. [1 constata que 
l'effet apparaissait à une température où disparaissait la frontière 
de séparation du liquide et du gaz. En se fondant sur ces résultats 
Cagniard de La Tour axriva à conclure qu’il existait pour chaque 
liquide une température au-dessus de laquelle la substance ne pou- 
vait exister qu'à l’état gazeux. En 1861, D. I. Mendéléev aboutit 
à la même conclusion en remarquant qu’à une certaine température 
les liquides cessaient de monter dans les tubes capillaires, ce qui 
signifiait que la tension superficielle des liquides devenait nulle. 
A la même température la chaleur latente de vaporisation devenait 
nulle. Mendéléev appela cette température température d'ébullition 
absolue. Selon Mendéléev, au-dessus de cette température le gaz 
ne saurait être liquéfié quelle que soit la pression appliquée. 

2. Nous avons défini le point critique À comme le point d'infle- 
xion de l’isotherme critique, où la tangente à l'isotherme est hori- 
zontale (cf. $ 100, pt. 1). On peut définir encore ce point comme la 
limite vers laquelle tendent les parties horizontales des isothermes 
lorsque la température tend vers sa valeur critique (voir fig. 100). 
Cette définition est à la base d’une méthode de détermination des 
paramètres critiques P,, V,, Tr, due à Andrews. On relève une 
famille d’isothermes à différentes températures. L'isotherme limite 
pour laquelle le segment horizontal LG se réduit à un point est 
l'isotherme critique ; le point correspondant est le point critique. 
L’inconvénient majeur de la méthode d’Andrews est d'être fort 
laborieuse. 

3. Un procédé beaucoup plus simple dû en fait à Cagniard de 
La Tour consiste à déterminer la température à laquelle disparaît 
le ménisque. On prend une éprouvette en verre ordinaire ou en verre 
de silice, partiellement remplie de liquide. Par ébullition du liquide 
on évacue l'air dissous, puis on scelle le tube. Le tube contient 
alors une substance physiquement inhomogène, constituée par du 
liquide et de la vapeur saturée ; ces deux phases sont séparées l'une 
de l’autre par une frontière nette et bien visible que l’on appelle 
ménisque (fig. 101). Pour les expériences de démonstration on peut 
utiliser du bioxyde de carbone liquide (t4 = 31 °C, P, — 72,9 atm) 
ou de l’éther (4, = 194 °C, Pa — 35 atm). Le tube rempli de liquide 
est chauffé dans un four où on assure une bonne circulation d’air 
pour que l’échauffement du tube soit uniforme. On peut négliger la 
dilatation thermique des parois du tube et considérer que l’échauffe- 
ment s'effectue pratiquement à volume constant. Supposons que 
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la quantité de substance ait été choisie telle que le point 7 figurant 
son état initial se trouve sur la droite verticale ZX passant par le 
point critique Æ (fig. 102). À mesure que la température s'élève, 
le point figuratif monte sur la droite ZX. Tant que la température 
est inférieure à la valeur critique, le ménisque est bien visible. 
Lors de l’échauffement le ménisque reste pratiquement à une même 


Fig. 101 Fig. 102 


hauteur. Lorsqu'on s'approche de la température critique, la cour- 
bure du ménisque diminue continuellement par suite de la diminu- 
tion de la tension superficielle à la frontière de séparation liquide — 
vapeur saturée. Le ménisque devient d’abord plan, puis disparaît 
lorsqu'il atteint la température T,. A partir de cet instant, la subs- 
tance devient physiquement homogène et reste telle aux températu- 
res supérieures. Lors du refroidissement la substance reste physique- 
ment homogène tant que la température critique n'aura pas été 
atteinte. En passant par le point critique X la substance se partage 
à nouveau en deux phases. On voit apparaître des gouttelettes de 
brouillard et la substance prend un aspect trouble. Les gouttelettes 
précipitent rapidement et on voit réapparaître le ménisque marquant 
la frontière entre le liquide et la vapeur. 

4. Supposons maintenant que le tube contienne un « surplus » 
de liquide. Le point figuratif de l’état de la substance se déplacera 
à l’échauffement à partir du point initial 2 le long de la verticale 
2L (fig. 102). Lorsqu'il atteint le point L, où la température est 
encore au-dessous de sa valeur critique, toute la substance passe 
à l’état liquide. On pourrait s'attendre à ce qu'à l’échauffement le 
ménisque subsiste. Le ménisque se déplace de façon monotone vers 
le somméët du tube et lorsque celui-ci est atteint, le tube se trouve 
complètement rempli de liquide homogène. On devrait observer 
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un effet analogue si le tube contenait moins de liquide qu’ « il n’en 
faut ». Partant du point initial 3, le point figuratif de l’état de 
la substance se déplace suivant la verticale ascendante 3G. Au point 
G qui se trouve au-dessous de la température critique, toute la subs- 
tance passe à l’état de vapeur. Le ménisque se déplace vers le 
fond du tube et disparaît alors que la température est encore infé- 
rieure à sa valeur critique. 

Ainsi pourrait-on penser que pour observer la disparition du 
ménisque il faut introduire dans un tube donné une quantité de 
liquide parfaitement déterminée. S'il en était ainsi la méthode de 
disparition du ménisque serait pratiquement irréalisable. En réalité 
la situation est tout autre. Pour que le ménisque disparaisse, il 
n'est pas nécessaire d'introduire dans l'éprouvette une quantité 
strictement dosée de liquide, il suffit que la quantité de liquide 
utilisé soit proche de celle qui correspond à la verticale ZX. En 
effet, selon l'équation (100.3), la compressibilité du liquide au 
point critique est infiniment grande 

v=y(),=. (102.1) 
Par suite, au point critique et dans son voisinage, la densité de la 
substance se trouvant au fond de l’éprouvette doit augmenter nota- 
blement sous l'action de son propre poids, tandis que la densité 
de la substance qui se trouve dans la partie supérieure de l’éprouvette 
doit diminuer. C’est le physicien belge Guye qui, en 1892, prévit 
l'existence de cet «effet gravitationnel », expérimentalement cet 
effet ne fut observé que plus tard. Pour donner une idée de l'impor- 
tance de l’effet, nous donnons dans le tableau 11 La répartition de 


Tableau 11 
Distance du fond de l'é- 
prouvette, cm 0,2 4,6 6,8 
Densité pour t— 1m) gleu® | 0,273 fs 0,235 . 0,205 Æ 0,195 =. 0,185 
Densité pour t—1t»—1°C, 
g/em$ 0,25 0,240 0,236 0,215 0,200 


la densité de l'heptane (C7He) suivant la hauteur de l'éprouvette 
qui fut mesurée par A. Z. Golik et E. I. Chimanskaïa à l’Université 
de Kiev (voir aussi problème à la fin du paragraphe). Dans ce ta- 
bleau t, désigne la température de disparition du ménisqu , que 
l'on pose être égale à la température critique. La densité critique 
de l'heptane est égale à 0,2355 g/cm°, sa température critique est 
égale à 266,8 °C et sa pression critique à 26,8 atm. 
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On voit dans le tableau que pour une variation de hauteur de 
6,6 cm la densité de l’heptane varie de 37 % à la température criti- 
que; à une température plus grande de 1°, elle varie de 22 % si on 
prend pour 100 % la densité critique. A titre de comparaison, cal- 
culons par la formule barométrique la variation relative de la den- 
sité . ne pour une variation d'altitude égale. à 6,6 cm à T = 
= 27 3 


- HE = 0,82. 10-5 = 0,82.10-3%, 

cette valeur est près de cinquante mille fois plus petite que celle 
que l'on observe pour l’heptane à proximité du point critique. 
Lors de l'interprétation de nombreuses données expérimentales 
on ne tenait aucun compte de l'effet graÿitationnel, ce qui conduisait 
à des conclusions erronées. Nous voyons.ainsi qu'il n’est pas du 
tout nécessaire de remplir les éprouvettes avec des quantités stricte- 
ment dosées de substance liquide. Grâce à l’importante variation 
de la densité avec la hauteur, il ne peut subsister dans l’ampoule 
se trouvant à la température critique qu’une couche infiniment 
mince de substance à l’état critique (ayant donc la densité critique). 
C’est dans cette couche que se produit la disparition du ménisque. 
La quantité de liquide que l’on doit verser dans l'éprouvette ne 
doit donc pas être strictement dosée. Il faut seulement que la couche 
infiniment mince de substance se trouve dans l’éprouvette. 

5. La méthode de disparition du ménisque convient à la détermi- 
nation précise des températures critiques. Ayant déterminé la 
température critique, il est assez facile de mesurer la pression cri- 
tique. On peut, par exemple, soumettre la substance à une compres- 
sion isotherme et observer l'instant où apparaît le point d’inflexion 
sur l’isotherme critique. Il est par contre délicat de mesurer la 
densité critique puisque au point critique la compressibilité est 
infinie. On peut mesurer la densité critique en utilisant le même 
équipement qui sert à observer la disparition du ménisque. Pour 
cela on prend plusieurs éprouvettes dans lesquelles on verse « trop » 
et « pas assez » de substance liquide, afin qu'à l’échauffement le 
ménisque se place au sommet ou au fond de l’éprouvette. Aux ins- 
tants où ce résultat se trouve réalisé, l'éprouvette est entièrement 
remplie de liquide ou de vapeur saturée. En divisant la masse de 
substance par le volume de l’éprouvette, on obtient la densité du 
liquide P1 ou celle de la vapeur saturée p,4 à la température de l’ex- 
périence. On construit alors avec ces données expérimentales la 
courbe de variation de la densité avec la température pour la vapeur 
saturée (courbe inférieure sur la figure 103) et pour le liquide qui 
est en équilibre avec la vapeur (courbe supérieure sur la figure 103). 
On construit encore la courbe À À correspondant à la moyenne arith- 
métique des densités du liquide et de la vapeur {/, (p; + p,). L’expé- 
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rience montre que cette dernière courbe est très peu différente d’une 
droite. Le point d'intersection de cette droite avec l’isotherme 


Fig. 103 


verticale T = T; est le point 
critique. 

6. A. I. Nadejdine (1858- 
1886), disciple du professeur 
M. P. Avenarius (1835-1895), mit 
au point une méthode différente 
pour la mesure des températu- 
res critiques. Il inventa un dis- 
positif qu’il baptisa densimètre 
différentiel (fig. 104). Un tube 
AA vide était amené en position 
horizontale à l’aide d’un poids 
F. Si le tube est partiellement 
rempli de liquide, celui-ci se ras- 
semble près de l’une desextrémi- 
tés du tube et l'équilibre est 


rompu. Si maintenant on échauffe le tube jusqu’à la température 
critique de la substance qu'ilrenferme, les densités duliquideet de la 


Fig. 104 


vapeur s’égalisent et l'équilibre mécanique se trouve rétabli. Cette mé- 
thode astucieuse présente l'avantage d'être utilisable dans le cas de subs- 
tances non transparentes (brome, iode) dont le ménisqueest invisible, 
ou dans le cas où la substance étudiée attaque le verre (eau à haute 


4 192) ÉTAT CRITIQUE 409 


température par exemple). Ce procédé est cependant moins précis 
que la méthode de disparition du ménisque et du fait de l'effet 
gravitationnel donne toujours des valeurs exagérées de la tempé- 
rature critique. 

‘7. Pour conclure notons quelques propriétés des substances se 
trouvant à la température critique ou dans son voisinage. Il résulte 
de la formule (35.3), ï.e. 


CC sT (T) (FT) (102.2) 


qu'au point critique la différence des capacités calorifiques C p — Cy 
tend vers l'infini. En effet, au point critique, la compressibilité 
isotherme est infiniment grande tandis que la dérivée (S), ne 
présente aucune singularité. Par conséquent C > doit tendre vers 
l'infini puisqu'il faut que Cy soit plus grand que zéro pour que 
la substance soit stable. Ce résultat devient évident en remarquant 
que lorsque la substance coexiste dans deux phases, C - est infini- 
ment grande (voir problème 2 du paragraphe précédent). Elle reste 
infinie à la limite où l’état à deux phases se transforme en état 
critique. Quant à Cy, des considérations théoriques, que nous n'avons 
pas à développer, montrent également qu'au point critique Cy — 
= oo. Ce résultat est, semble-t-il, confirmé par l'expérience. 
Une particularité intéressante du comportement des substances 
à l’état critique est la lenteur de l'établissement de l'état d'équilibre. 
Par exemple, dans le cas de l’heptane, pour que la répartition de 
sa densité dans le champ de pesanteur à température constante 
arrive à l’équilibre, il faut attendre au moins un jour. Une fois 
l'équilibre atteint, après une petite variation de température (quel- 
ques centièmes de degré), il faut encore un jour pour que le système 
parvienne à un nouvel état d'équilibre. Cette lenteur d’établisse- 
ment de l'équilibre détermine l'effet d'hystérésis de la densité. Si on 
mesure la densité de la substance en un même point de l’éprouvette, 
d'abord en élevant lentement la température, puis en la diminuant, 
ou trouve qu'à une même température la densité est différente 
suivant que la mesure aura été faite pendant la montée ou pendant 
la diminution de la température. Pour l’heptane l’hystérésis de 
la densité disparaît à 10-15 °C au-dessus de la température critique. 


PROBLÈME 


Etant donnée une substance physiquement homogène vérifiant l'équation 
de Van der Waals et soumise à l’action du champ de pesanteur, déterminer læ 
répartition de sa densité à proximité de son point critique. 
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: à si 9P\ __[®P\ _ ; 
Solution. Au point critique (). = (5 = 0. Par suite dans le 


voisinage de ce point le premier terme du développement en série de Taylor est 
-de la forme 
s_ À f &P 31 ( 2P 
PTE ( oy3 je RASE ( Je DE à 
Après calcul des dérivées de l’équation de Van der Waals et compte tenu des for- 
mules (100.2) on obtient 


= 9, RTe bp _y,y +3 Rp 


‘Remplaçons V par la densité p — u/V, u étant le poids moléculaire. En uti- 


‘lisant l'équation de l'hydrostatique P — P, — —p;,gh, on obtient dans l'ap- 
“roximation mise en œuvre 
DA enr a 
p—Px _ RE an (102.3) 
Pr à ART ; 


‘La bauteur k est mesurée à partir du niveau où la densité de la substance atteint 
sa valeur critique, le sens positif étant celui de la verticale ascendante. En par- 
ticulier pour T = 7, on a 


nn — 
Lu + . : (102.4) 


Loin du point critique on peut admettre que le gaz est parfait, donc dans ce cas 
Ha’ variation relative de la densité avec la hauteur serait égale à 


ôp ___ ugh 
Sr: (102.5) 
.À température et poids moléculaire égaux, cette quantité est plus petite que la 
T6 2/3 
précédente deje = 2V 8 2)" fois. Pour l'air (u = 28,8, T, — 132,5 K) 


M 
avec k == 1 cm « & 8700, (p — p)/p,  —1/100. 


$ 103. Énergie interne d’un gaz de Van 
der Waals 


4. L'équation d'état d’une substance physiquement homogène 
6tant connue, les méthodes générales de la thermodynamique permet- 
tent de calculer son énergie interne en fonction de son volume V 
à température constante. On utilise pour cela l'équation (34.2). 
Appliquons cette méthode à une mole de gaz de Van der Waals. 
Ecrivons encore une fois l'équation (34.2): 


oU ôP 
(her (5), —P. (103.1) 
On tire de l'équation de Van der Waals 


Tr) P + 
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d'où 

HA LE 
En intégrant le long de l'isotherme 

= —++f (T), (103.3) 


où f (T) est la « constante d'intégration » qui peut dépendre de la 
température T et que l’on peut exprimer en fonction de Cy. Selon 


(18.3) 


( = (103.2) 


Cr ( He), = «02.9 


Il en résulte que la chaleur molaire C; du gaz de Van der Waals 
ne peut dépendre que de sa température 7. On tire donc de la der- 
nière relation 


f(T) = | Cy (T) 4T, 
el par suite 
U=— Î Cv (T)dT +. (103.5) 


Si on peut négliger la variation de C# en fonction de la température, 
cette formule se simplifie: 


U=CyT-+ (103.6) 


Comme nous avons supposé dans ce qui précède que la substance 
était physiquement homogène, les résultats ci-dessus ne sont vala- 
bles que pour les états où iln’y a qu’une seule phase. Jis ne sont pas 
vérifiés si la substance coexiste en deux phases. Dans le cas parti- 
culier où l’isotherme le long de laquelle on intégrait pour obtenir la 
formule (103.3) traverse le domaine binaire, cette intégration doit 
être effectuée non pas le long de l'isotherme réelle, mais le long 
de l’isotherme théorique comportant un segment de courbe ascendant 
correspondant aux états absolument instables de la substance. 

2. On peut déduire la formule (103.5) à partir de considérations 
moléculaires et cinétiques simples. L'énergie interne d’un gaz se 
compose de l'énergie cinétique des mouvements thermiques des 
molécules et de l'énergie potentielle de leurs interactions. En vertu 
du théorème de l’équipartition de l'énergie cinétique entre les 
degrés de liberté, l'énergie cinétique du mouvement thermique est 
définie de façon univoque par la température du gaz et ne dépend 
pas de son volume. Si la température est maintenue constante, 
l'énergie cinétique est constante. Si on utilise le modèle des billes 
rigides, aux forces de répulsion (qui se manifestent lors des chocs) 
nc correspond aucune énergie potentielle. La totalité de l'énergie 
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potentielle n'est déterminée que par les forces d'attraction s'exerçant 
entre les molécules. Comme ces forces se réduisent à la pression 
moléculaire P; = a/V? que la couche de gaz périphérique exerce 
sur le restant du gaz, le calcul de l'énergie potentielle peut se faire 
à l'échelle macroscopique. Le travail que l’on doit fournir à l’encon- 
tre de cette pression intérieure‘ correspond à l'accroissement de 
l'énergie potentielle lors de la détente isotherme du gaz. Pour une 
détente à partir du volume Ÿ, jusqu’au volume Ÿ, cet accroissement 
vaut 


V v 
\Par= | av VTT = — 7 + const. 
LA Vi 


En ajoutant cette valeur à l'énergie cinétique f (T) du mouvement 
thermique, on retrouve la formule (103.3). 


PROBLÈME 
Trouver l'expression de l’entropie du gaz de Van der Waals. 
Solution. dS— (9), av + ( a), äT. En utilisant (45.17) et la 


av 
définition de la capacité calorifique, on obtient 


ds = (CF _. + av+ VAT, 
Utilisons l'é équation de Van der Waals et intégrons. L entropie d’une mole de 
gaz est égale à 
S=R In(V—b)+ Î 0 dT const. (403.7) 


Pour un nombre variable de particules de gaz 
S=v LR TP La TE + SN. 7 + const | à (103.8) 


où v est le nombre de moles du gaz; la constante additive figurant entre cro- 
chets ne dévend pas du nombre de moles. Si Cy ne dépend pas de la température 


Fe =v[rin y cy In T + const |, (403.9) 


$ 104. Effet Joule-Thomson pour le gaz 
de Van der Waals 


4. Nous avons exposé au $ 46 la théorie thérmodynamique géné- 
rale de l'effet Joule-Thomson. Pour pouvoir en tirer des résultats 
concrets, on doit connaître l'équation d'état du gaz considéré. 
Supposons que ce soit l'équation de Van der Waals et commençons 
par l'effet Joule-Thomson différentiel. Nous avons montré au $ 46 
que si dans l’expérience de Joule-Thomson on maïntenait des deux 
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côtés du tampon d’ouate une petite différence de pression P, — P, = 
— AP, la différence de température qui apparaissait lors de l’écou- 
lement permanent du gaz était égale à 


C1'4 
= (2) Aid (104.1) 


Comme le gaz s *écoule en allant de la plus grande pression vers 
la plus petite P, — P, est une quantité négative. Si la température 


du gaz s’abaisse lorsqu'il traverse le tampon (5 >0) ,ondit que 
l'effet Joule-Thomson est positif. Dans le cas contraire où la tem- 
pérature augmente (D < 0) l'effet est dit négatif. 


Il n'est pas commode de calculer la dérivée (7 FF)» à partir de 


l'équation de Van der Waals puisqu'elle est du troisième ordre en V. 
Ï1 vaut mieux utiliser l'identité ° 


(Sr) (hr) (Sr) (Cr) 


et ramener la formule (104.1) à la: forme 


AD ee à (104.2) 
T 


En calculant les dérivées {2 à partir de l’équation 
ôT Jv © (37 q 


de Van der Waals et en portant les expressions obtenues dans (104.2) 
on trouve 
bRT 2a 


AT (Pb  Vr 
BP (2) (104.3) 
PUY }r 


2. Considérons le cas simple d’un gaz raréfié. Dans ce cas les 
termes contenant a et b sont petits. On peut se contenter de l’appro- 
ximation linéaire en rejetant tous les termes où a et b sont de puis- 
sances supérieures. Dans cette approximation on doit remplacer 


(V — b) par V et calculer la dérivée ( D). à l’aide de l’équation 
de Clapeyron. On trouve ainsi 


2 _, 
AT RAT 
AP CG + (104.4) 
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Dans le cas où = — b>=>0,0ona ss 5 > 0 et le gaz se refroidit. 


Lorsque À — b<0, on a ; T0 et le gaz se réchauffe. Dans 


le cas aies où b— 0, L 2 0, le gaz se refroidit toujours; 
pour a= 0, b=Æ 0, le gaz s'échauffe toujours. Le premier résultat. 
est évident puisqu'à la détente l'énergie cinétique du mouvement 
thermique est consommée dans le travail fourni à l'encontre des 
forces d'attraction moléculaires. Le second résultat est moins évident 
puisque dans ce cas les forces moléculaires ne produisent aucun 
travail lors de la détente du gaz. Le résultat de la transformation de 
Joule-Thomson dépend non seulement de la variation de l’énergie 
interne du gaz, mais encore du travail extérieur qu'il fournit à la 
détente. C’est une transformation qui évolue à enthalpie constante. 
Si a = 0, l'équation de Van der Waäls s'écrit P (V — b) = RAT. 
Par suite l'enthalpie du gaz est égale à *) 


TI=U+PV=(Cy+R)T + Pb = CRT + Pb. 


En imposant la constance de l’enthalpie on à C£ AT + b AP = 0,, 
Le. | 


AT b 
APE 


résultat conforme à la formule (104.4). 
Pour T = 2a/Rb, la variation de température est nulle. Le 
température 


Tire Ti 278 (104,5) 


est appelée température d'inversion de l'effet Joule-Thomson diffé- 
rentiel. Dans les expériences Joule-Thomson effectuées au-dessous 
de cette température le gaz se refroidit et au-dessus de T; le gaz 
se réchauffe. Pour la plupart des gaz la température d’inversion se 
situe bien au-dessus de la température ordinaire. Ces gaz se refroi- 
dissent dans l'expérience de Joule-Thomson. Pour l'hydrogène et 
l'hélium la température d’inversion se situe bien au-dessous de la 
température ordinaire. Par suite, dans les expériences de Joule- 
Thomson, ces gaz se réchauffent (effet Joule-Thomson négatif). 
3. Considérons maintenant le cas de gaz denses. Si on leur appli- 
que l'équation de Van der Waals, nous obtiendrons des résultats 
qui ne seront corrects que qualitativement. Or les méthodes que 
nous étudions sont applicables à n'importe quelle équation d'état. 


*) À l’aide de la formule (35.2) on peut se rendre compte que la relation de 
R. Mayer Ch = Cy + R est vérifiée dans ce cas. 
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En se fondant sur une équation empirique plus précise que l’équa-- 
tion de Van der Waals, on obtiendra des résultats plus précis. 


Comme la quantité CP est positive et la dérivée (% Fr est néga-- 


tive, le signe de l'effet Joule-Thomson dépend du signe du numé-- 
rateur de la formule (104.3). L'effet est négatif (le gaz s’échauffe) si: 


bRT 


2a 
soit 


TS =) (104.6) 


L'effet sera positif (le gaz se refroidit) si 


Te la ( 7? É (104.7) 


A la température 


2a fV—b\2 
T= + (=) (104.8) 
les termes de correction a et b de l'équation de Van der Waals se. 
compensent mutuellement et l’effet Joule-Thomson différentiel est 
nul. L’équation (104.8) se laisse représenter dans le plan VT par la 
courbe dite courbe d’inversion de l'effet Joule-Thomson différentiel. 
En utilisant les paramètres réduits t et q cette équation s’écrit. 


Li . ; 
27 7 3 
2 ( = ]. (104.9). 


La figure 105 représente en trait plein la courbe d’inversion corres- 
pondante. Dans la région délimitée par cette courbe et l'axe des. 
abscisses, l’effet Joule-Thomson différentiel est positif (AT < 0). 
Au-dessus de cette courbe l'effet est négatif (AT => 0). La région où: 

p<< 1/3 n'a pas de signification physique puisque pour le gaz de- 
Van ee Waals le volume V ne peut être inférieur à b et par suite 
p > 1/3 

Pour la pratique il est préférable d'écrire l’équation de la courbe 

d’inversion (104.9) en coordonnées +, x. A cet effet nous utiliserons. 
l'équation réduite de Van der Waals (100.7). En éliminant le volu- 
me œ entre (100.7) et (104.9) nous obtenons après quelques réarren- 
gements l'équation de la courbe d’inversion 


n= 24 V 35—121— 27. (104.10) 
En résolvant (104.10) nous trouvons 


=3(147 V0). (104.11) 
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La représentation graphique de cette fonction est donnée en pointillé 
sur la figure 106. On voit qu’à chaque valeur de la pression (tant 
qu'elle est inférieure à la valeur limite x << 9) correspondent deux 
points d'inversion de l'effet Joule-Thomson différentiel. L'effet 
æst positif (AT << 0) au-dessus du point d'inversion inférieur et 


= 


Fig. 105 Fig. 106. 


au-dessous du point d’inversion supérieur. La position des points 
d'inversion dépend de la pression. Lorsque la pression augmente, 
le point d’inversion inférieur monte et le point supérieur s’abaisse, 
jusqu’à ce qu’ils soient confondus au point À (fig. 106). Ces prévi- 
sions de la théorie de Van der Waals sont en accord qualitatif avec 
l'expérience quoique les divergences quantitatives soient importan- 
tes. À titre d'exemple on a représenté sur la figure 106, à côté de 
la courbe d’inversion de Van der Waals, la courbe d’inversion expé- 
rimentale de l'hydrogène (courbe en trait plein). (Pour l'hydrogène 
T, = 33,3 K, P, = 12,8 atm.) 

4. Passons maintenant à l'étude de l'effet Joule-Thomson inté- 
gral. Nous avons indiqué au $ 46 que pour observer l'effet Joule- 
Thomson intégral on faisait passer le gaz à travers une valve de part 
<t d'autre de laquelle existait une importante différence de pression. 
La variation de température 7, — T, dans l'effet intégral est donnée 
par la formule (46.2) que nous écrivons ci-après sous la forme 


—V 
dP. (104.12) 


Suivant le signe de l'expression figurant sous le signe d’intégra- 
tion la variation de température T, — T;, peut être positive ou néga- 
tive. Si dans tout le domaine des pressions utilisées l'effet. Joule- 
Thomson différentiel est positif, l'effet intégral le sera aussi; cela 
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signifie que le gaz se refroidit par laminage. C’est ce que l’on observe 
pour la plupart des gaz à la température ordinaire, par exemple 
pour l'air et pour le bioxyde de carbone. Si on prend un ballon de 
CO, comprimé à 100-200 atm et si on le laisse s’écouler dans l’atmos- 
phère à travers une valve, le refroidissement du gaz sera tellement 
important qu’il se condensera à l’état de neige carbonique. L'hydro- 
gène se comporte tout autrement, car à température ordinaire les 
effets Joule-Thomson différentiel et intégral sont négatifs. Au lami- 
nage l'hydrogène s'échauffe; cet échauffement provoquait parfois 
des accidents lors desquels l'hydrogène sous pression élevée s’enflam- 
mait spontanément en s'écoulant à travers des tuyaux en mauvais 
état. Lors d’une détente brusque l'hydrogène ne se refroidit que si 
sa température est inférieure à —80 °C. À plus hautes températures 
l'hydrogène s’échauffe toujours. 


Du fait que l'effet Joule-Thomson intégral est utilisé dans la technique des 
basses températures, il est opportun d'examiner la question suivante. Considé- 
rons la transformation Joule-Thomson où un gaz se trouvant à une température 
initiale 7, se détend jusqu’à une pression constante P, (la pression atmosphé- 
nue par exemple). Quelle doit être la pression initiale P, du gaz pour que son 
refroidissement soit maximal ? La différence de température 7, — 7, est donnée 
par la formule (104.12). Si la température initiale 7, est donnée, cette diffé- 
rence ne dépend que de la pression initiale P, (puisque la pression finale P, 
«at également fixée). On tire de la formule (104.12) 


d Ta 
dP, Tale 


(F);l 
dP, OP /r[P=P;, T=Ti° 


En égalant à zéro cette dérivée on trouve la condition du maximum: 


ôT 
(+ ) p=9 ave P=Py T=Ti (104.43) 
DFARANeN (3) = 0 est l'équation de la courbe d’inversion de l'effet dif- 
I 


férentiel. Par suite, pour obtenir le refroidissement maximal, il faut que le point 
AMIE 7 P, se trouve sur la courbe d’inversion de l'effet Joule-Thomson dif- 
érentiel. 

Dans un cas, qui est d’ailleurs le plus important, l'intégration de (104.12) 
peut être menée jusqu'au bout de façon simple. C’est le cas où dans l’état initial 
le gaz se trouve sous grande pression, et après laminage sa pression finale est 
tellement petite qu'on peut le considérer comme un gaz parfait. Il est préfé- 
rable d’effectuer le calcul en partant non de l’équation (404.12), mais de l’éga- 
lité des enthalpies du gaz dans ses états initial et final. Pour un gaz de Van der 
Waals, on exprime l'égalité des enthalpies à l’aide de (103.5): 


Ti T2 
\ Cv (7) AT + PV, = \ Cy (D) ET PV 
To . To . 


En hlouant les deux intégrales en une seule, en négligeant dans le second mem- 
bre le termo a/V, et en utilisant l’équation de Clapeyron P,V, = RT; on ob- 


De ET FPE) 
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tient dans cette approximation 
Ti 
À Cv (D aD + Pi = RTa 
1 
Ti 


La pression P, se détermine à partir de l’équation de Van der Waals. On obtient 
finalement 

ATV 
Vi 


où C7 est la capacité calorifique moyenne du gaz à volume constant dans l'in- 
tervalle de T;, à T°. On tire de la formule précédente 
Rb T 2a 
UD LT 
ES A eu EU AS (104.14) 
R+Cy 

Le dénominateur étant une quantité essentiellement positive, le signe de l'effet 
ne dépend que du signe du numérateur. L'effet sera positif (refroidissement du gaz} 
si Ti < 7 F B til sera négatiff(échauffement du gaz) si T, > = 7? : 

L L 
Dans ce qui suit, pour simplifier, nous noterons les paramètres initiaux T, V, P 

sans indice 14. À la température 


2a V—b. 
TR Ÿ_ (104.15) 


l'effet devient nul. C'est” la fempé- 
rature d'inversion de l'effet Joule- 
Thomson intégral. Cette température 
est toujours plus élevée que la tempé- 
rature d'inversion de l'effet différen- 
tiel. L'équation (104.15) définit dans 
le plan la courbe dite courbe d’inver- 
sion dè l'effet Joule-Thomson intégral. 
En termes de paramètres réduits 
l'équation (104.15) s'écrit 


ve 21.048 
4 p ; 


La courbe correspondant à (104.16) 
est représentée sur la figure 107 (en 
trait plein). Si le point initial pren l’état initial du gaz et correspondant 
à un volume réduit initial @ et à une température réduite % se trouve entre la 
courbe d'inversion (104.16) et l'axe des abscisses, le laminage du gaz s’accom- 
pagnera de son refroidissement. Si ce point se trouve au-dessus de la courbe d’in- 
version de l'effet intégral, le gaz s’échauffe au er Sur la figure 107 on 
a représenté en pointillé la courbe d’inversion de 1 effet différentiel. Elle se situe 
toujours au-dessous de la courbe d'inversion de l’effet intégral. C’est normal puis- 
que si l'effet différentiel est positif (ou négatif), ainsi que nous l'avons déjà 
mentionné, dans tout le domaine de variation de la pression l'effet intégral sera 
à fortiori positif (ou négatif). L’inverse n’est pas vrai, puisqu'il n'est pas néces- 
saire que l’expression figurant sous le signe d'intégration dans (104.12) soit par- 
tout positive pour que l'effet intégral le soit. Cette expression peut être négative 
dans certaines régions, mais l'effet Joule-Thomson intégral peut rester positif. 


is 2 
Cv ia =RT 


T 


(104 16) 


Fig. 107 
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Ainsi la régionidu plan V7 où l'effet différentiel est ds se trouve toujours à 
l'intérieur de la région où l'effet intégral est positif. 
L'équation (104.16) exprimée en variables x et % s'écrit 


r=3/4 V B1— 3 (104.47) 


La courbe représentée par cette équation est donnée sur la figure 108 en trait 
plein. La courbe correspondante d’inversion pour l'effet différentiel est tracée 


271T 
4 


Fig. 108 


en pointillé. À la différence de l'effet différentiel, l'effet Joule-Thomson inté 
grai ne présente pour chaque valeur de la pression (x << 27) qu'un seul point 
d’inversion. 


PROBLÈME 


Trouver la courbe d'inversion de l'effet différentiel Joule-Thomson pour un 
gax vérifiant l’équation de Dieterici, 


Réponse. T— = (4 — +) En termes de paramètres réduits, t = 


=8(1-) ou x—=(8— re . 


$ 105. Méthodes d’obtention des basses 
températures et de liquéfaction des gaz 


1. En technique on utilise trois méthodes principales d'obtention 
des basses températures: 1} vaporisation des liquides, 2) mise en 
œuvre de l'effet Joule-Thomson, 3) détente adiabatique réversible d'un 
gaz avec production de travail extérieur. On utilise aussi différents 
mélanges réfrigérants. Ainsi un mélange de sel de cuisine et de glace 
permet d'obtenir la température inférieure à —20 °C et un mélange 
de chloroforme ou d’éther et de bioxyde de carbone solide permet d’at- 
teindre —77 °C. La méthode de vaporisation des liquides est utilisée 
dans les réfrigérateurs domestiques. Les méthodes 2) et 3) se fon- 


21e 
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dent sur les lois des gaz. La théorie thermodynamique de la méthode 
2) est résumée dans la formule (404.12). Le principe de la méthode 
3) est implicitement contenu dans l'équation de l’adiabatique de 
Poisson sous forme (21.4). Cette dernière équation n’est cependant 
valable que pour les gaz parfaits ; elle ne l’est plus aux basses tempé- 
ratures, notamment au voisinage de la température de liquéfaction 
du gaz. Il est donc nécessaire de préciser la théorie de la méthode 
3) en écartant l'hypothèse que le gaz est parfait. 

Lors de la détente adiabatique réversible d'un gaz, l’entropie S 
de celui-ci reste constante. En posant que l’entropie est une fonction 
de la température et de la pression, on écrira pour une transformation 
élémentaire réversible de ia détente: 


AS= (5%), AT+ (27) AP = 0. 
Il est évident que 
= (her (2,2. 


D'autre part, selon (45.18) 


rh) 


Ainsi 
- aT—(#7),AP=0, 
d'où 
(2 
2F= (CF) Cénhe, (105.1) 


Si le coefficient de dilatation thermique est positif (comme 
pour les gaz), la détente adiabatique s'accompagne de refroidisse- 
ment. L'effet intégral correspondant est décrit par la formule 


P; 
T ôv 
So _ (T) de. (105.2) 


En comparant les formules (105.2) et (104.12) on voit que, toutes’ 
choses étant égales d’ailleurs, le refroidissement que l’on obtient 
par laminage du gaz est plus petit que celui obtenu par détente adia- 
batique réversible. Le refroidissement aura lieu non seulement pour 
les gaz réels, mais pour les gaz parfaits. Cela tient à ce que le travail 
est fourni aux dépens de l'énergie interne du gaz; or pour. les gaz 
parfaits, l'énergie interne est une fonction régulièrement croissante 
de la seule température. Au $ 67 nous avons-donné une description 


9 105] MÉTHODES D'OBTENTION DES BASSES TEMPÉRATURES 421 


moléculaire et cinétique de cet effet et y avons montré que le refroi- 
dissement résulte de ce que l’on oblige les molécules à se réfléchir 
sur le piston mobile. La pression du gaz peut être trop petite pour 


Fig. 109 


surmonter les résistances parasites et mettre le piston en mouvement ; 
on utilisera alors un moteur pour déplacer le piston et le refroidis- 
sement aura encore lieu. En utilisant un moteur, nous obligeons les 
molécules à se réfléchir sur le piston mobile et à produire du tra- 


Fig. 440 


vail, Pour les gaz parfaits l'effet Joule-Thomson est nul (cf. $ 46) 
et on ne peut donc refroidir le gaz. 

2. Les figures 109 et 110 représentent les schémas de principe 
des cycles frigorifiques fonctionnant, l’un selon le principe de la 
détente adiabatique, l’autre selon le principe de laminage. Ce prin- 
cipe de laminage (fig. 110) avait été suggéré, en 1895, indépendam- 
ment par l'Anglais Hampson (1854-1926) et par l'Allemand Linde 
(1842-1934). Le cycle à détente adiabatique du gaz (fig. 409) a fait 
l’objet d’un brevet de Siemens (1816-1892), en 1857. Mais ce fut 
l'ingénieur français Claude qui, en 1902, réussit le premier à produire 
de l’air liquide par ce procédé. C’est pour cela que le procédé d’obten- 
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tion des basses températures et de liquéfaction des gaz par détente 
adiabatique s'appelle procédé Claude. 

Nous ne dirons rien de la construction des machines de réfrigé- 
ration et nous nous contenterons d’en donner les principes de fonc- 
tionnement. Le piston du compresseur / comprime le gaz dans le 
cylindre 2. Lors de cette étape le gaz s’échaufte. Le gaz comprimé 
et échauîffé quittant le cylindre 2 est refroidi par l’eau 5. Ensuite, 
dons les appareils de Claude, le gaz est dirigé dans le cylindre du 
détendeur 4, qui est une machine à piston où se produit la détente 
adiabatique du gaz qui fournit du travail en agissant sur le piston 3. 
Dans les appareils Hampson-Linde, à la place du détendeur, on trouve 
une valve 3 qui assure le laminage du gaz. Dans les deux cas le gaz 
se refroidit. Avant de revenir dans le cylindre 2 le gaz refroidi passe 
par l'échangeur de chaleur 6. En général l'échangeur de chaleur est 
constitué par un système de tubes: tube extérieur et tube intérieur, 
qui sont enroulés en hélice (serpentins). Le gaz arrive au détendeur 
(ou à la valve) par le tube intérieur, le gaz refroidi dans le détendeur 
ou par laminage retourne par le tube extérieur. Le gaz refroidi circu- 
lant dans le tube extérieur assure le refroidissement supplémentaire 
de la nouvelle portion de gaz circulant dans le tube intérieur pour 
aller dans le détendeur ou à la valve. C’est pour assurer ce refroidis- 
sement supplémentaire qu’on utilise l'échangeur de chaleur. Ainsi, 
après chaque course du piston, le gaz qui arrive dans le détendeur 
ou dans la valve est toujours plus froid. [1 arrive un moment où le 
gaz qui arrive au détendeur ou à la valve est déjà suffisamment froid 
pour qu'à la suite d'une nouvelle détente adiabatique (ou d’un nou- 
veau laminage) il commence à se liquéfier. 

3. En comparaison avec la méthode du refroidissement adiabati- 
que, la méthode utilisant l'effet Joule-Thomson est plus simple. 
Le problème de lubrification ne se pose plus puisque l'équipement 
ne comporte pas de pièces mobiles fonctionnant à basse température. 
Mais la simplicité de la construction mécanique a pour contrepartie 
une forte baisse de l'efficacité du refroidissement du gaz et l'obliga- 
tion de travailler à haute pression et avec de grendes quantités 
de gaz. Le refroidissement réalisé par détente adiabatique est en 
général plus important que celui que l’on obtient par effet Joule- 
Thomson, mais pose des problèmes ardus de lubrification des pièces 
mobiles, car à basse température les lubrifiants gèlent. Claude utili- 
sait des étoupes en cuir dégraissé et sec. C'est l’air qui faisait fonc- 
tion de lubrifiant en passant en petite quantité entre l’étoupe du 
piston et les parois du cylindre. En 1934 P. L. Kapitsa (né en 1894) 
proposa d'utiliser dans les détendeurs des pistons sans étoupes en 
cuir. Il construisit un détendeur comportant entre les parois du 
cylindre et le piston un interstice de 0,035 mm (pour un diamètre 
du piston égal à 30 mm), rempli de gaz faisant fonction de lubrifiant. 
Pour éviter tout « grippage du piston », Kapitsa ménages sur le 
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piston des rainures circulaires de 0,25 mm de largeur et de profou- 
deur distantes de—5 mm pour égaliser la pression du gaz sur la sur- 
face latérale du piston. Il utilisa ce détendeur pour la liquéfaction 
de l’hélium. L’hélium était préalablement refroidi par de l'azote 
liquide. Une autre solution éliminant elle aussi le problème de la 
lubrification consiste à remplacer le détendeur à piston par une tur- 
bine. Cette idée fut suggérée en 1898 par Rayleigh (1842-1919). 
‘Mais les premiers turbodétendeurs pratiques ne furent construits que 
vers 1930 en Allemagne. La première étude du fonctionnement des 
turbodétendeurs fut faite par P. L. Kapitsa qui mit en évidence leurs 
avantages par rapport aux détendeurs à piston. Les grandes instal- 
lations de liquéfaction modernes utilisent les turbodétendeurs. 

4. Les cycles décrits ci-dessus sont prévus pour une liquéfaction 
continue du gaz. 1 est cependant beaucoup plus simple de procéder 
par liquéfaction périodique des gaz en soumettant à une seule détente 
adiabatique des gaz comprimés. Cette méthode fut initialement réalisée 
en 1877 par Cailletet (1832-1913) pour le production d'air liquide, 
puis en 4887 par Olszewski (1846-1915) pour la liquéfaction de l’hy- 
drogène. Le gaz comprimé était soumis à un important refroïdisse- 
ment préalable puis on le laissait se détendre adiabatiquement. Les 
tentatives des chercheurs susnommés de liquéfier l'air et l'hydrogène 
ne furent que partiellement couronnées de succès, car au lieu d’obte- 
nir des gaz liquides, ils n'observèrent qu’une brève apparition de 
brouillards constitués par de fines gouttelettes de ces liquides. Cette 
méthode ne devint efficace qu’en 1932 lorsque Simon parvint à l’uti- 
liser pour la production d'hélium liquide. Depuis, cette méthode 
est couramment utilisée pour produire de petites quantités d’hélium 
liquide; elle est connue sous le nom de méthode d'expansion. En 
4935, Simon, Cooke et Pearson produisirent par cette même méthode 
de l'hydrogène liquide. La méthode d'expansion n’est utilisable que 
si la capacité calorifique du récipient est plus petite que celle du gaz 
qu'il contient. Cette condition n'est vérifiée qu'à très basse tempé- 
rature où la capacité calorifique des solides devient petite. C'est 
pour cela que la méthode d'expansion n'est pratiquement utilisée 
que pour la liquéfaction de l'hydrogène et de l’hélium. C’est aussi 
ce qui explique la déconvenue de Cailletet qui essaya de liquéfier 
l'oxygène. 

5. Disposant de gaz liquides, on peut obtenir des températures 
encore plus basses en provoquant l’ébullition des gaz liquides sous 
pression réduite. Cette idée fut mise à profit par les Polonais Wro- 
blewski (1845-1888) et Olszewski qui furent les premiers à obtenir 
de l'oxygène liquide. Pour liquéfier ce gaz ils utilisèrent le même 
procédé que Faraday. On prend un tube recourbé en verre épais, 
dont l'extrémité scellée plonge dans de l’éthène liquide qui bout sous 
pression réduite à la température de —420 °C (donc au-dessous de la 
température critique de l'oxygène égale à —118,8 °C). On relie 
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l’autre extrémité du tube à un ballon d'oxygène fortement comprimé. 
En ouvrant la valve du ballon on voit apparaître sur les parois du 
tube des gouttes d'oxygène liquide qui se rassemblent au fond du 
tube. 

6. L'hydrogène liquide fut obtenu pour la première fois en 1898 
par Dewar (1842-1923) au Royal Institute de Londres, en utilisant. 
l’effet Joule-Thomson. L’hydrogène fortement comprimé était préa- 
lablement refroidi à une température inférieure au point d’inversion 
en le faisant passer à travers un serpentin plongeant dans de l’air 
liquide en ébullution sous pression réduite. Ensuite il était soumis 
au laminage. [1 fallut attendre encore 10 ans avant que Kamerlingh 
Onnes (1853-1926) et ses collaborateurs de l’Université de Leiden 
réussirent à liquéfier l'hélium. Quinze ans après on commença 
à liquéfier l’hélium en d’autres endroits. Actuellement on produit 
de grandes quantités d’hélium liquide dans les laboratoires et dans 
les usines, 

La température d’ébullition sous pression normale de l’hélium 
ordinaire (*He) est égale à 4,2 K. En provoquant l’ébullition de 
“He sous pression réduite on peut atteindre 0,7 à 4 K. Pour obtenir 
une température inférieure à 4 K on utilise des hains de He dont 
la température d’ébullition est plus basse (3,2 K). En pompant un 
bain de He on arrive à 0,3 K. Pour obtenir des températures encore 
plus basses on a recours à la méthode de désaimantation adiabatique 
des sels paramagnétiques et à l'effet de refroidissement accompa- 
gnant la dissolution de *He dans #He superfluide. La méthode de la 
désaimantation adiabatique, qui permet de descendre jusqu’à 
0,0014 K, sera décrite dans le tome 3 de notre cours. 


PROBLÈME 


Un vase calorifugé contient de l’hélium gazeux à T, = 10 K (température 
supérieure au point critique). Le gaz s'écoule lentement à travers un tube capil- 
laire jusqu’à ce que la pression dans le vase devienne égale à P, = 1 atm et la 
température 7, = 4,2 K (point d'ébullition de l’hélium sous pression normale). 
Calculer la pression initiale P dans le vase sachant qu'à la fin de la transformation 
le vase ne contenait que de l’hélium liquide. A 4,2 K la chaleur de vaporisation 
de l’hélium est q = 20 cal/mole. Assimiler l’hélium gazeux à un gaz parfait. 

Solution. Si l'écoulement est lent, on peut admettre que l'état de 
l'hélium contenu dans le vase est un état d'équilibre. Comme le vase est calori- 
fugé l’entropie massique (et par suite l’entropie molaire) du gaz contenu dans 
le vase doit rester constante. Lors de la détente adiabatique réversible, lorsque : 
le gaz fournit un travail extérieur, il se refroidit. A partir d’une certaine tem- 
pérature, la diminution ultérieure de la pression du gaz s'accompagne non seu- 
lement d’une baisse de sa température, mais aussi de sa liquéfaction. C’est aussi 
une transformation d'équilibre évoluant sans variation d’entropie. La variation 
d’entropie d’une mole de substance passant de l'état initial (gaz) à l’état final 
(liquide) est donnée par 


as= | (or F-+r 9). 
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En y portant PdV—=—RdT -VdP=RaT—RT F et en remarquant que 

Cp = Cy +R, on obtient 


En égalant AS à zéro on trouve 


v-i RTS 
Po=Pi()" e * #100 atm. 


CHAPITRE IX 


LA TENSION SUPERFICIELLE 


$ 106. Tension superficielle et phénomènes 
qu’elle détermine 


1. Toute molécule d’un liquide est soumise à l’action des forces 
d'attraction issues des molécules environnantes. Si la molécule se 
trouve au sein du liquide à une distance de sa surface supérieure au 
rayon de la sphère d'action moléculaire, ces forces se compensent 
mutuellement (cf. $ 98); si elle se trouve dans la couche périphérique 
du liquide dont l’épaisseur est égale au rayon de la sphère d’action 
moléculaire, on voit apparaître une force résultante orientée vers 
l'intérieur du liquide. Il s'ensuit que pour faire passer une molécule 
de l’intérieur du liquide à sa surface, on doit dépenser du travail. 
Le travail que l’on doit fournir dans des conditions isothermes et quasi 
statiques pour accroître d'une unité la surface du liquide, le volume 
de celui-ci restant constant, est appelé coefficient de tension superficielle 
ou tension superficielle. 

On sait que le travail isotherme est égal à la diminution de l'éner- 
gie libre du système (cf. $ 45). Pour un liquide qui n’est soumis 
à aucune force extérieure, l'énergie libre peut être représentée par 


= oo + Vaups (106.1) 


où W, est la composante volumique de l'énergie libre et Vop 
-est sa composante superficielle ; la première est proportionnelle au 
volume, la seconde à la surface du liquide (à condition que sa den- 
sité et sa température soient constantes). En principe on arrive à di- 
viser l'énergie libre totale W en ses deux composantes de la façon 
suivante. Lorsque le volume du liquide augmente (sa configuration 
restant la même), le rapport de la surface au volume diminue et 
à la limite devient nul. Si le volume V du liquide est grand, on peut 
négliger la composante superficielle de l'énergie libre et calculer 
sa densité spatiale par la formule Pya = Vyor/V = W/V. La valeur 
de Ÿy, ne dépend pas du volume du liquide, mais dépend de sa den- 
sité et de sa température. Mais si le volume V du liquide est petit, 
la quantité ÿy V ne sera plus égale à l'énergie libre totale Y du 
liquide. La différence Y — ,,1 V représente l'énergie libre super- 
ficielle. . 
En vertu de la définition donnée plus haut, on écrira 


Poup = oF 
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où F est l'aire de la surface du liquide et o la tension superficielle. 
‘On peut donner une autre définition de la tension superficielle : 
da tension superficielle est l'énergie libre superficielle rapportée à l'unité 
le surface du liquide. 

I] existe un cas limite où on peut négliger complètement la com- 
posante volumique de l'énergie libre. C’est le cas où le liquide se 
présente sous forme de minces pellicules, par 
exemple les bulles de savon. On dit alors que 
le liquide se trouve dans un état lamellaire. 
Dans ce cas les phénomènes liés à l'existence de 
la tension superficielle se manifestent de ma- 
aière aussi simple qu'évidente puisqu'ils ne 
sont plus marqués par les propriétés volumi- 
ques des corps. Dans nos démonstrations nous 
raisonnerons souvent comme si le liquide 
se trouvait dans un état lamellaire. Les ré- 
sultats auxquels nous aboutirons ainsi seront 
applicables non seulement aux pellicules 
liquides, mais aussi aux liquides en général. Il suffit pour cela de 
prendre des pellicules dont l'épaisseur n’est pas inférieure au dia- 
mètre de la sphère d'action moléculaire. 

2. Pourquoi appelle-t-on tension superficielle la grandeur 0? 
‘Pour répondre à cette question considérons l’expérience suivante. 
Prenons une carcasse rectangulaire en fil de fer dont le côté CD 
peut glisser librement sur les fils AC et BD (fig. 111). Recouvrons 
l'aire ABDC d'une pellicule de savon. Cette pellicule est double; 
elle possède, tout comme une feuille de papier, deux faces — la 
face face et la face pile et elle est constituée par deux pellicules 
simples entre lesquelles se trouve le liquide. L'expérience montre 
que la pellicule tend à se contracter, ce que l’on constate en voyant 
se déplacer vers le haut le côté mobile CD du cadre. Pour maintenir 
en équilibre le bord CD on doit lui appliquer une certaine force, 
lui attacher un petit poids par exemple. Comme la pellicule comporte 
deux pellicules simples, il est commode de noter cette force 2f, 
chaque pellicule simple étant soumise à la force f. Calculons la valeur 
de /. Tout en maintenant la température constante, augmentons la 
force f d’une quantité infiniment petite. Le côté mobile CD com- 
mencera à se déplacer vers le bas à une vitesse infiniment petite. 
Lorsqu'il se sera déplacé de Ax, on aura fourni à la pellicule un travail 
AA = 2f Ax ot son aire aura augmenté de 2AF —2aûÂx, a étant la 
longueur de CD et AF l'accroissement d’aire de chacune des pelli- 
cules simples. Par définition de la tension superficielle, le travail 
AA = 26AF = 20aîÂx. En égalant ces deux expressions on trouve 


cm, (106.2) 


a 
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Cette formule montre bien que la pellicule se trouve dans un état 
de tension. D'une manière générale la surface de tout liquide est. 
dans un état de tension. Expliquons ce que cela signifie. Coupons: 
en pensée une pellicule le long d’un segment de droite. Chacune des 
parties de la pellicule coupée exercera sur la ligne de coupe une cer- 
taine force, qui étant tangente à la pellicule et normale à la ligne- 
de coupe est une force de tension. La force rapportée à l'unité de 
longueur de la ligne de coupe est ce que nous appelons la tension 
superficielle o. 

Le liquide se comporte ainsi comme s’il était contenu dans une- 
pellicule élastique (en caoutchouc par exemple). Cette analogie. 
est fort grossière. Lorsqu'on détend une pellicule de caoutchouc, 
on augmente la distance entre les particules suivant la direction. 
d'extension, ce qui exige que soit fourni un travail contre les forces. 
de cohésion agissant entre les particules. Par contre, lorsqu'on aug- 
mente la surface d'un liquide, le travail que l’on fournit est utilisé 
pour déplacer des molécules de l’intérieur du liquide dans sa couche: 
superficielle. D'autre part, la force que l’on doit appliquer à une 
pellicule de caoutchouc doit être d'autant plus grande que l’exten- 
sion d’une pellicule est grande, tandis que la force déterminant 
l'accroissement de la surface d’un liquide ne dépend pas de l’exten-- 
sion de la pellicule superficielle. Lors de l'extension de cette der- 
nière, seule sa superficie augmente, et pour le reste elle demeure- 
semblable à elle-même, puisqu'elle s'étend aux dépens de molé- 
cules extraites de l’intérieur du liquide. 

3. La définition de la tension superficielle ne sera complète 
que si on indique la nature du milieu en contact avec le liquide. 
C'est une indication indispensable puisque les molécules de la 
couche superficielle des liquides sont soumises à l’action des forces. 
moléculaires émanant non seulement des molécules du liquide consi- 
déré, mais aussi des molécules du milieu ambiant. Le travail qui 
doit être fourni pour extraire des molécules de l’intérieur du liquide 
et les placer à sa surface dépend non seulement de la nature du liquide, 
mais également de la nature du milieu ambiant. Il en est de même 
pour la tension superficielle. Dans les tableaux on indique générale- 
ment les valeurs de la tension superficielle des liquides mesurées: 
dans une ambiance d’air.ou de vapeur saturée. Ainsi la tension super- 
ficielle de l’eau à 0 °C au contact de l'air est égale à 75,7 dyn/cm. 
et au contact de la vapeur saturée à 73,2 dyn/cm. On peut également. 
parler de la tension superficielle à la frontière de séparation de deux 
liquides immiscibles ou à l'interface solide — liquide. 


4. Dans ce qui suit nous décrivons. quelques expériences et quelques phé- 
nomènes déterminés par l’existence de la tension superficielle. 

Prenons un cadre en fil de fer recouvert d’une pellicule d'eau sayonneuser 
et plaçons sur la pellicule une boucle en fil (fig. 112). Tant que la pellicule se- 
trouvant. à l’intérieur de la boucle h’est pas rompue, on peut décnne la boucle 
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de n'importe quelle façon. Mais si on perfore la pellicule à l’intérieur de la boucle 
-en fil de telle manière que la pellicule ne subsiste qu'entre le fil et la carcasse en 
fil de fer, sous l'action des forces de tension superficielle la boucle prend aussitôt 
Ja forme d’une circonférence (fig. 112, à droite). 

Relions par un fil flexible non tendu les sommets À et C d'un cadre rectan- 
æulaire ABCD en fil de fer (fig. 113) et recouvrons la surface A BCD d’une pel- 
Aicule d’eau savonneuse, Le fil AC reposant sur la pellicule présentera une con- 


œ 
S 
œ 


Fig. 112 Fig. 113 


à 


D EU irrégulière, n’opposant aucune résistance à sa déformation. Si on 
détruit la partie de la pellicule se trouvant d'un côté du fil (en la perforant), 
sous l’action des forces de tension superficielle, le bord de la partie restante de 
Ja pellicule prendra la forme d’un arc de cercle. 

Suspendons une tige 4B par deux fils souples et parallèles À C et BD (fig. 114) 
qui sont tendus et rectilignes. Si on recouvre la surface 4 BDC d’une pellicule 


tartsrtst 


Fig. 114 


one coulis les fils AC et BD s'incurveront en relevant la tige (fig. 114, 
à droite). 

Lorsqu'une brosse est immergée dans l’eau, les poils de la brosse s'écartent 
des uns des autres. Lorsqu'on sort la brosse de l’eau les poils collent les uns aux 
autres. La raison en est qu'il reste un peu d’eau entre Îles poils dont la surface 
cu tend à diminuer par effet de tension superficielle, ce qui rapproche les 
poils. 

Dispersons de la poudre sur la surface libre d'un bain de mercure placé 
dans un plat et immergeons dans le mercure une grosse tige de verre en position 
verticale. La poudre se précipite dans l'évidement qui s’est formé autour de la 
tige comme si le mercure était recouvert d’une pellicule ne se déchirant pas du 
fait de l'immersion de la tige. Cette expérience peut être faite avec de l’eau si 
on graisse préalablement la tige. 

Un grand nombre d'effets résultent de ce que différents liquides ont des 
tensions superficielles différentes. Prenons, par exemple, un petit modèle de 
navire fait en feuillard, dans la poupe duquel on a percé un petit orifice. Ver- 
sons à l’intérieur du navire un peu d’éther, juste assez pour que son niveau soit 
un peu au-dessus de l'orifice, et faisons-le voguer sur de l’eau. On le verra se 


CRD LA TENSION SUPERFICIELLE {CH. IX 


mettre en marche la proue en avant. Cet effet résulte de ce que la tension super 
ficielle de l’éther est plus petite que celle de l’eau. L'éther qui suinte à travers. 
l'orifice dans la poupe recouvre la surface de l’eau d'une mince pellicule. La 
tension superficielle de l’éther tire le navire en arrière, mais cette force est plus- 
petite que la tension superficielle de l’eau. Le navire est propulsé en avant sous- 
l'action de la résultante de ces deux forces. 

On observe le même effet lorsqu'on jette de petits morceaux de camphre 
sur la surface d’une eau pure. Le camphre se dissout lentement dans l’eau et 
réduit sa tension superficielle. La vitesse de dissolution du camphre est diffé- 
rente en différentes parties du morceau et dépend de sa forme. Elle est plus grande- 
à proximité des parties saillantes. Ainsi apparaît une différence des tensions. 
superficielles sous l’action de laquelle les morceaux de camphre sont animés. 
d’intenses mouvements désordonnés de rotation et de translation. Cet effet ne- 
s’observe que si la surface de l'eau est bien propre. La présence d’une pellicule- 
d'huile diminue tellement la tension superficielle de l’eau que la dissolution du: 
camphre ne l’affecte plus. Selon Rayleigh les mouvements des morceaux de- 
camphre cessent lorsque l'épaisseur de la couche d'huile atteint 2.10-7 cm. 
La tension superficielle d’une eau pure est alors réduite de 28 %. Toujours selon. 
Rayleigh, une couche d’huile d’une épaisseur égale ou inférieure à 1.10-° cm 
n’exerce aucune influence sur la tension superficielle de l’eau. 

Plateau (1801-1883) nota que les oscillations d’une aiguille aimantée s'a- 
mortissent plus fortement lorsqu'elle est suspendue de manière à flotter sur- 
l'eau que si elle était entièrement immergée dans l’eau. On explique ce résultat. 
en supposant que la surface de l’eau est toujours contaminée par de l'huile. 
Lorsque l'aiguille bouge sur la surface de l’eau, l'huile se rassemble devant elle, 
tandis que derrière l'aiguille la surface de l’eau devient plus propre. Ainsi ap-- 
para une différence de tensions superficielles qui freine les oscillations de l’ai- 
guille. 

On peut réduire notablement l’agitation naturelle de l’eau de mer en y 
déversant de l'huile. Le vent soufflant sur la surface de l’eau fait avancer l’huile- 
et laisse derrière soi une surface d’eau plus propre. Ainsi apparaît une force de: 
tension superficielle dirigée en sens inverse qui cherche à ralentir le mouve- 
ment de la surface de l’eau. Même s’il y a des vagues, une couche d'huile crée- 
une force supplémentaire tendant à ralentir le mouvement de l’eau. L'agitation 
de l’eau entraîne une augmentation de l'épaisseur de la couche d'huile en cer-- 
tains endroits et une diminution d'épaisseur dans les régions adjacentes. Cela. 
crée une différence de tension superficielle tendant à réduire l’agitation. 

Versons sur la surface de l’eau contenue dans un vase des spores de lycopode. 
Prenons d'autre part un verre et versons-y un peu d’éther afin de mouiller le- 
fond et les parois du verre et jetons le restant de l’éther. Renversons le verre: 
contenant des vapeurs d’éther, plus lourdes que l'air, sur la surface de l’eau re- 
couverte de poudre de lycopode. On observera alors que la poudre s'éloigne rapi-- 
dement de la région soumise à l'action de la vapeur d’éther. C’est un effet très. 
spectaculaire puisqu'on ne voit pas la vapeur et il semble que l'expérience fait 
intervenir un verre vide. L'effet résulte de ce que la vapeur d’éther diminue la. 
tension superficielle de l’eau. C'est la différence des tensions superficielles qui 
met la poudre en mouvement. Si une goutte d'eau pend au bout d’un tube de- 
verre, elle tombe dès qu’on place à proximité un flacon d éther ouvert. 


5. À l'état d'équilibre l'énergie libre d'un système doit être mini-- 
male. Soit un liquide absolument libre qui n'est pas limité par les. 
parois d’un récipient et qui n’est soumis à aucun champ de forces: 
extérieur. Dans ces conditions, sous l’action des forces superficielles, 
il doit prendre la forme d'une sphère, puisque de tous les corps d'un: 
volume donné c’est la sphère qui a la plus petite surface et donc læ& 
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plus petite énergie libre superficielle. Les gouttes de:liquide n'ont. 
pas la forme de sphères par suite de l’action de la force de pesanteur. 
L'énergie potentielle de la force de pesanteur est proportionnelle au 
volume du liquide, tandis que l'énergie de la tension superficielle 
est proportionnelle à la surface du liquide. Ainsi l’influence de la 
force de pesanteur se fait d'autant plus sentir par rapport à celle de 


Fig. 115 


la tension superficielle que le volume de la goutte est plus grand. 
Les petites gouttes d'eau et surtout les gouttes de mercure sont ap- 
proximativement sphériques. Dans les conditions d’apesanteur les 
gouttes de tous les liquides présentent, indépendamment de leurs 
dimensions, une forme sphérique. C’est ce qu’on observe lors des vols 
cosmiques. Dans les conditions terrestres, on peut éliminer pratique- 
ment l'influence de la force de pesanteur en immergeant une masse 
donnée d’un liquide dans un liquide différent immiscible avec le 
premier, les deux liquides ayant des densités égales. C’est l’expé- 
rience que réalisa Plateau. Ïl utilisa un mélange d’eau et d'alcool et. 
y immergea une goutte d'huile d'olive. Comme les densités des deux 
liquides ont été rendues égales, la goutte d'huile y prit une forme 
sphérique. Cette expérience peut être répétée avec de nombreux autres 
liquides. On peut, par exemple, utiliser une solution aqueuse de sel 
de cuisine dont la concentration est choisie telle que la densité de la 
solution soit égale à celle de l’aniline. Ainsi une goutte d'eniline 
y prend une forme sphérique. Comme il est difficile d'égaliser exacte- 
ment les densités des deux liquides, il est recommandé de créer 
dans la solution un gradient de concentration de sel. Le centre de la 
goutte d’aniline se placera là où sa densité est égale à la densité 
de la solution. 

6. Une goutte suspendue ressemble à un liquide suspendu dans. 
un sachet élastique. La tension d’une pellicule de caoutchouc dépend 
de la quantité de liquide qu'elle renferme, tandis que la tension 
superficielle est indépendante des dimensions de la goutte de liquide 
et c’est ce qui détermine l'effet de détachement des gouttes. Les stades. 
successifs de la croissance des gouttes sont illustrés par le schéma 
de la figure 115. Lorsque la goutte atteint une certaine taille, on 
voit se former un étranglement qui devient de plus en plus profond 
à mesure qu'augmente la masse de liquide jusqu'à ce qu'apparaisse: 
d’abord un deuxième étranglement, puis les deux étranglements: 
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s’affinent, finissent par se rompre, et la goutte se détache et tombe. 
Lorsque la goutte qui tombe est grosse, elle est suivie d’une deuxième 
goutte qui est petite, que l’on appelle bille de Plateau, qui nota cet 
effet. Pendant la chute, la forme d’une grosse goutte change périodi- 
quement sous l’action des forces de tension superficielle. Au début 
elle a la forme d’un ellipsoïde de révolution allongé, puis d’une sphère, 
d’un ellipsoïde aplati, etc. 


Il est difficile de faire une expérience de démonstration de détachement des 
gouttes parce que tout se passe trop rapidement. Darling surmonta cette difficulté 
en réduisant artificiellement la force de pesanteur par le même procédé que 
Plateau. Au-dessus de 80 °C la densité de l’aniline liquide devient inférieure 
à celle de l’eau et au-dessous, elle lui est supérieure. Par ailleurs, l’aniline ne 
se mélange pas avec l'eau. On prend un verre de 20 à 25 cm de haut, d’un diamètre 
de 10 à 12 cm, que l’on remplit d’eau distillée à laquelle on ajoute 80 à 100 cm® 
d’aniline. On place le tout sur un bain de sable chauffé au gaz. L'aniline chaude 
surnage et se rassemble en gouttes de 2 à 3 cm de diamètre. Comme la température 
de l’eau dans la partie supérieure du verre est inférieure à 80 °C, les gouttes s'y 
refroidissent, se détachent de la surface de l'eau et tombent lentement au fond 
du verre; là elles se réchauffent et remontent à la surface. Le processus peus se 
reproduire indéfiniment si les températures au fond du verre et à la surface de 
l’eau sont bien réglées. 


7. En appliquant aux solutions le principe du minimum d'’éner- 
gie superficielle libre des liquides, on arrive à un résultat intéres- 
sant. La composition de la couche superficielle d’une solution peut 
être notablement différente de celle de la masse de la solution. La 
raison en est que différentes substances possèdent des tensions super- 
ficielles o différentes. Les valeurs de o et par suite les énergies super- 
ficielles libres des liquides dépendent des forces intermoléculaires 
qui, elles, sont déterminées par les configurations des molécules. 
Le minimum de l'énergie superficielle d’un liquide est assuré non 
seulement par une diminution de sa superficie, mais encore par 
l'accumulation dans la couche superficielle de molécules contribuant 
à la diminution de o. Les substances qui s’adsorbent à la surface 
de séparation d'une phase liquide et provoquent une diminution 
de l'énergie superficielle libre sont appelées substances tensio-actives. 
La présence de petites quantités de substances tensio-actives dans 
un liquide diminue notablement sa tension superficielle. Les molé- 
cules tensio-actives s'accumulent d’abord dans les couches superficiel- 
les et ce n’est que lorsque celles-ci s'en seront suffisamment enrichies 
qu’elles pénètrent dans la masse du liquide. 

Généralement ce sont les molécules organiques ayant une confi- 
guration allongée qui sont tensio-actives. Ces molécules comportent 
un groupement polaire (tel que —OH, --COOH, —NH.,) auquel 
est associé la reste non polaire de la molécule (une chaîne .ou un 
noyau hydrocarboné}. Les groupements polaires possèdent de grands 
moments dipolaires qui constituent le centre du champ de forces 


5 107] THERMODYNAMIQUE DE LA TENSION SUPERFICIELLE 433 


émanant de la molécule. Le moment dipolaire de la partie non 
polaire de la molécule est pratiquement nul. Dans la couche super- 
ficielle des liquides les molécules des substances tensio-actives se 
rangent parallèlement les unes aux autres, les groupements polaires 
pointant vers l’intérieur du liquide et les groupements non polaires 
pointant vers l'extérieur. 

Le savon est la substance tensio-active la plus répandue. C'est 
la forte diminution de la tension superficielle des solutions de savon 
(s'accompagnent d’une augmentation de leur viscosité) qui détermine 
la possibilité de produire des bulles de savon, chose que l’on n’arrive 
pas à faire avec de l’eau pure. Dans ce dernier cas les molécules exté- 
rieures de l1 pellicule sont si énergiquement attirées vers l’intérieur 
que la pellicule devient tellement fine qu'elle éclate aussitôt. 

Il existe des substances dont l'addition à l’eau augmente sa ten- 
sion superficielle (sel, sucre). L’addition de sel à une solution savon- 
neuse provoque une accumulation supplémentaire de molécules de 
savon dans la couche superficielle du liquide, fait que l’on met 
à profit dans les savonneries pour extraire le savon de ses solutions. 


$ 107. Thermodynamique de la tension 
superficielle 


Pour augmenter de dF la superficie d’une pellicule on doit lui 
fournir le travail o dF. La pellicule fournit, elle, le travail 64 — 
= —0 dF. Selon le premier principe de la thermodynamique 8Q — 
= dU + 6A ou 


6Q = dU — 6 dF. (107.1) 
En introduisant l’entropie S récrivons cette égalité sous la forme 
aU = T dS + 6 dF. (107.2) 
L'énergie libre est égale à 
Y=U-TS, (107.3) 
et par conséquent 
= —S dT + o dF. (107.4) 
On en tire S = — (%), et par suite 


VSU+HT( Tr). (107.5) 


Portons-y W — oF. Comme la tension superficielle dépend de al 
température de la pellicule, mais ne dépend pas de son aire, on 
obtient après substitution 


U=(o—T)F. (107.6) 


28-01793 
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Si la pellicule s'étend dans des conditions isothermes on devra lui 
fournir une quantité de chaleur 


do 


La quantité de chaleur fournie à température constante à l'unité 
de surface de la pellicule est égale à 


do 
Cette quantité de chaleur est positive, car l'expérience montre que 
o diminue lorsque la température augmente. La quantité de chaleur q 
est appelée chaleur de formation de l'unité de surface de la pellicule. 
(Nous donnons dans le problème 1 de ce paragraphe une autre démons- 
tration de la formule (107.7).) 


PROBLÈMES 


1. Démontrer la formule (107.7) en utilisant la méthode des cycles de trans- 
formations. 

Solution. Soumettons une pellicule de liquide à un cycle de Carnot 
infiniment petit. Portons suivant l’axe des abscisses l'aire F de la pellicule et 
suivant l’axe des ordonnées la tension superficielle o (fig. 116). Comme à tem- 

pérature constante la tension superficielle est égale- 

16 ment constante, sur notre diagramme les isothermes 

seront des droites horizontales. Notons Z l’état initial 

ÿ de la pellicule et mettons la pellicule en contact avec 

FF une source chaude dont la température est égale à la 

1 ? température de la pellicule dans l’état 7. Etirons la 

pellicule de façon quasi statique pour l’amener dans 

l'état 2. Pour ce faire on devra fournir du travail. Le 

F travail fourni par la pellicule est négatif et égal à 

A = —0 (T1) AF, où AF est l'accroissement de la 

Fig. 116 superficie de la pellicule lors de la transformation 

isotherme 12. Pendant l’extension isotherme on doit 

fournir de la chaleur à la pellicule : Q, = q AF. Ayant amené la pellicule à l’état 2, 

isolons-la de la source aude et étirons-la infiniment peu dans des conditions 

adiabatiques jusqu’à l’état 8; dans l’état 8 la pellicule prendra la température T; 

de la source froide. On suppose que les températures 7, et 7, sont infiniment 

proches. Dans l’état 8 mettons la pellicule en contact avec la source froide et 

soumettons-la à une transformation isotherme qui l’amènera dans l'état 4. 

La superficie de la pellicule diminue de AF et celle-ci fournit le travail positif 

A3 = © (T2) AF. Enfin ramenons la pellicule dans l’état initial Z. Négligeons le 

travail fourni par la pellicule le long des adiabatiques 23 et 47, car c’est une 

quantité d’un ordre de petitesse supérieur. Le travail total fourni par la pellicule 
le long du cycle est 


A= Ai A3 = 10 T2) — 6 (PANIAF = (Ta Tr) AP. 


En vertu du théorème de Carnot 


En portant dans cette égalité les expressions de À et de Q, trouvées plus haut, 
nous retrouvons après simplification la formule (107.7). 
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2. Calculer la variation de température d’une pellicule que l’on dilate 
adiabatiquement. 
Répon3e. 


AT ET GR, (107.8) 
Cr 


où cr cst la capacité calorifique de l'unité de surface de la pellicule pour F = 
= const; g est donné par la formule (107.7). Lors d'une dilatation adiabatique 
la pellicule se refroidit. 
3. Soit une pellicule d’eau savonneuse d'épaisseur k — 10- mm à T = 
= 300 K. Calculer l'abaissement de la température de cette pellicule accom- 
agnant sa dilatation adiabatique qui double sa superficie. La tension super- 
{icielle de la solution de savon diminue de 0,15 dyn/cem pour une augmentation 
de température de 1°. 


Réponse. En posant cp = ch (c, est la chaleur massique de l’eau} 
on obtient 


(Le facteur 2 tient compte de ce que la pellicule a deux faces.) 
4. Démontrer qu'à proximité du zéro absolu la tension superticielle des 
liquides ne dépend plus de la température, i.e. 


lim 2 —0. (107.9) 


(Il ne peut s'agir on fait que de l'hélium qui est la seule substance pouvant sub- 
sister à l’état liquide à ces températures.) 
Solution. Portons dans (107.7) 4 — T AS, AS étant l'accroissement 
u l’entropie de la pellicule pour un accroissement de sa surface égal à l'unité. 
n a 


D’après le théorème de Nernst au zéro absolu tous les processus évoluent sans 
variation d’entropie, i.e. AS = 0. Il en découle (107.9). 


$ 108. Angles de mouillage et conditions 
de mouillage 


1. Considérons trois milieux liquides 7, 2, & (l'un peut être 
un gaz) qui sont contigus deux par deux le long de trois surfaces 
de séparation qui se coupent suivant une droite O (sur la figure 117 
on a représenté la section de ce système par le plan de la figure per- 
pendiculairement à la droite O ; on ne voit sur la figure que le point 
d’intersectiun de la droite © avec le plan de la figure). L'équilibre 
mécanique entre les trois milieux est-il possible et dans quelles con- 
ditions ? Avant de répondre à cette question on doit faire remarquer que 
les frontières de séparation des liquides ne sont pas des surfaces géomé- 
triques, mais des couches de transition d'un liquide à l’autre où 
se manifestent les forces de tension superficielle. L'épaisseur de 
ces couches de transition est de l’ordre du rayon d'action des forces 
28% 
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moléculaires. ‘Prenons sur la droite © un segment de longueur unité 
et entourons-le d'une surface cylindrique $S, comme indiqué sur 
la figure 117, a. Les frontières des couches de transition entre les 
liquides y sont indiquées en pointillé. Pour que l'équilibre soit pos- 
sible, il faut que toutes les forces agissant sur le liquide à l’intérieur 
de la surface $ soient équilibrées. Ces forces sont les forces de tension 


Fig. 147 


superlicielle @,4, Os, 63, agissant le long des frontières de sépara- 
tion des liquides, les forces de pression hydrostatique s’exerçant 
sur la surface Set les forces dues à la pesanteur du liquide contenu 
dans le volume délimité par la surface $. Selon la loi d’Archimède 
la résultante des forces de pression hydrostatique est du même 
ordre de grandeur que le poids du liquide délimité par S. Ces deux 
forces sont proportionnelles au volume du cylindre. Elles sont de 
l'ordre de j — pnr?g, où p est la densité du liquide et r le rayon 
d’action des forces moléculaires. En posant p — 1 g/em°, r < 10-6cm, 
on trouve f — 108 dyn/cm ; la tension superficielle © est égale, elle, 
à plusieurs dizaines de dynes par centimètre. Il tombe sous le sens 
que l’on peut négliger la force de pesanteur et la force de pression 
hydrostatique et exprimer la condition d'équilibre sous la forme 


O2 + Oa3 + O31 = 0. (108.1) 


Tout se passe donc comme s’il s'agissait de l'équilibre de trois 
forces G,2, Dos et 6x appliquées au point © (fig. 117, b). 

La signification géométrique de la condition (108.1) est qu'avec 
les trois segments de droite G,2, O2 et 631 On peut construire un trian- 
gle. Les longueurs des côtés du triangle définissent de façon univoque 
le triangle ainsi construit. Par conséquent, les angles que forment 
entre elles les surfaces de séparation des liquides au point © sont 
définis à l’équilibre de façon univoque par les tensions superficielle: 
Oo Oogs Oy. Si l’une de ces tensions superficielles est plus grandt 
que la somme des deux autres, on ne peut plus construire le triangli 
et l'équilibre devient impossible. 

2. Le cas de trois milieux contigus est illustré par une goutt: 
de liquide reposant sur la surface d’un autre liquide. La goutte a l: 


s 10] ANGLES DE MOUILLAGE ET CONDITIONS DE MOUILLAGE 437 


forme d’une lentille (fig. 118). L’équation vectorielle de la condi- 
tion d'équilibre (108.1) se décompose dans ce cas en deux équations 
scalaires : 
O13 = O9 COS Ê1 + Ces COS D», Ou2 Sin V1 — O3 Sin Ê> (108.2) 
On en tire 
Os + Ofo— Os 
2013012 : 
Ofs +083 —0Ÿa 
2018028 


cos D, = 
QAR.) 
cos Ÿ, — 


Ces formules définissent univoquement les angles ®, et #,. L'équilibre 
n’est possible que si 013 << Oi2 + Gos, Comme témoigne la première 
des équations (108.2). Dans ce cas 
la goutte a effectivement la forme 
d'une lentille. C’est ainsi que se 
comporte, par exemple, une goutte 
d'huile flottant sur la surface de 
l'eau. Si 0,3 >> O19 + O2silne peut 
exister d’angles #, et ®, vérifiant Fig. 118 

(108.2). L'équilibre est donc impos- 

sible et la goutte s’étend sur la surface du liquide 3 et la recouvre 
d'une pellicule mince. Un exemple connu est la pellicule d’essence 
ou de pétrole flottant sur l’eau. Ces pellicules ont la couleur de l'arc- 


Gp 


ul 


dd dd dd dl dd d d'A ddl dd dd dll dl CL d ll ddl td du dd dd sut ff} 
3 
PA 


Fie. 119 


en-ciel résultant de l’interférence de la lumière. Dans ce dernier cas 
on dit que le liquide 2 mouille parfaitement le liquide 3 (ou inverse- 
ment). 

3. Les gouttes de liquides se comportent de façon analogue lors- 
qu'elles se trouvent sur une surface solide (fig. 119). La seule diffé- 
rence réside en ce que la surface d’un corps solide ne se déforme pas. 
La résultante des forces de tension superficielle 6, + 023 + 69 
est équilibrée par la force de pression normale ou par la force de 
tension s’exerçant sur la frontière de séparation du liquide et du 
solide. À la place de la condition (108.1) on doit exiger que la com- 
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posante tangentielle de la force résultante ©6,, + 6,3 + 63 soit 
nulle. Dans le cas considéré l’angle Ÿ, est égal à zéro et pour déter- 
miner un seul angle Ÿ, = 8 la première équation (108.2) suffit: 


cos D — 2127728 (108.4) 


O2 


L'angle 6 est appelé angle de mouillage. Généralement on le choisit 
tel qu'il contienne la région occupée par le liquide 2. Lorsque 
O13— C2s 


Se . © O9 + Cow la condition (108.4) ne peut 
1 


être vérifiée. Cela signifie que la 
goutte du liquide 2 n’est pas en équi- 
libre et s'étend sur la surface du 
corps solide sous forme d'une mince 
pellicule (exemple: pétrole sur la 
surface d'une tôle ou du verre). 
On dit alors que le liquide mouille 
parfaitement la surface du corps 
O13 028 


Fig. 120 solide. Dans le cas où 


12 
<<—1, 1.0. Os >> O13 + G12, ON ne peut 
définir non plus un angle © vérifiant (108.4). Le liquide se ras- 
semble en boule sphérique légèrement aplatie par la pesanteur (exem- 
ple : goutte de mercure sur le verre ou goutte d’eau sur la paraffine). 
On dit alors que Le liquide ne mouille absolument pas la surface du 
corps solide. Dans la plupart des cas on se trouve dans une situation 


intermédiaire où le liquide mouille imparfaitement le solide (o << 
< _. , fig. 119, a) ou encore ne le mouille que partiellement ( F < Ÿ < 


< n, fig. 119, b). 


L'existence d’un angle de mouillage s’observe près des parois 
d’un vase contenant un liquide (fig. 120). La valeur de l’angle de 
mouillage y est encore donnée par (108.4). 


4. L'absence de mouillage du corps solide par des liquides permet d'expliquer 
de nombreux phénomènes. Éonnone en quelques exemples. On peut déposer sur 
la surface de l’eau une feuille d'aluminium qui ne coulera pas même si on placé 
dessus une petite charge. Une aiguille d’acier (surtout si elle cst revêtue d’une 
couche de paraffine) ne coulera pas si on la dépose avec précaution sur la surface 
de l’eau. Prenons un tamis à toile métallique, plongeons-le dans la paraffine 
fondue, puis l’ayant retiré de ce bain secouons-le pour que les mailles ne soient 
pas obstruées. Plaçons sur le fond du tamis une feuille de papier et versons de 
l'eau. Ensuite retirons doucement la feuille de papier. L eau ne s’écoulera pas. 

Prenons un aéromètre ou un appareil analogue flottant sur l’eau en position 
verticale et dont une partie émerge. Fixons sur l'extrémité supérieure du tube de 
l'aéromètre nne rondelle grillagée et immergeons le tout dans 1 eau. Abandonné 
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à lui-même l’aéromètre commence à remonter à la surface mais lorsque la ron- 
delle en grillage affleurera à la surface, il ne pourra émerger davantage car il 
rencontre la résistance de la pellicule recouvrant la rondelle. Si on incline légère- 
ment l’aéromètre de manière qu’un côté de la rondelle se détache de l’eau, 
l'aéromètre surnage et la rondelle se retrouve bien au-dessus de la surface de 
l'eau. On peut aussi faire émerger l’aéromètre sans l’incliner en versant dans 
l’eau quelques gouttes d’éther. 


$ 109. Différence de pression existant 
de part et d’autre d’une surface liquide 
incurvée. Formule de Laplace 


1. A l'équilibre la pression de part et d'autre de la surface incur- 
vée d’un liquide doit être différente. Cet effet est déterminé par les 
forces de tension superficielle. Considérons d’abord le cas simple où 
le liquide est limité par la surface latérale d’un cylindre circulaire 
droit. La figure 121 représente la section droite du cylindre. Prenons 
sur sa surface une zone infiniment petite AB définissant un angle 
central o. Sur les côtés de cette zone s’exercent les forces tangen- 
tielles bo, b étant la longueur du cylindre. La résultante de ces forces 
est parallèle au rayon CO du cylindre et a pour grandeur F = 


= 2bo sin + ou F — bap puisque l'angle q est infiniment petit. 


En y portant ® = _. , où a est la longueur de l’arc AB et R est le 
rayon du cylindre, on obtient 


=+Ss, (109.1) 


où $ — ab est l'aire d'une zone rectangulaire infiniment petite de 
la surface latérale du cylindre. En divisant la force F par l’aire S 
nous trouvons la différence des pressions régnant à l’intérieur et à 
l'extérieur du liquide: 


[eJ 
P,;—P;= TR: 

2. Généralisons cette formule au cas où le liquide est limité 
par une surface à double courbure. Choisissons sur. la surface du 
liquide quatre points À, B, C, D se trouvant aux sommets d’un 
rectangle infiniment petit (fig. 122). Faisons passer par À et B, 
B et C, etc., des plans normaux à la surface du liquide. (Sur la 
figure 122 on n’a représenté que deux plans passant par AD et BC. 
Ils se coupent le long d’un segment infinitésimal 00’.) On définit 
ainsi un rectangle curviligne ABCD infiniment petit dont les côtés 
peuvent être assimilés à des arcs de cercles infiniment petits. Soit 
R; le rayon de courbure de l’arc 4B. Le rayon de courbure de l'arc 
DC n’en diffère qu’'infiniment peu. Les côtés opposés AD et BC 
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sont soumis aux forces tangentielles de tension superficielle dont la 
résultante est normale à la surface du liquide. Selon la formule 


(109.1) sa grandeur est F, — RS: où S est l'aire du rectangle 
A | 
ABCD. En raisonnant de même, nous arrivons à la conclusion que la 


J. 


Fig. 121 Fig. 122 


résultante des forces tangentielles de tension superficielle s'exer- 
çant sur les côtés opposés AB et DC est également normale à la sur- 
face du liquide et a pour grandeur F, — _. S, où R, est le rayon- 
2 è 
de courbure de l'arc AD. (Le rayon de courbure de l’arc BC n’endif- 
fère qu’infiniment peu.) Ainsi la résultante de toutes les forces de 
tension superficielle appliquées aux côtés du rectangle ABCD est 
égale à 
… Le 1 1 
F=Fi+F,=08 (+) 
En divisant par S nous trouvons la différence de pression 
1 1 
Pa—Pi=0(7 =). (109.2) 
La formule (409.2) est la formule de Laplace. Les grandeurs AR, et 
R, sont les rayons de courbure de deux sections orthogonales de la 
surface du liquide. Les rayons de courbure sont positifs si la section 
normale correspondante est concave vers le liquide. Dans le cas con- 
traire le rayon de courbure est considéré comme négatif. La quantité 
_ + e_ s'appelle courbure moyenne de la surface. La courbure moyenne 
1 2 ï 
ne dépend pas du choix des sections normales mutuellement perpen- 
diculaires de la surface du liquide. Si le rayon de courbure en dépen- 
dait, la différence de pression P, — P, en dépendrait aussi, ce qui 
n'a pas de sens physique. En géométrie différentielle on démontre 
par des méthodes purement mathématiques, sans faire appel à des 
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considérations quelles qu’elles soient, que la courbure moyenne 
de n'importe quelle surface est indépendante du choix des sections. 
normales. C’est le contenu du théorème d'Euler. 

3. Si la surface du liquide est sphérique, on a À, = R, = R 
et la formule (109.2) s'écrit 


Pi pit (109.3). 


Pour une bulle de savon la différence des pressions régnant à l’inté- 
rieur et à l’extérieur de la bulle est deux fois plus grande que celle: 
que donne la formule (109.3), i.e. 


Cela tient à ce que l’enveloppe de la bulle comporte deux surfaces, 
une surface extérieure et une surface intérieure. Elle se comporte: 
donc comme une pellicule ayant une tension superficielle double. 

Nous voyons ainsi que plus la courbure de la surface de la bulle- 
est grande, plus la pression intérieure est grande. Nous nous trouvons. 
en présence d’une situation contraire à celle où nous gonflons un 
ballon de football: dans ce dernier cas la pression dans le ballon est. 
d'autant plus grande que son rayon est. grand. Cette différence- 
résulte de ce que la tension superficielle de la pellicule de la bulle. 
de savon ne dépend pas de ses dimensions, tandis que la tension de- 
la chambre à air du ballon augmente à mesure qu'on la gonfle. 

Considérons deux bulles de savon communiquant entre elles. 
Pour réaliser ce cas on utilise un tube à trois voies munies de robi-- 
nets (fig. 123). On commence par fabriquer séparément les deux 
bulles. On ferme ensuite le robinet X. et on ouvre les robinets K,. 
et K3. Comme la pression dans la petite bulle est la plus grande, 
l'air qu’elle contient s'écoule dans la plus grande bulle qui augmente 
ainsi aux dépens de la petite. 

4. Appliquons la formule de Laplace au calcul de la hauteur- 
à laquelle un liquide monte dans un tube capillaire de rayon a: 
(fig. 124). Nous négligerons la variation de pression avec la hauteur- 
si celle-ci varie d’une quantité de l’ordre de a. Dans cette approxi- 
mation la différence de pression P, — P, sera la même en tous les. 
points du ménisque. En vertu de la formule de Laplace (109.2} 


1 1 a : 
la courbure moyenne Æ TK, ra partout la même. Par raison 
1 2 
de symétrie R, = R, et dans l’approximation considérée le ménisque- 
Y La 1, LA 2 Pi 
peut être envisagé comme sphérique. Son rayon de courbure est. 


R=—— 


cos Ÿ ? 


où t est l’angle de mouillage. Dans notre exemple P, est la pression 
atmosphérique et P, la pression du liquide au niveau du ménisque. 
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Ces deux pressions sont reliées par la relation 
Pi — P, = pgh, 

où k est la hauteur de montée du liquide et p sa densité. En compa- 
rant cette formule à (409.3) on obtient 

29 20 

h= = ; : 

DUR he cos Ÿ (109.4) 
La hauteur de montée est inversement proportionnelle au rayon 
du tube capillaire. Si l'angle Ÿ est obtus, c'est-à-dire si le ménisque 


Fig. 124 


est convexe, À est négatif, ce qui signifie que le liquide s’abaisse au 
lieu de monter. 


PROBLÈMES 


1. On introduit une goutte d'eau de masse m = 0,1 g dans l'espace compris 
“entre deux lames de verre parallèles mouillables à l’eau, avec un angle de mouil- 
lage Ÿ — 0. Quelle sera la force d'attraction F s'exerçant entre les lames si elles 
se trouvent à une distance d = 10-4 cm l’une de l’autre? La tension superficielle 
de l’eau (à 18°C) o = 73 dynes-cm-!. 

Solution. La goutte prendra entre les lames la forme d’un disque dont 
la surface latérale sera concave. On peut négliger la courbure de la section de 
cette surface par un plan parallèle aux lames. Le rayon de courbure de la section 
mormale à la précédente est r = d/2. La courbure moyenne de la surface latérale 


-du disque F + + = 5 . La pression du liquide compris entre les faces du 


disque est de AP = 26/d plus petite que la pression atmosphérique. L'aire du 
disque S — m/(pd), p étant la densité de l’eau. Les lames seront attirées l’une 
“vers l’autre avec une force 


FAP 00 


pd? 
2. On introduit un gramme de mercure entre deux lames de verre parallèles. 


Quelle force F devra-t-on appliquer à la lame supérieure pour que le mercure 
prenne la forme d’un disque de rayon R = 5 cm et d'épaisseur uniforme? La 


—1,46.109 dynes— 1,46.101 N. 
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tension superficielle du mercure (à 15 °C) o& — 487 dynes-cm-!; l'angle de 
mouillage entre le verre et le mercure est 6 = 40°. 
È _ 20p coS O8 4 
Réponse. F =" x?rt— 630 N (m est la masse de mercure). 


m 

3. Quelle est la force d'attraction # s’exerçant entre deux lames de verre 
parallèles partiellement iminergées en position verticale dans l’eau, lorsque 
leur distance de séparation est d = 0,1 mm? Largeur des lames ! = 10 cm, 


wm !V 


Fig. 125 


5 = 73 dynes-cm-!, 8 = 0. La hauteur des lames est telle qu'après montée de 
l’eau entre les lames son niveau sera au-dessous de leurs bords supérieurs. 
: 2 où! cos? Ÿ 

Réponse. F Dead æ 10 N. 

4. Une lame rectangulaire de longueur infinie est déposée à la surface d'un 
liquide qui la mouille; ensuite on soulève la lame qui entraîne avec soi une 
certaine quantité de liquide (fig. 125). Trouver l'équation de la surface latérale 
de la colonne de liquide qui apparaît sous l’action des forces capillaires et de la 
force de pesanteur. 

Solution. Prenons pour axe X la droite normale au plus grand côté 
de la lame et contenue dans le plan horizontal de la surface du liquide, et pour 
axe Ÿ la droite verticale tangente au côté de droite de la surface cylindrique du 
liquide. Notons x et y les coordonnées courantes d’un point de la surface latérale 
dont nous cherchons l'équation. Au niveau du point À (fig. 125) la pression à 
l'intérieur du liquide est P = P, — pgy, P, étant la pression atmosphérique. 
La même pression est donnée par la formule de Laplace P = P, — 0oK, où Æ 
est la courbure absolue de la surface du liquide au point A. Il s'ensuit que 


pay = OK. (109.5) 
Par définition À — —dp/ds, où ds est un élément de longueur de l’arc que l’on 
posora être positif suivant la verticale ascendante; ds est relié à dx et dy par les 
relations: dr = dscos q, dy = ds sin q. Ainsi 


EN 
7-0 nr À 


En portant ces expressions dans (109.5) on obtient deux équations : 
pay dy + o sin p dp = 0, (109.6) 
p£gy dx + © cos p dp = 0. (199.7) 


444 LA TENSION SUPERFICIELLE (CH. IX 
En intégrant (109.6) avec la condition initiale @ — s pour y = 0, on trouve 


y=2 V + cos +. (109.8) 


En substituant cette expression dans (109.7) on obtient l'équation suivante: 


. ra œ 1,7 0 da 
a cos Lap+ + r71 


@ L 
cos 
dont l'intégration avec la condition initiale x — 0 pour ç = x/2 donne 


= | n = (1+sin+) (y 2—1) 
ml re TE 


(109.9) 


Les formules (109.8) et (109.9) expriment l'équation de la surface latérale du 
liquide sous une forme paramétrique. 

5. En reprenant l'énoncé du problème précédent, calculer la hauteur de 
montée maximale À de la plaque au-dessus du niveau du liquide et l'épaisseur D 
de la colonne du liquide entraînée à l'emplacement MN de son plus fort rétré- 
cissement (fig. 125) pour la même hauteur de montée. Calculer également la 
force F que l’on doit appliquer à l’unité de longueur de la plaque pour la sé- 
parer du liquide. Le poids de l'unité de longueur de la plaque est q et sa largeur 
est a. 

Solution. L’épaisseur minimale de la colonne du liquide D — MN, 
correspondant à la valeur maximale de la hauteur de montée À se déduit de la 


condition @ = 0 pour y = k. En portant dans (109.9) x — G 5 2) , p—=0, 


on obtient 
_— _— 
D=a—21/ %[y3-1 5 =a—1,066 1 —, 109,10 
a2/ HE IVE— In (VE+D=a—1,06867/ 2. (109.10) 


Si a < 1,066 y/0/pg, la valeur minimale de D est nulle. Dans ce cas on n'arrive 
pas à réaliser la valeur limite de l’angle @ = 0. 

Posons a > 1,066 ÿ'o/pg. La hauteur de montée maximalr est donnée 
par (109.6) où on pose q = 0: 


h=2 1] re (109.11) 


La différence entre la pression atmosphérique et la pression hydrostatique appli= 
quée à la plaque est dirigée vers le bas et a pour valeur pgh. Par conséquent 


F=g+pgha=g+2a V pas. (109.12) 


Dans le cas où a << 1,066 y/6/pg on a 


2 Lcd, (409.13) 
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aù œ est défini par l'équation transcendante 


2 Me yeah 


— +sin + 5— 
+27 Lin ro eus ie | 
pe (1—sin +)(V2+9 
Pour calculer F on doit remarquer que dans ce cas la plaque est soumise à une 
force supplémentaire de tension superficielle 20 sin Are vers le bas. Compte 
tenu de cette force 


. (109.14) 


F=q+ 2a V peo cos 220 gin q. (109.15) 


Si a € y” o/pg on peut négliger le deuxième terme dans cette formule; en négli- 
geant également le terme 4/2 dans (109.14) on trouve q = x/2 et pour a < 


< V'o/pg 
% 
pg © 
6. On dépose une plaque rectangulaire de largeur à et de longueur infinie 
sur la surface d’un liquide de tension superficielle o ; le liquide ne mouille pas 


F=qg+420, h= 


Fig. 126 


{a plaque. La densité de la plaque p, est plus grande que la densité du liquide p. 
Calculer l'épaisseur maximale k de la plaque pour laquelle elle ne coulera pas 
encore. 

Solution. Prenons pour axe Y une droite verticale tangente à la surface 
latérale du liquide et pour axe X une droite horizontale normale à la longueur 
de la plaque et tangente à la surface du liquide à une distance infinie (fig. 126). 
L'équation de la surface latérale du liquide est 


z— VE (ze +)+ 


VE (1-+c0s +) (y 2—1) 
p£ 


(09.16) 
(100 +) (V5+1) | 


Cu 
JL 
CC 
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y=-2/ sin. (109.17) 


La distance minimale D — MN correspondant à la plus grande profondeur 
d'immersion | y [max de la plaque implique que @ = x, d'où 


D=a-2/ TL (V3-m(VE+4))=a—1,066 +. (109. 18} 


Si a << 1,066 y/o/pg, on a D = 0 et la valeur limite de l'angle ® = x ne 
peut être réalisée. re 

Considérons d’abord le cas où « > 1,066 y” o/pg. La profondeur d'immersion 
maximale de la face supérieure de la plaque est donnée par (109.17) où on pose 
p= x. Elle est égale à | y [max = 2 y/0/pg. La face inférieure de la plaque 
sera soumise à une différence de pression pg (k + | y |max) dirigée suivant la 
verticale ascendante et qui doit être équilibrée par le poids de la plaque. L'épais- 
seur maximale de la plaque pour laquelle celle-ci ne coule pas se déduit de la 
condition pg (k + | y Imax) — Pog» d'où 


h=—? us (409.19) 
Po —P É 
Considérons maintenant le cas où a < 1,066 ÿ/o/pg. Dans ce cas 
"o . 
1Y max = 2 V + Sin; (109.20) 


œ étant défini par l'équation 


+=2 2 DE — cos + )+ 


pg 


7e, (et) 
+4 y Sn ——, (109.21) 
2: gg (t-—cos &)(V5+1) 
L'épaisseur maximale de la plaque est 
2 LD …. 20 sin 
h— = sin + — , 109.22 
Po—P 14 8 102 À a po—0 


Si a & V £ on peut négliger le premier terme du second membre. D'autre 
part, comme il ressort de (109.21), o = x/2 et on a 


20 
h=——— ou 20—=gah (ps — 109.23 
AE gah (Po—p), \ ) 
ce qui montre que le poids de la plaque est compensé par la tension superficielle 
et la poussée d’Archimède. 

7. Calculer la force d’arrachement F qu’il faut appliquer à une plaque ronde 
impondérable de rayon r — 8 cm déposée sur la surface de l’eau. La tension 
superficielle de l’eau o = 73 dynes-cm-!. La plaque est mouillée par l’eau. 
k Réponse. En négligeant la courbure du cercle limitant la plaque on 
obtient 


F & nr? V' pe & 1,1 N. 


8. Calculer la hauteur d’ascension k du liquide le long d'une plaque verticale 
infinie, mouillable par le liquide. L angle de mouillage est 8 (voir solution du 
problème 4.1 
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Réponse. h=— AT — sin Ô). 

9. Calculer l'épaisseur k d'une flaque de mercure sur uu verre plan hori- 
zontal. Les dimensions transversales de la flaque sont grandes par rapport à 
son épaisseur. La tension superficielle du mercure par rapport à l’air est égale à 


o — 490 dynes-cem-!, l'angle de mouillage sur le verre cst 8 — 140°, la densité 
du mercure est p — 13,6 g-cm*. 
Réponse. hk—2 S sin D = 3,6 mm. 


10. Une aiguille d’acier revêtue d’une couche de paraffine ou de graisse peut 
surnager sur la surface de l’eau (fig. 127). Calculer le rayon r de l'aiguille, la 


largeur minimale D — MN entre les surfaces latérales du liquide et la profon- 
deur H à laquelle se trouve l'aiguille au-dessous du niveau horizontal de l’eau 
pour différentes valeurs de l'angle 8 que fait avec un plan horizontal la tangente 


Fig. 128 


commune à la surface de l'aiguille et à celle de l’eau. La densité de l'acier 
Po = 7,8 g.cm-#, la tension superficielle de l’eau o — 73 dynes-cm-!. Calculer 
le rayon maximal de l'aiguille pour lequel celle-ci peut encore surnager, la 
rofondeur maximale à laquelle peut se trouver l'aiguille et son rayon. Dans 
fes calculs on remplacera l'aiguille réelle par un cylindre infiniment long. 
Solution. Au point À (fig. 128) les surfaces de l’eau et de l'aiguille 
divergent tangentiellement. L'unité de longueur de l'aiguille est soumise à la 
force de tension superficielle F, — 20 sin Ô et à la force de pression hydrostatique 
également dirigée suivant la verticale ascendante, Si on remplaçait la partie 
ACB de l'aiguille par le liquide, la force de pression hydrostatique serait égale 
à Fo = pgh-AB = 2pghr sin Ÿ, où r est le rayon de l’aiguillé et p la densité de 
l’eau. Du fait que la partie ACB de l'aiguille plonge dans le liquide, l’aiguille 
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subit encore la force de pression hydrostatique F, égale au poids de l’eau déplacée 
par la partie ACB, ie. F3 — pgr? (8 — sin ® cos Ÿ). La somme des trois forces 
FE Fa Fa doit être égale au poids de l'unité de longueur de l'aiguille, ce qui 
“onne 


20 sin Ÿ + 2pghr sin © + pgr? (à — sin Ÿ cos Ë) — pogrrr?. 


‘L'angle & est lié à la hauteur k par la relation k = 2 V : sin : (voir solution 
Au problème 6); l'équation précédente s’écrit 


{no—e (o— + sin 28) |r2—4r 4 sin Ÿ sin Dee =0. 


2 £ 
(109.24) 
On en tire les expressions de D et de H: 
4 "6. ê ÿ 

-D=?2r sin ÿ +2 = (2c0s tite) 

_2 V+= (V3—in(y2+1)), (4109.25) 
… Ÿ 6 . Ÿ 

H = 2r sin? 3 +2 V += Sin ; (109.26) 


Æn y substituant les valeurs numériques on obtient 
{245 —(s- + sin 20) | r— 


— 1,091 sin Ÿ sin er 0,1488 sin ô—0, (109.27) 


D= 2r sin 9 +1,09 cos 44,256 lg10 t£ + 0,291. (109.28). 


On suppose que les longueurs sont données en centimètres.) En donnant à & 
différentes valeurs on obtient le tableau suivant. 


ÿ° Tr, mm | H, mm D, mm | ÿ° Tr, mm H, mm D, mm 
0 Ô 0 — 80 0,955 4,29 — 
10 0,328 0,481 — 90 0,990 4,85 1,98 
20 0,471 0,975 —_ 100 4,005 5,35 1,91 
30 0,583 1,49 — 110 1,001 5,82 1,68 
40 ‘0,680 2,03 — 420 0,977 6,20 1,24 
50 0,763 2,58 — 130 0,922 6,45 0,65 
60 0,840 ,15 — 139 0,846 6,59 0,04 
70 0,903 ,7à —_ 139°30" 0,842 6,60 0,00 


On voit que le plus grand rayon r de l’aiguille, égal à 1 mm environ, corres- 
pond à 8 æ 100°. Lorsque r >> 0,842 mm il existe deux pois d'équilibre de 


l'aiguille: l'une correspond à 8 & 100° et l’autre à à > 100°.. Lorsque r < 
< 0,842 mm ïil nexiste qu'une seule position d'équilibre correspondant à 
# < 60°, puisque dans ce cas pour Ô 7x 60° la formule (109.28) donne pour D 
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une valeur négative. La plus grande profondeur de plongée H correspond à 
r & 0,842 mm et vaut 6,60 mm environ. 

11. Deux plaques verticales et parallèles plongent partiellement dans un 
liquide. Démontrer qu'entre les plaques apparaît une force d'attraction si le 
liquide mouille ou ne mouille pas les deux plaques et une force de répulsion si 
le liquide mouille l’une des plaques, mais ne mouille pas l’autre, 


Fig. 129 


Solution. Si le liquide mouille les deux plaques, le liquide se trouvant 
entre les plaques monte au-dessus de son niveau normal (fig. 129, a). La pression 
dans cette partie du liquide est inférieure à la pression atmosphérique ambiante, 
par suite la pression atmosphérique tend à rapprocher les plaques afin de les 
appliquer l’une contre l’autre. Si le liquide ne mouille pas les plaques (fig. 129, b), 

.la pression du liquide en dehors des plaques est plus grande que la pression de 
l'air Eee entre les plaques et il apparaît une différence de pression qui tend 
à rapprocher les plaques l’une de l’autre. Considérons enfin le cas où le liquide 
mouille la plaque de gauche, maïs ne mouille pas-celle de droite (fig. 129, c). 
Si les plaques sont suffisamment rapprochées, la surface du liquide entre ces 
plaques ne sera horizontale en aucun point et présentera un point d'inflexion 
qi art entre les plaques. De ce-fait, entre les plaques, la hauteur de montée 

u liquide auprès de [a plaque de gauche sera plus petite qu’à l'extérieur de la 
plaque; de même l'abaissement de niveau du liquide auprès de la plaque de 
roite sera plus petit entre les plaques qu'à l'extérieur de la plaque de droite, 
C'est ce qui détermine l'apparition d'une force de répulsion entre les plaques. 
Au point À la pression du Hquide est égale à la pression P; dans le liquide exté- 
rieur à la même hauteur. La Rs de l'air P, est plus grande que P; puisque 
pe de la plaque de gauche le liquide est concave par rapport à l'air ambiant. 

a pression P, décroît avec la hauteur, tandis que P, n'en dépend pratiquement 
pue Par suite la différence de pression tend à déplacer la plaque de gauche vers 
a gauche. Au point B la pression P, du liquide est plus grande que P, puisque 
la surface du liquide y est convexe par rapport à l’air ambiant. Cette inégalité 
est vérifiée à fortiori pour tout point situé au-dessous de B. Ainsi la différence 
de pression P, — P, cherchera à déplacer la plaque de droite vers la droite. 

C’est l'action de ces différentes forces qui détermine la formation d'amas de 

bulles d'air, de feuilles, de brindilles et d’autres corps mouillés par l'eau, flot- 
tant à la surface des eaux stagnantes. 

12. Une colonne de liquide se trouvant dans un tube conique se déplace 
spontanément vers la partie rétrécie si le liquide mouille les parois du tube, et 
de sa partie évasée dans le cas contraire. Trouver une explication à ce phéno- 
mène. | | 

43. Lorsqu'un tube contient une suite de gouttes (de petites colonnes) de 
liquide, il faut exercer une forte pression pour les déplacer Île long du tube, que 
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le liquide mouille ou ne mouille pas les paroïs du tube. La résistance qu'oppo- 
sent au déplacement les gouttes d’un liquide mouillant augmente encore si le 
canal du tube présente alternativement des parties rétrécies et évasées. Les gouttes 
se rassemblent alors dans les prie étroites du tube. Expliquer cet effet. 
. 44. Déterminer la forme d’une pellicule d’eau de savon dont les bords sont 
fixés à des bagues identiques de rayon R et séparées l’une de l’autre d’une dis- 
tance 2h. Les centres des bagues se 
ÿ trouvent sur une même droite normale à 
leurs plans. Les surfaces des bagues ne 
sont pas recouvertes par la pellicule. 
R Solution. Par raison de symé- 
trie, la pellicule est une surface de ré- 
0 x volution autour de la droite sur laquelle 
sont centrées les bagues. Coupons la sur- 
h face de la pellicule par un plan arbitraire 
passant par cet axe et prenons ce plan 
peur plan des coordonnées XY (fig. 130). 
omme la pression est la même des deux 
côtés de la pellicule, sa courbure totale 
L LS doit être nulle. Le rayon de 
Fig. 130 SLR , 
18: courbure A, de la section normale de la 
pellicule contenue dans le plan XY est 


| 1 y” ; HE nn 
= = — t . L 
donné par la formule R AT (c'est une quantité négative). Le 


rayon de courbure d'une section normale orthogonale à la section 
précédente se laisse déterminer aisément à l’aide du théorème de Meunier bien 
connu en géométrie différentielle, selon lequel y = R, cos &, & étant l’angle 
que fait le plan de la section normale avec le plan des coordonnées YZ. En y 
portant la valeur de cos & nous trouvons R; = y y 1 + y’? (c'est une quantité 
positive). Ainsi l'équation différentielle définissant la forme de la section axiale 
de la pellicule est de la forme 


y” 1 
ET =) 109.29 
1+y2 y ) 


Substituons y’ = sh 6. On a 1+y?—=ch 6, y—ch® IE . En dérivant 
cette dernière relation et en remarquant que y’ = sh ©, nous obtenons d’@/dr? — 
= 0, d'où @ = ax + b;a et b sont des constantes que l'on détermine à partir 
des conditions aux limites: y = R pour x = +kh. Il est clair que b = 0 
puisque par raison de symétrie y doit être une fonction paire de x. On obtient 
finalement 


y= L char= _. (eax +erax), (109.30) 


où la constante a est donnée par l'équation 
aR = ch ah. (109.31) 


La surface de la pellicule est décrite par rotation de la courbe (109.30) autour 
de l'axe X. Cette surface s'appelle une caténoïde. I] est recommandé de résoudre 
l'équation (109.31) par un procédé graphique. On démontre ainsi que cette 
équation n’a de solution que pour R/h => 1,51. Cela signifie qu'une pellicule 
ne peut se former entre les bagues que si leur distance de séparation 2k est infé- 


: , 2 
rieure à: Lai À — 1,33R. 
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15. Entre deux bagues de même rayon s’est formée une pellicule d’eau de 
savon cylindrique, les bases des bagues étant elles aussi recouvertes de pellicules 
de formes sphériques (chose facile à démontrer). Calculer le PADpOE du rayon de 
la partie cylindrique de la pellicule au rayon de ses parties sphériques. 

Réponse. Le rayon r de la partie cylindrique de la pellicule est deux 
fois plus petit que le rayon R de ses parties sphériques. 

16. Résoudre le problème 14 en supposant que la pellicule recouvre non 
seulement la surface latérale mais aussi les plans des bagues. 

Solution. La forme de la surface latérale doit vérifier la condition de 


la constance de sa courbure totale ( FE + F — const }. (A la différence du 


1 
problème 14 cette constante est en général différente de zéro.) Nous obtenons 
ainsi l'équation différentielle suivante : 


1 y" 2 
Vire UV 
(Les notations sont les mêmes qu'en 14.) En substituant y — sh @ on obtient 


— const = 2K. (109.32) 


d 4 
JF (5e S 1 ) —2Ry, (109.33) 
d'où 
1 À 
6 — AP (109.34) 


où À est la constante d'intégration. On en tire sh 6 à l'aide de la formule sh? 6 — 
— ch? 6 — 1 et en se rappelant que y — sh 8 on trouve 


Î Ky?+ A 
Z— a —_— 

VA UT TAN 
où B est une autre constante d'intégration. Les constantes d'intégration À et B 
se laissent déterminer à partir des conditions aux limites: y = R pour x = +kh. 
Avec ces conditions aux limites la formule (109.35) donne la solution du pro- 
blème. 

Si À = 0 l'intégration en (109.35) est facile à réaliser: 


dy+B, (409.35) 


a+ = + 


où & est la constante d'intégration. Si « — 0, on obtient un cercle de rayon 
R = 1/K et de centre à l’origine des coordonnées. Cette solution correspond au 
cas où le rayon des bagues est nul. Si a — <+-1/X on obtient un cercle de centre 
z—= +1/K et si a = —1/K le centre du cercle se trouvo en x = —1/X. Les deux 
cercles ont même rayon R = 1/X et ont un point de contact à l’origine des coor- 
données. Ces solutions correspondent au cas où la distance entre les bagues est 
égale au double de leur rayon. 

47. Dans le problème 45 la pression de l’air à l’intérieur de la bulle de savon 
est légèrement différente de la pression ambiante, de sorte que les génératrices 
rectilignes de la surface cylindrique s’incurvent, Démontrer que si l’incurvation 
est petite, la génératrice prend la forme d’une sinusoïde dont la période sera 
égale à la longueur 2xr de la circonférence de base de la pellicule cylindrique non 
perturbée. Partant de ce résultat, démontrer que si la longueur de la bulle est 
inférieure à x7 sa surface devient convexe vers l'extérieur si on fait croître la 
pression intérieure et concave vers l’intérieur si la pression intérieure diminue. 
Si la longueur de la bulle est plus grande que sir, mais inférieure à 2xr, l’accrois- 
semént de la pression intérieure rend concâve sa surface latérale ; celle-ci devient 
convexe si la pression intérieure diminue. 


29e 
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: Solution. Négligeons le carré de la dérivée première y’ dans l'équation 
(109.32). La courbure 2Æ de la surface latérale sera alors donnée par 


2K = _ — y”. 
Posons y = r + n avec n < r. En négligeant le carré de n on peut écrire T= 
& 1 — 2, d'où 
2K = 1 n°2 (409.36) 
Comme la courbure 2X est constante, on obtient par intégration de cette équation 
n=4 cos +8 sin L+c, 


où A et B sont les constantes d'intégration, la constante C étant égale à : _ 2Kn. 
La constante B est égale à zéro puisque la fonction n (x) doit être paire. Pour 


3 = +h on doit avoir n — 0, ie. À cos re = 0. 
Il s'ensuit 


n= A (c6s #—c0s-À ), 
x #e L 


Ainsi la génératrice du cylindre est de forme sinusoïdale. On tire de (109.36) 
la courbure de la surface latérale: 


4 A h 
2K=—ter cos T° 


Lorsque la pression à l’intérieur de la bulle augmente, la courbure 2K doit 


augmenter. Si 2 <+ , Ce qui signifie que la longueur 2À de la bulle est infé- 


rieure à ar, on a cos k/r.> 0. Par conséquent la constante À doit être positive, 
Il en résulte que si la pression intérieure augmente, la surface latérale devient 


convexe vers l'extérieur. Si kr > . , ie. la longueur 2h de la bulle est supé- 


rieure à sr, on a cos h/r << 0. Dans ce cas la constante À est négative et la surface 
latérale de la bulle prend une forme concave vers l'extérieur lorsque la pression 
dans la bulle augmente. 

‘ 18. Un jet de liquide sort à travers un tube fixé au fond d’un vase (fig. 131). 
La section droite du tube a la forme d’une ellipse allongée suivant l'horizontale, 
Le jet prend la forme d'une chaîne dont les maïllons sont alternativement allon- 
gés et comprimés suivant l’horizontale. Trouver une explication à ce phénomène. 
En se fondant sur des considérations de dimension, trouver la dépendance de la 
longueur ! d’un maillon dans la partie initiale du jet avec la densité p du liquide, 
sa tension superficielle o, la distance À entre la base du tube et le niveau du 
liquide et avec l’accélération g de la force de pesanteur, la section droite du 
tube étant constante. L'observation de cet effet sert de base à la méthode de 
Rayleigh de mesure de la tension superficielle des liquides. 


Réponse.1= j/ PE. 


19. On souffle une bulle de savon à l’aide d'un tube cylindrique de rayon 
intérieur r = 1 mm et de longueur ! = 10 cm. On arrête de souffler à l'instant 
où le rayon de la bulle atteint R, — 10 cm, et l'air contenu dans la bulle s’échap- 
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pe par le tube. Au bout de combien de temps la bulle disparaîtra-t-elle (à partir 
de l'instant où on arrête de souffler) ? La tension superficielle de la solution de 
savon o — 50 dynes/em, le coefficient de viscosité de l'air n — 1,8 10-14 g/(s-cm). 
Négliger la variation de la densité de l'air durant le processus. 

Réponse. Le temps t est lié au 
rayon de la bulle par la relation t = 
= 2 (R$— R‘). La bulle disparaîtra 


ni pe 
au bout de ee 8=7,210%s—=2h. 


20. De quelle valeur AT la tempéra- 
ture de l’air conten1 dans une bulle.de 
savon doit dépasser la température de 
l'air ambiant Ÿ pour que la bulle puisse 
s'élever dans l'air? Le rayon de la bulle 
est r, la tension superficielle de la pelli- 
cule de savon est ©. On négligera la 
masse de la pellicule. Remarquer que la 
pression de l'air dans la bulle est peu 
différente de la pression atmosphérique P. 


02 


; o RL 
Réponse. AT>——. = 
21. Pour ramener à zéro le mercure Fig. 131 


d'un thermomètre. médical il faut lui , 

communiquer une accélération a — 10g. Evaluer le diamètre du rétrécissement 
daïs le capillaire du thermomètre. Le coefficient de tension superficielle du 
mercüre o = 490 dynes/cn, la longueur de la colonne de mercure h + 5 cm, 
la densité du mercure p = 13,6 g/em?. 


: = 20 7 g ” +3 
Réponse. He h 5 À æ& 1,5-10-3 cm. 


22. De combien différera de CP la chaleur massique molaire C d’un. gaz 
parfait que l’on échaufferait dans uné bulle de savon de rayon 7 = 1 cm? La 
tension superficielle de la solution de. savon o = 50 dynes/cm. Négliger’ la 
variation de o avec la température. Pression à l'extérieur de la bulle P, = 1 atm. 


Réponse. C— Cp= TR — 2 p.104 — 1,33.40- cal/(K -mole). 
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$ 110. Ondes de gravité de petite amplitude 
sujettes aux forces capillaires 


1. On appelle ondes de gravité sujettes aux forces capillaires les ondes qui se 
propagent à la surface des liquides sous l’action des forces de tension superficielle 
et de pesanteur. 

Pour une bonne compréhension de ce paragraphe on doit apprendre à con- 
naître certaines notions relatives aux ondes dont une étude détaillée sera faite 
dans le tome III de ce cours. Le lecteur qui ignore ces notions peut sans dommage 
pour l'étude de ce qui suit s'abstenir de lire ce paragraphe. Nous nous limitons 
au cas d'ondes de petite amplitude (ce sont des ondes dont l'amplitude est petite 
par rapport à la longueur d'onde). Nous poserons encore qe le liquide est profond 
{i.e. sa profondeur est grande par rapport à la longueur d'onde). 

Calculons la vitesse de propagation des ondes de gravité sujettes aux forces 
capillaires. Le calcul en est fort simple si on utilise le résultat suivant déduit 
des équations de l’hydrodynamique des fluides incompressibles. Dans une onde 
sinusoïdale plane progressive de petite amplitude chaque particule de liquide se meut 
suivant un cercle ‘contenu dans le plan vertical passant par la direction de pro- 
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pagation de l'onde. Le rayon r de ces cercles est petit par rapport à la longueur 
d'onde À et décroît suivant une loi exponentielle à mesure que l’on s'éloigne de 
la surface du liquide. La connaissance de la forme concrète de cette loi de décrois- 
sance n’est pas que pour nos raisonnements ultérieurs, car la seule chose qui 
importe est que l'amplitude des oscillations soit maximale à la surface du 
liquide et s'annule à grande distance S$ À. 

Si on fait exécuter un mouvement oscillatoire harmonique à tous les points 
de la surface d’un liquide se trouvant sur une même droite, on verra se propager 


C+u 
Fig. 132 


le long de la surface du liquide dans une direction normale à la droite considérée 
une onde de gravité sujette aux forces capillaires dont la vitesse de propagation 
est c. Dans un référentiel immobile chaque particule se meut sur une circonfé- 
rence. Etudions l'effet dans un référentiel en mouvement uniforme avec la vitesse 
c. Dans ce référentiel les ondes sont immobiles. Le mouvement d’une particule 
se compose d’un mouvement de translation uniforme de vitesse c et d’une rota- 
tion uniforme suivant une circonférence de rayon r. Comme nous supposons le 
rayon r petit par rapport à la longueur d'onde À on négligera les oscillations 
horizontales de la particule. Si on oriente l’axe X dans le sens de propagation 
des ondes suivant la surface non perturbée du liquide et l’axe Z suivant la ver- 
ticale descendante, dans l’approximation utilisée le mouvement des particules 
à la surface du liquide sera décrit par les équations 


z=ct, 2=rsin ee . (410.1) 
En éliminant le temps # on en déduit la forme de leurs trajectoires 
z=rsin FE , (140.2) 


C'est une sinusoïde. Les particules qui se trouvent à l'intérieur du liquide se 
meuvent aussi suivant des trajectoires sinusoïdales, à cette différence près que r 
est d'autant plus petit que la profondeur est grande. | 
. 2. Sur la figure 132 la sinusoïde supérieure ABC représente la trajectoire 
d'une particule se trouvant à la surface du liquide et la sinusoïde 4’B'C” celle 
d’une particule infiniment proche de la première, mais se trouvant à l'inté- 
rieur du liquide. Dans le référentiel utilisé l'écoulement du liquide est perma- 
nent. L'espace délimité par les surfaces ABC et A’B’C' constitue un tube de 
courant auquel on peut appliquer l'équation de Bernoulli. En notant v la vitesse 
de mouvement de la particule sur sa trajectoire circulaire, on voit qu'au point À 
où les mouvements de translation et de rotation sont opposés, la vitesse totale 
du liquide sera égale à cv et au point B où ces vitesses s’additionnent, elle 
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sera égale à c + v. La différence de hauteur entre les positions des points À et B 
est k — 2r. Conformément à l’équation de Bernoulli on doit avoir 


Pat (0 +2pgr= Pr + (+0), 


ou 
| 2pev = 2pgr + (Pa — Pp). (110.3) 
D'autre part 
2nr 2xre 
pe pe (410.4) 


pu la formule de Laplace la pression du liquide aux points 4 et B est 
gale 


Pa=Po+ok, Pn=Po—56K, (110.5) 


où X est la courbure absolue de la sinusoïde aux points À et 8. Comme en ces 
points la dérivée première dz/dx est nulle, d'après (110.2) la courbure Æ est 


4 
re. (140.6) 


Compte tenu de (110.4), (110.5), (110.6), on tire de (110.3) la vitesse de pro- 
pagation des ondes de gravité sujettes aux forces capillaires 


eh no 
y +2 | (110.7) 


Notons qu'en théorie des ondes la grandeur c est sel vitesse de phase 
puisque c’est la vitesse de propagation de la phase de l’onde. La vitesse de phase 
dépend de la longueur d'onde, ce qui signifie que les ondes de gravité sujettes aux 
forces capillaires sont sujettes à dispersion. 


3. Pour les ondes de grande longueur d'onde, lorsque 2 > Te nie, À © 


D 2n = , La tension superficielle ne joue aucun rôle et la formule (110.7) 


se réduit à 
— EL 
eV de (410.8) 


On dit que l’on a affaire à des ondes gravitationnelles. 


Dans l'autre cas limite où À < 2x V o/pg, c'est la force de pesanteur qui 
n’est pas essentielle. Les ondes s'appellent alors ondes capillaires. Leur vitesse 


de propagation 
20 
4 Re (110.9) 


L'observation des ondes capillaires constitue un moyen commode de mesure 
de la tension superficielle des liquides. A l'aide d'une tige immergée on excite à 
la surface du liquide des ondes. capillaires circulaires et on mesure la fréquence 
d’oscillations v — c/À et la longueur d'onde 4. On calcule la tension superficielle 
par la formule 


pasv? 


dE 2x ‘ 


(110,10) 
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4. En complément .à ce paragraphe démontrons encore les corollaires des 
équations d’'hydrodynamique, que nous avons utilisées ci-dessus. Tout d’abord 
nous nous sommes fondés sur la conservation de la masse du liquide. Si le liquide 
est incompressible, la loi de conservation de la masse s'écrit dans notre cas 


CLP dv, / 
a Er S =0 (110.11ÿ 


(équation de continuité). Deuxièmement, nous avons utilisé l'équation d'Euler 
pour les petites oscillations de liquide 
p = —grad P. (110. 12} 


Dans ces équations on considère que la vitesse v est une fonction du temps et des 
coordonnées du point de l’espace auquel se rapporte la vitesse, Dans l'équation 
exacte d'Euler on devrait trouver dans le premier membre de (110.12) l'accélé- 
ration du/dt de la particule au lieu de la dérivée partielle dv/ôt. La présence de 
cette dérivée partielle sert à caractériser la variation dans le temps de la vitesse 
des différentes particules passant par un même point de l'espace. Or pour calculer 
l'accélération on devrait comparer les vitesses d’une seule et même particule à 
différents instants (donc en différents points de l’espace). Mais si les oscillations 
sont petites, on peut négliger cette distinction et écrire l'équation d'Euler sous 
sa forme simplifiée (110.12). En l’écrivant en termes des coordonnées on obtient 


êvx ___ 6P dv, 8P 
PH 2x PH. 52 * 


En dérivant la première équation par rapport à z et la seconde par rapport à , 
nous. éliminons P:- | 


0 f dx 0 \ 
(ES) (40,18) 


Supposons maintenant que-dans le liquide se propage une onde sinusoïdale : 
Vx = px (2) COS (ot — kz), 
v,= vo, (2) sin (ot—kx + 6), 


où ©, k, Ô sont des constantes, En dérivant et en portant les expressions obtenues 
dans (110.11) on obtient 


kvox (2) Sin (ot— kzx) + Lu. sin (ot—kz+6)=0. 
Cette relation doit être vérifiée à tout instant, ce qui implique que ô = 0 et que 


, à 
kvox (2)+-QE = 0, 


Il est inutile de considérer l'autre alternative ô = x puisqu'elle se ramène à 
la précédente en inversant le signe de v,,. En procédant de façon analogue on 
tire £de (110.13) 


oz (e)+ RE 0, 


En comparant ces deux équations on trouve 


Vox dVox = Voz dog 
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Il en découle 1?, — v3, + const. La constante d'intégration y est égale à zéro 
puisqu’au fond du verre contenant le liquide la vitesse est nulle. Ainsi v5, = 
= vo, = C'(z), et par suite 


v, = C2) cos (ot — kr), v, = C (2) sin (ot — kz). 


En intégrant par rapport au temps on trouve 


Z—%= ce sin (@t—kx), 2—20— _—<8 cos (wi—kz). 


Ces vante montrent que la trajectoire des particules est un cercle de rayom 
() ' 
FR 


T = 


CHAPITRE X 


ÉQUILIBRE ET TRANSFORMATIONS 
DE PHASE 


$ 111. Phases et transformations de phase 


1. On appelle phase toute partie macroscopique physiquement homo- 
æ&ène d’une substance qui, étant séparée des autres parties du système 
par des frontières de séparation, peut être extraite du système par un 
procédé mécanique. 

Considérons, par exemple, un récipient fermé contenant une cer- 
taine masse d’eau surmontée d’un mélange d’air et de vapeur d’eau. 
“Ce système est ; diphasé. Il se compose de deux phases: une phase 
liquide (eau) et une phase gazeuse (mélange d'air et de vapeur d’eau). 
‘S'il n’y avait pas d'air, le système contiendrait tout de même deux 
phases : une phase liquide (eau) et une phase gazeuse (vapeur d’eau). 
Introduisons dans l’eau des morceaux de glace. Le système devient 
triphasé et comporte maintenant trois phases : une phase solide (glace), 
‘une phase liguide (eau) et une phase gazeuse (air + vapeur d'eau). 
Ajoutons à l’eau de l'alcool. Le nombre de phases ne varie pas; 
l'alcool étant miscible à l'eau, on obtient un mélange physiquement 
‘homogène. Mais si on ajoute à l’eau du mercure, ce dernier ne se 
mélange pas à l’eau et le système comporte alors deux phases liquides: 
mercure et eau. Mais il n’y a toujours qu’une seule phase gazeuse cons- 
tituée par un mélange d'air, de vapeur d’eau et de vapeur de mer- 
-cure. Si on introduit dans l’eau contenant de la glace des morceaux 
.de sel de cuisine on obtient un système à deux phases solides: glace 
‘et sel de cuisine solide. Lorsqu'on évalue le nombre de phases, il 
n'importe nullement qu'une phase donnée se présente d’un seul 
bloc ou sous forme de plusieurs parties distinctes. Ainsi les gouttelet- 
tes de brouillard en suspension dans l’air forment avec ce dernier 
un système à deux phases: une phase liquide (eau) et une phase 
-gazeuse (mélange d'air et de vapeur d’eau). Un système peut compor- 
ter plusieurs phases solides ou liquides, mais il ne peut comporter qu'une 
seule phase gazeuse, puisque tous les gaz sont miscibles. 

2. La principale question de la théorie des phases est la mise en 
-évidence des conditions dans lesquelles un système comportant deux 
ou plusieurs phases est à l’état d'équilibre. Cet état d'équilibre inclut 
l'équilibre mécanique et l'équilibre thermique. L'équilibre thermique 
implique que toutes les phases du système se trouvent à la même 
température. La condition nécessaire à l'équilibre mécanique est 
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l'égalité des pressions de part et d'autre des frontières de séparation 
des phases adjacentes. Cette dernière condition n'est d'ailleurs véri- 
fiée que si les frontières sont planes. Si les frontières sont incurvées, 
cette condition est mise en défaut par l’action des forces de tension 
superficielle. Ainsi, dans les conditions d'équilibre, il existe sur la 
surface de séparation d’un liquide et de sa vapeur une différence de 


pression P, — P, = oK, où K — _. + F est la courbure moyenne 
1 2 


de la surface de séparation (cf. $ 109). Nous commencerons par négli- 
ger la courbure des surfaces de séparation des phases, ce qui revient 
à admettre qu'elles sont planes ou de faible courbure. Par la suite 
nous tiendrons compte de la courbure. 

L'égalité des pressions et des températures ne signifie pas encore 
que le système se trouve dans un état d'équilibre, car les phases 
adjacentes peuvent se transformer les unes dans les autres. Ces 
transformations sont appelées transformations de phase. Lors des 
transformations de phase certaines phases croissent, les autres dimi- 
nuent et peuvent même disparaître complètement. Le système se 
trouve dans un état d'équilibre lorsque les masses de toutes Les phases 
restent constantes. Par conséquent il existe encore une condition 
d'équilibre — l'absence de transformations mutuelles des phases en 
présence. C'est une condition essentielle de la théorie de l’équilibre 
des phases et des transformations de phase. 

3. En qualité d'exemples de transformations de phase on peut 
citer les changements de l’état d'agrégation de la substance. On désigne 
par états d’agrégation les états solide, liquide et gazeux des substan- 
ces. Les états solide et liquide sont dits éfats condensés. La vapori- 
sation d’une substance désigne dans le sens général du terme le pas- 
sage de l'étst condensé à l’état gazeux. La transformation inverse 
est la condensation. Dans un sens restreint la vaporisation signifie 
le passage de l'état liquide à l’état gazeux. Le passage direct de 
l'état solide à l’état gazeux s'appelle sublimation. Le passage de 
l'état solide à l’état liquide est la fusion, et la transformation inverse 
de l’état liquide à l’état solide est la solidification ou encore la cris- 
tallisation. 

Un exemple bien connu de sublimation est la transformation 
de la glace en vapeur (par temps de gel le linge humide devient sec). 
Donnons un autre exemple. Plaçons des cristaux d’iode dans un 
ballon de verre et chauffons sur un bec Bunsen. Les cristaux d’iode 
ue fondent pas mais on voit apparaître dans le ballon des vapeurs 
violettes d’iode, résultant de sa sublimation. Au refroidissement 
les vapeurs d’iode au contact des parois froides du ballon cristalli- 
sent et se déposent sous forme de petits cristaux. 

L'état solide des substances peut se réaliser sous forme de diffé- 
rentes variétés cristallines. C'est le phénomène de polymorphisme. 
Par exemple le carbone solide peut exister sous forme de graphite 
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ou de diamant, qui se distinguent l’un de l’autre par la structure cris- 
tallographique. Il existe plusieurs variétés de glace qui est de l’eau 
solidifiée. Il existe quatre variétés allotropiques du fer solide (fer «&, 
B, y et 6). Certains liquides peuvent se présenter également sous 
plusieurs variétés (cristaux liquides, hélium liquide I et II). Lorsque 
la température et la pression varient, les variétés allotropiques sé 
transforment les unes dans les autres. Ces transformations sont aussi 
des transformations de phase. La transformation d’une variété cris- 
talline d’une substance en une autre s’appelle-transformation poly- 
morphique. | 


Donnons quelques exemples de transformations polymorphiques. Prenons 
un tube à essai contenant de l'iodure mercurique (Hgl,). A la température ordi- 
naire c'est une poudre de couleur rouge. Lorsqu'on le porte à 126 °C, il se trans- 
forme en petits cristaux de couleur jaune. Au refroidissement il se produit la 
transformation inverse. A 253 °C la variété jaune fond en se transformant en ur 
liquide de couléur brun rougeâtre. ‘ 

Un autre exemple est la transformation du fer « en fer y. Tendons en posi- 
tion horizontale un fil de fer dont une extrémité est fixe et l’autre, après passage 
sur une pois supporte un poids suffisant pour que le fil soit bien tendu. Une 
aiguille fixée à la poulie permet de déceler les allongements ou les rétrécissements 
du fil de fer. En faisant passer un courant électrique à travers le fil, on le porte 
au rouge. À une certaine température le fer « se transforme en fer y. Cette trans- 
formation.est plus difficile à déceler que la transformation inverse. Lorsque le 
fil incandescent se refroidit, il raccourcit, puis à un certain moment il s’allonge 
brusquement. C'est l'instant où le fer y se transforme de nouveau en fer & et où 
la brillance du fil augmente, ce qui est dû au dégagement de chaleur accompagnant. 
la transformation. . 


4. Considérons un autre exemple simple .:de transformations de 
phase — la vaporisation et la condensation. Cet exemple permet 
de bien mettre en évidence la signification de l’équilibre entre phases. 
Soit un ballon fermé contenant une certaine masse de liquide au-des- 
sus duquel se trouve sa vapeur. Le volume du ballon est constant et 
on maintient constante la température. Les molécules de la substance 
sont constamment en mouvement et traversent tout le temps la sur- 
face de séparation entre le liquide et la vapeur. Ces deux phases 
échangent constamment des molécules. Si le nombre des molécules 
passant du liquide à la phase vapeur est plus grand que celui qui 
passe en sens inverse, la quantité de liquide diminuera, ce qui corres- 
pond à la transformation de vaporisation. On dit alors que la vapeur 
se trouvant au-dessus du liquide n'est pas saturée ou encore qu’elle 
est surchauffée. Si au contraire un nombre plus grand de molécules 
passent du gaz au liquide qu’en sens contraire, la vapeur se condense 
à l’état de liquide. Dans ce dernier cas on dit que la vapeur est 
sursaturée. Si enfin le nombre de molécules allant dans un sens est 
égal au nombre de molécules allant en sens inverse, on se trouve 
en présence d’un état d'équilibre dynamique ou statistique, caractérisé 
par ce qu’en moyenne les quantités de substance se trouvant dans 
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chacune des phases restent constantes. C’est l'état d'équilibre de 
phase. D’une manière générale l'équilibre entre deux phases quelcon- 
ques I et 2 n'est pas un état statique dans lequel toute transformation 
de phase a cessé, mais un état caractérisé par l'égalité des vitesses 
moyennes de deux transformations inverses: la transformation de la 
phase 1 en phase 2 et la transformation inverse de la phase 2 en phase 1. 
A l'équilibre ces transformations inverses se compensent mutuelle- 
ment, conformément au principe de la balance détaillée. C'est pour 
<ela que les quantités de substance de chaque phase restent en moyenne 
constantes. 


$ 112. Condition de l’équilibre entre 
les phases d’une substance chimiquement 
homogène 


1. Dans ce chapitre nous ne considérerons que les transformations 
de phase des substances chimiquement homogènes. Les transformations 
de phase des solutions et des mélanges seront examinées au chapitre 
suivant. On peut déduire la condition d'équilibre des phases des 
théorèmes de la thermodynamique. Nous avons indiqué plus haut 
qu’à l'équilibre les températures et les pressions de toutes les phases 
du système sont les mêmes. Si ces paramètres sont maintenus cons- 
tants, le potentiel thermodynamique du système .ne peut que décroî- 
tre (cf. $ 50). A l'équilibre le potentiel thermodynamique prend 
sa valeur minimale. Cette proposition nous servira de base pour éta- 
blir la condition d'équilibre entre les phases du système. 

Soit un système constitué par deux phases À et 2 pouvant se trans- 
former l’une dans l'autre. Soient m, la masse de la première phase 
et m, celle de la seconde. Notons ®, et w, les potentiels thermodyna- 
miques massiques de la substance de ces deux phases. Le potentiel 
thermodynamique du système tout entier est D — mp1 + mao. 

Si nous posons que la température et la pression sont maintenues 
constantes, les quantités y, et @, ne varieront pas lors des transforma- 
tions de phase puisqu'elles ne dépendent que de la température et 
de la pression. Il est évident que la masse totale de substance m — 
= m1 + m, doit rester constante, mais les masses m, et m, peuvent 
varier. Ces variations de masses de substance ne peuvent s'effectuer 
que dans le sens qui assure au potentiel thermodynamique ® la 
plus petite valeur compatible avec les conditions données. Dans le 
£as où p, >> pA toute transformation de la phase 1 en phase 2 donne 
lieu à une diminution de ®. C’est donc cette transformation qui se 
produira jusqu’à ce que la totalité de la phase 1 soit transformée 
en phase 2 qui est la phase stable. Le système ne comportera alors 
qu'une seule phase et son potentiel thermodynamique prendra sa 
valeur minimale mp.. Si par contre q, << q,, c'est la phase 2 qui 
finelement sera toute entière transformée en phase 1. Les phases 
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ne seront en équilibre que si 

Pi (P, T)= pa(P, T). (112.1) 
La condition d'équilibre des phases correspond ainsi à l'égalité de 
leurs potentiels thermodynamiques massiques. 


L'énergie interne U et l’entropie S de tout corps ne sont définies 
qu’à des constantes additives près. Par suite le potentiel thermody- 


VE 


D] b) 
Fig. 133 


namique D = U — TS + PV et sa valeur massique qp (P, T) ne 
sont connus qu'à une fonction linéaire de la température près. 
L'ambiguïté qui en résulte doit être exclue de la condition (112.1). 
Pour ce faire, il suffit d'adopter la convention suivant loquelle les 
potentiels thermodynamiques massiques ®,(P, T) et œ:(P, T} 
seront définis par intégration de l'expression dp = —s dT + v dP 
rapportée à un rnême état initial. La condition (112.1) exprime que 
la valeur du potentiel thermodynamique massique doit rester constante 
quelles que soient les transformations de phase se produisant dans le 
système. Ainsi, lors des changements d'état d'une substance, le potentiel 
thermodynamique massique de celle-ci varie toujours de façon continue. 
De ce point de vue le potentiel thermodynamique massique diffère 
des autres grandeurs physiques : volume massique, entropie et capaciié 
calorifique massiques, perméabilité électrique et magnétique, conduc- 
tibilité électrique, etc., qui lors des transformations de phase varient 
par saut. 

2. Appliquons la condition (112.1) aux transformations du liquide 
en vapeur et de la vapeur en liquide. Considérons une isotherme de 
la substance vérifiant l'équation de Van der Waals à une tempéra- 
ture inférieure à la température critique (fig. 133, a). Les branches 
EG et LD en tiaits gras représentent les états stables de La substance : 
l’état gazeux et l’état liquide. Le segment GA de l’isotherme corres- 
pond à la vapeur sursaturée et le segment LB au liquide surchauffé. 
Ces segmerits sont représentés en‘traits fins continus. La branché 
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ACB représentée en pointillé correspond aux états absolument insta- 
bles de la substance. Le segment horizontal ZCG en trait gras repré- 
sente l’isotherme d’une substance à l’état biphasé. Les positions 
de ces différentes parties de l'isotherme ont été définies au $ 101. 
On peut les définir plus complètement à l'aide de (112.1). Lorsque 
le point représentatif de l’état de la substance se déplace le long de 
l'isotherme, la température étant constante (47 = 0), la variation 
du potentiel thermodynamique massique peut s’écrire sous la forme: 


dp = vdP, e = f vdP. (112.2) 


Comme c'est la pression P qui est maintenant la variable indépen- 
dante, il est opportun de faire tourner les axes de coordonnées de 
manière à rendre horizontal l’axe des pressions et vertical l’axe des 
volumes (fig. 133, b). Etudions la variation de la fonction  (P, T} 
correspondant au déplacement du point figuratif le long de l’isotherme- 
théorique ÆEACBD (fig. 133, a). Sur la branche EA la différentielle: 
dP est positive et par suite le potentiel @ va croissant. Sur la branche 
ACB, dP change de signe et @ commence à décroître. Lors de la 
variation ultérieure de l’état de la substance le long de l'isotherme 
BD, le potentiel reprend sa croissance monotone. Le potentiel 
reprendra les mêmes valeurs qu’il avait eues le long de la branche AZ. 
Il en résulte qu'il existe une isobare GL telle qu'en ses points L 
et G le potentiel @ a même valeur oc = œL. Par conséquent 


v dP = 0 ou 
GACBL 
| v dP = | v dP. 
GC LBC 
Cela signifie que les aires GACG et CBLC (hachurées sur la figure 133} 


sont identiques. Menons les isobares MN et QR se trouvant l’une 
à gauche et l’autre à droite de l'isobare GL. On a alors 


Pa Pz 
Pm = Pa — | VodP, Pw—=Pr— Î v,dP, 
Pu Px 


où v, est le volume massique de la vapeur et v, celui dun liquide. 
Comme 6 = @r, Ur >> 1 et comme les limites d'intégration sont 
les mêmes, on à Pr; < Pr. On démontre de même que px << Pa. 

Aïnsi le potentiel thermodynamique massique du gaz est plus 
petit le long de la branche EG de l’isotherme que le potentiel thermo- 
dynamique massique correspondant du liquide le long de la branche 
BL. Par conséquent la substance peut exister à température et à pres- 
sion données dans deux états A7 et N, mais c’est l'état gazeux W 
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qui est l’état le plus stable. C'est donc l’état gazeux qui se réalisera 
dans la pratique. Sur la branche LD c’est le potentiel thermody- 
namique massique du liquide qui est plus petit que celui que pré- 
sente le gaz sur la branche GA de l'isotherme. Des deux états R 
-et Q caractérisés par les mêmes température et pression, c’est l'état 
liquide À qui est plus stable que l’état gazeux Q. Lorsqu'un liquide 
æt un gaz se trouvant dans ces états sont en contact l’un de l’autre, 
Je gaz se condense tout entier en liquide. Aux points G et L les poten- 
tiels thermodynamiques massiques du gaz et du liquide sont égaux; 
les deux états sont par conséquent également stables. Le gaz à l’état 
et le liquide à l’état Z sont en équilibre de phase. Le gaz est alors 
constitué par la vapeur saturée du liquide. 

Nous: avons retrouvé ainsi la règle de Maxwell que nous avons 
déduite directement de l'égalité de Clausius au $ 101. Or la nouvelle 
approche permet non seulement de repérer la position de l’isobare 
d'équilibre LG, mais d'expliquer encore pourquoi les transformations 
-de phase se produisent aux points L et G. Avec cette nouvelle ap- 
proche on est en mesure de trouver la position de l'isobare d'équilibre 
LG dans le cas où l’isotherme ne comporterait que deux branches 
isolées DB et AE non reliées entre elles par la courbe intermédiaire 
_ACB (cf. fig. 99). Il est clair que dans ce cas la règle de Maxwell 
-cesse d'être valable et l’isobare d'équilibre LG doit être définie 
‘à partir de la condition @L = @c. Les considérations développées 
ci-dessus ne permettent cependant pas d'interpréter l'éventualité 
de l'existence d'états métastables (vapeur sursaturée et liquide sur- 
chauffé) caractérisée par les segments GA et LB de l’isotherme. Cette 
question sera traitée en détail au $ 119. 


PROBLÈMES 


4. Un vase clos à parois épaisses renferme un morceau de glace au-dessus 
“duquel se trouve de la vapeur d eau saturée. On peut introduire dans le vase de 
l'air sous haute pression. De quelle valeur doit être augmentée la pression de 
l'air contenu dans le vase pour que la pression de la vapeur saturée augmente 
de 4 %, la température étant maintenue constante (7 — 250 K)? Volume mas- 
-sique de la glace or = 1,1 cm8. gl. 

Solution. Un accroissement isotherme de la pression extérieure de AP 
-entraîne un accroissement du potentiel thermodynamique massique de la glace 
de Ag = vgr AP (en négligeant la compressibilité de la glace). Pour que 
l'équilibre ne soit pas rompu, il faut que le potentiel thermodynamique massique 

>: RT AP: 
-de la vapeur augmente d'autant. Pour la vapeur Ag, = vy APy = a ral 
v 


En égalant les deux expressions on trouve! 


_ AT APy 
vert Pv 


—410,5 atm. 


2. Un cylindre muni d’un piston contient de l’eau au-dessus de laquelle se 
“trouve un mélange gazeux d'air et de vapeur d’eau saturée. La pression initiale 


4 11:] ÉQUATION DE CLAPEYRON-CLAUSIUS 465 


sur le piston est égale à 4 atm. On augmente du double la pression sur le piston. 
De combien de pour cent variera la pression de la vapeur d’eau saturée contenue 
dans le ‘cylindre si la température est maintenue constante (7 — 300 K)? 


£ APy_un > O) 
Réponse. Pr nr 4P = 0,08 %. 


$ 113. Equation de Clapeyron-Clausius, 
Vaporisation et condensation. 
Fusion et cristallisation 


1. Examinons les conséquences que l’on peut tirer de l'équation 
(112.1) exprimant la condition d'équilibre des phases. Pour être 
concret nous allons considérer les transformations de vaporisation 
et de condensation. Les résultats que 


nous tirerons de cette étude seront direc- 1P ft B’ 
tement npplicables à toutes les autres \ 

transformations de phase. Représentons | . 

l’état de la substance par un point figu- 2(Liquide) 

ratif dans le plan TP (fig. 134). Tout À 


point de ce plan représente un état homo- 
gène (monophasé) de la substance — l'état 
liquide ou l'état gazeux. Seuls les points 
appartenant à la ligne DK correspondant 
à l'équation (112.1) font exception. Le 
long de DK les potentiels thermodynami- Fig.134 

ques massiques du liquideet de la vapeur 

sont égaux et ces phases coexistent en équilibre. Chaque point de la 
courbe DK représente ou un liquide ou une vapeur, ou enfin un mé- 
lange de ces phases en toute proportion. En. résolvant l'équation 
(112.1) par rapport à P, l'équation de la courbe DK s'écrit 


P = P(T). 


D 
E 


Cette équation exprime la dépendance de la pression de vapeur satu- 
rée avec la température. La courbe DX s'appelle courbe d'équilibre 
entre un liquide et sa vapeur saturée ou encore courbe de vaporisation. 

2. Coupons la courbe de vaporisation par une droite horizontale, 
i.e. par l’isobare AB. Supposons que la pression sur l’isobare AB 
soit inférieure à la pression critique. Au point À la substance est 
liquide. En effet en ce point la pression P — ÆA est plus grande que 
la pression de vapeur saturée P — ED à la même température. 
La vapeur ne peut pas exister sous cette pression et doit se condenser 
en liquide. Si on chauffe le liquide sous pression constante, le point 
figuratif se déplace à droite. Au point d’intersection € de l’isobare 
AB avec la courbe de vaporisation DK, commence la vaporisation 
du liquide. Pendant toute la durée de la vaporisation la tempéra- 


WT 
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ture du liquide et de sa vapeur saturée reste constante. Ce n’est que 
lorsque tout le liquide se sera vaporisé que le point figuratif pourra 
se déplacer lors de l’échauffement ultérieur le long du segment CB 
de l’isobare, ce qui correspond à un échauffement de la vapeur sous 
pression constante. Par conséquent tous les points se trouvant 
à gauche de la courbe de vaporisation DK représentent l’état liquide 
de la substance, et tous les points se trouvant à droite de cette même 
courbe, représentent l’état gazeux de la substance. Supposons main- 
tenant que la pression de l’isobare est plus grande que la pression 
critique, i.e. l’isobare A’B’ passe au-dessus du point critique X. 
Si on chauffe ou si on refroidit la substance à pression constante, 
aucune transformation du liquide en vapeur ou de la vapeur en liqui- 
de ne pourra avoir lieu. On en conclut que la courbe de vaporisation 
DK doit s'arrêter au point critique X. Pour s’en rendre compte il 
suffit de tracer des droites verticales, i.e. des isothermes. Si l’isother- 
me coupe la courbe DK, la transformation isotherme correspondante 
donne lieu à une transformation du liquide en vapeur ou vice versa. 
Dans ce cas la température est inférieure à la température critique. 
Si la température est plus grande que la température critique, l’iso- 
therme ne peut pas couper la courbe de vaporisation et celle-ci doit 
donc s'arrêter en un autre point qui est le point critique X : l’iso- 
therme considérée passe nécessairement à droite du point X. 

Le fait que la courbe de vaporisation s'arrête au point critique 
implique la continuité des états liquide et gazeux des substances. 
En effet, partant d’un point arbitraire À, on peut passer en un point 
final B en coupant la courbe de vaporisation, ce qui provoquera une 
transformation de phase. Mais on peut arriver au même état final 
en contournant le point critique Æ et sans traverser la courbe de 
vaporisation DK. Cette transition de l’état initial à l’état final ne 
s’accompagnera d'aucune transformation de phase. La substance 
reste alors tout le temps homogène et ses propriétés varient de façon 
continue. 

3. Déterminons la pente de la courbe de vaporisation. Calculons 
pour cela la dérivée de la pression de vapeur saturée par rapport à la 
température dP/dT. Lorsqu'on se déplace le long de la courbe de 
vaporisation (112.1) dp, = dp,s. Comme dp = —sdT + vdP, cette 
relation se laisse écrire sous la forme 


v, dP —s,dT = v, dP — s, AT, 


ou 
74 Si —$ 
AT = * (een 


OÙ Sy; V3 82, Va sont les entropies et les volumes massiques de la 
vapeur et du liquide respectivement. En général les transformations 
de phase donnent lieu à des variations par saut de l’entropie. Cela 
signifie que ces transformations s'accompagnent d’un dégagement 
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ou d’une absorption de chaleur. Par exemple, lorsque l'unité de: 
masse d’une substance passe de l’état gazeux Z à l’état liquide 2, 
il se dégage une quantité de chaleur 


g = T(si —s). 


La même quantité de chaleur sera absorbée lors de la transformation 
inverse. On suppose que la transformation s'effectue à température 
constante de façon quasi statique, donc sous pression constante. 
La chaleur q s'appelle chaleur de vaporisation massique. Dans le cas 
général on l'appelle chaleur massique de transformation de phase. 
Ce peut être la chaleur de fusion, de sublimation, etc. La signification 
de ces termes est évidente. En introduisant la chaleur de vaporisa- 
tion q dans l’équation (113.1), on obtient 


dP q 
dT Tv) . (113.2) 


Cette relation importante est l'équation de Clapeyron-Clausius. 
En se plaçant au point de vue de la théorie moléculaire, il est 
facile de comprendre pourquoi il faut fournir de la chaleur pour 
vaporiser un liquide. Les vitesses de mo- 
lécules du liquidesont distribuées confor- 
mément à la loi de Maxwell. Seules les 
molécules les plusrapides peuvent s’échap- 
per du liquide dans l’espace ambiant, 
puisqu'elles sont les seules à pouvoir sur- 
monter les forces d'attraction s’exerçant 
à la surface du liquide. En traversant 
la couche superficielle du liquide, les 
molécules perdent une partie de leurs 
vitesses de sorte que la température de la Fig. 135 
vapeur devient égale à la tempéra- 
ture du liquide (cf. $ 77, pt. 7). Comme le liquide perd ses molé- 
cules rapides, il se refroidit et pour maintenir constante sa tempé- 
rature on doit lui fournir de la chaleur. On peut évidemment s’atten- 
dre à ce que les autres transformations de phase s’accompagnent d’un 
dégagement ou d’une absorption de chaleur, quoique le mécanisme: 
de l'effet y soit moins simple que dans le cas de la vaporisation. 
4. 11 est facile d'établir l'équation de Clapeyron-Clausius par la 
méthode des cycles. Réalisons un cycle de Carnot avec un système: 
biphasé composé du liquide et de sa vapeur saturée. Comme la pres- 
sion de la vapeur saturée ne dépend que de la température, l'isotherme 
T = const de ce système est en même temps son isobare P — const. 
Sur le diagramme VP les isothermes sont représentées par des droites. 
horizontales. Notons 7 le point figuratif de l’état initial du système 
à deux phases (fig. 135). Mettons le système en contact avec une source 
chaude pour lui fournir de la chaleur de façon quasi statique. Le- 
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liquide commencera à se vaporiser et le système fournira du travail, 
fera monter par exemple un piston chargé. Lorsque l'unité de masse 
du liquide aura été vaporisée, éloignons la source chaude, plaçons 
le système dans des conditions adiabatiques et provoquons sa dé- 
tente suivant la courbe adiabatique infiniment courte 23 jusqu'à ce 
que la température du système devienne égale à la température 7; 
de la source froide. Comme source froide nous prendrons un réservoir 
de chaleur dont la température T7, diffère infiniment peu de la tempé- 
rature 7, de la source chaude. Partant de l’état 3, faisons revenir le 
système à l’état initial 7 suivant l’isotherme 34 et l’adiabatique 47. 
Le système aura parcouru ainsi un cycle de Carnot infinitésimal. 
La quantité de chaleur que le système a reçu de la source chaude est 
@, = q. En parcourant l’isotherme Z2 le système a fourni le travail 
positif À, — P(T;)(v, — v,) puisque son volume s’est accru de 
U, — v,; sur l'isotherme $84 le système a fourni le travail négatif 
Aa = —P (T;) (0, — v,). On peut négliger le travail produit le long 
des adiabatiques 23 et 47, car c’est une quantité d’un ordre de peti- 
tesse supérieur. Le travail total est 


A Ait 4e (vi 09) LP (T3) — P (Ta) = (04 — De) (Ta Tape 


En vertu du théorème de Carnot 


En y portant les expressions de À et de Q, et en remplaçant 7, par 7, 
on retrouve l’équation (113.2). 

5. La démonstration de l'équation de Clapeyron-Clausius montre 
qu’elle est valable non seulement pour la vaporisation, mais aussi 
pour toutes les autres transformations de phase s'accompagnant d’un 
dégagement ou d’une absorption de chaleur, par exemple la fusion, 
la sublimation, etc. Dans le cas de la fusion on écrira 


dP _  q 
AT Tv . 


OÙ Gas est la chaleur de fusion massique, v, et v, sont les volumes 
massiques des phases liquide et solide, T est la température de fusion 
sous pression P. La quantité g:, est essentiellement positive. Par 
suite si v, > v, on a dP/AT >> 0. Cela signifie que la température 
de fusion augmente avec la pression. Dans le cas où v, << v,, on 
a dPIAT < 0, i.e. la température de fusion diminue lorsque la pres- 
sion augmente. Ce dernier cas est celui de l’eau. A 0 °C la différence 
des volumes massiques de la glace et de l’eau est égale à 


vy— v, = 9,110? cmÿ/g. 
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La chaleur de fusion de la glace est 
qg = 80 cal/g — 3,35-10° erg/g. 
Avec ces données on trouve 


dP 3,35: 109 


TT = — TELE = —1,35.108 dynes/(cm?-K) = 134 atm/K. 


Ce résultat montre qu’en augmentant la pression de une atmosphère, 
la température de fusion de la glace s’abaisse d'environ 0,0075 de- 
gré. Dewar trouva expérimentalement 0,0072 K/atm, ce qui est 
en bon accord avec le calcul. 

Si on fait passer sur un bloc de glace reposant sur des supports 
fixes. un fil de fer supportant un poids pesant, la glace fond sous la 
boucle. L'eau liquide est expulsée de dessous la boucle de fer et se 
solidifie au-dessus de celle-ci. Le fil traverse le bloc de glace sans 
le tronçonner. 


PROBLÈMES 


4. Un vase fermé contient une mole d'eau (18 g) à 0 °C. Quelle quantité de 
chaleur @ faut-il fournir au système pour porter sa température à 100 °C, sachant 
que le volume du vase cst tel que toute l'eau puisse se transformer en vapeur 
saturée ? À 100 °C et sous pression normale la chaleur de vaporisation de l’eau 
g = 539 cal:g-1. On négligera la tension de la vapeur saturée à 0 °C, la capacité 
calorifique des parois du vase, ainsi que le volume d’eau par rapport au volume 
de la vapeur saturée. 

Solution. Puisque le volume du système ne change pas, celui-ci ne 
produit aucun travail. La chaleur Q est donc égale à la variation de l'énergie 
interne du système et ne dépend pas du chemin suivi pour passer de l’état initial 
à l'état final. Réalisons ce passage cn deux étapes consécutives. 1) Plaçons entre 
l’eau et la vapeur une paroi rigide mobile (de capacité calorifique infiniment 
petite) et échauffons le système jusqu’à 100 °C. Négligeons le travail de dilata- 
tion du liquide. Comme le système tout entier, notons-le encore une fois, ne 
produit aucun travail, on doit lui fournir la quantité de chaleur Q@, = 18-100 — 
— 1800 cal. 2) En déplaçant la paroi, à température constante, transformons toute 
l’eau en vapeur saturée. Le travail de déplacement de la paroi sera égal à zéro 
puisque la pression est la même de part et d'autre de cette paroi. A cette étape 
on doit fournir au système la quantité de chaleur @, = Uy — Ur, où Uv ct Üi 
sont respectivement les énergies internes de la vapeur et du liquide; à 100 °C. 
D'après le premier principe de la thermodynamique, gmoi = Uv — Uj + À, où 
Gmoi = 18g — 970 cal-mole! est la chaleur molaire de vaporisation du liquide 
et À le travail fourni contre la pression extérieure constante (4 — PV, & RT = 
= 1,98.373 — 739 calemole-t)}, Ainsi  Q3= Uy — Ur = gmol — À — 
— 8970 cal-mole-! et Q = Q1 + Q3 — 1800 + 8970 — 10 770 cal-mole-!. 

2. À 0°G la tension de la vapeur d'eau au-dessus de la glace est égale à 
4,58 mm nee La chaleur de fusion de la glace est égale à 0 °C à 80 cal-g+ ; à 0 °C 
la chaleur de vaporisation de l’eau est égale à 596 cal:g-!. Calculer la tension 
de vapeur de la glace à £ — -—1 °C. 

Réponse. 4,20 mm Hg. 

3. Dans le tableau ci-dessous on indique les pressions de la vapeur saturée 
ds l'azote à trois températures. Partant 4 ces valeurs, calculer la chaleur de 
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EEE 


t, °C P, rm Hg 
—195 833 
—196 741 
—197 657 
vaporisation massique g de l'azote liquide à la température & — —196 °C. Poser 


que jusqu'à la température de condensation l'azote gazeux se comporte con- 
formément à l'équation de Clapeyron. Négliger le volume massique de l'azote 
Jiquide par rapport à celui de l'azote gazeux. 


Réponse.g=— IT(2%) = 50 cal/g. 


4. Un vase fermé d'une capacité de 5 1 contient À kg d’eau à T7 = 373 K. 
L'espace au-dessus de l’eau est occupé par la vapeur saturée (l’air avait été préa- 
lablement évacué). Calculer de combhien s'accroît la masse de la vapeur saturée 
{Am) lorsqu'on élève la température de AT = 1K. 

Réponse. En négligeant la variation du volume V de la vapeur résul- 


; = pUP fau” ] = 
tant son échauffement de AT, on trouve Am — RTE { AT 4)JAT 
= 0,075 g. 


5. On place un morceau de glace dans une enceinte adiabatique à 0 °C et 
sous pression atmosphérique. Calculer la variation de la température de la glace 
résultant de sa compression ne jusqu'à P — 100 atm. Quelle fraction 
Am/m de la glace s’en trouvera fondue ? Volume massique de l’eau ve = 1 cm°:g+, 
volume massique de la glace vg1 = 1,09 em°.g-1. Les capacités calorifiques de 
l'eau et de la glace sont liées par la relation ci & 0,6ce. de 


Réponse. AT #& LT (n — 0) = —0,72%, 22 cn ST = 0,0054. 


6. Trouver l'expression de la chaleur de vaporisation molaire d'un liquide 
à température constante 7 dans l'atmosphère de sa vapeur saturée en admettant 
que le liquide et sa vapeur se conforment à l'équation d'état de Van der Waals 

Réponse = ÿ (= -%)- ee Le où Vy 

P . Imol v Vy a D: vi 1 V Th mi): vY 
et Vi sont les volumes molaires de la vapeur et du liquide. 

7. Démontrer qu'au voisinage du zéro absolu la tangente à la courbe de 
fusion P — P (T) sur le diagramme (P, T) est horizontale, ou plus exactement 
nu = 0. Cette assertion n’est vérifiée que si les volumes massiques des 

—+ 00 

hases solide et liquide sont différents. Il ne peut s’agir réellement que de l'hé- 
ium II qui est la seule substance pouvant subsister à l'état liquide jusqu’au 
zéro absolu (cf. fig. 139). 

Solution. En vertu du théorème de Nernst q = 0. Le reste de la dé- 
monstration découle de l'équation (113.2). 


$ 114. Variation de la pression d’une vapeur 
saturée avec la température 


4. Connaissant les lois de variation en fonction de la température 
de la chaleur de vaporisation molaire qg et des volumes massiques 
v, et v,, on peut intégrer l'équation (113.2) et trouver la forme expli- 
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cite de la loi de variation de la pression de vapeur saturée en fonction 
de la température. En approximation très grossière, on peut poser 
que g ne dépend pas de la température et négliger le volume massique 
du liquide par rapport au volume massique de la vapeur. On peut 
poser encore que la vapeur vérifie l'équation d'état de Clapeyron 


Pv=inRT (nous avons omis l'indice 1 auprès de v). Ces simplifi- 


cations sont acceptables si l’intervalle de variation de la tempéra- 
ture n'est pas trop grand *}. Dans cette approximation l’équation 
(113.2) s'écrit 


dP g___ mg 
TS To RTE (AD 
ou 
dP HU dTé 
FX me 
En l’intégrant on obtient 
mP=-tt+c. (114.2) 


Lo constante d'intégration € se laisse déterminer si on connaît la 
pression de vapeur saturée P, à une température quelconque Ty. 
A cette température 


In Po= — pp +0. 


En éliminant la constante C on obtient 
hq 


3e (1-1) 
P=Péer To T?, (114.3) 


2. À pression atmosphérique normale Ia ls d’ébullition de l'eau 
T = 3173 K et sa chaleur de vaporisation q = 539 cal/(g-K). En substituant 
dans (114.1) R — 1,9858 cal/(K -mole) et | = 18, on obtient 


1 dP _ 18.539 

P dT  1,986-3787 
I en résulte qu'en élevant la température de un degré, la pression de vapeur 
saturée de l'eau augmente de 0,0352 atm ou de 27 mm Hg. 


Une partie de la chaleur de vaporisation g est utilisée pour accroître l'énergie 
interne du système et le restant pour fournir un travail extérieur 4. Ce travail 


est évidemment égal à A =P (vu, —v,) où À =Pv x Es RT si on néglige le 


—=0,0352 K“, 


volums massique du liquide et si on assimile la vapeur à un gaz parfait. Le 
rapport du travail fourni À à la chaleur de vaporisation q est égal à 


ART pig 
q uq 


*) Au voisinage de la température critique ces approximations ne corres- 
pondent pas du tout à la réalite. 
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ce qui montre que seule une petite fraction de la chaleur de vaporisation sert à 
la production du travail extérieur. 

3. On arrive à une formule plus exacte de la pression de vapeur saturée 
en tenant compte de la dépendance de la chaleur de pen massique avec 
la température. Nous avons indiqué ci-dessus que la chaleur q est composée de 
deux parties : l'une correspond à la différence des énergies internes massiques de 
la vapeur et du liquide uv — ul, et l’autre au travail fourni contre la pression 
extérieure qui vaut P (v — vl). Ainsi 


g = (uv — ul) + P (uv — ul), (114.4) 


Négligeons le volume massique du liquide et admettons que la vapeur vérifie 
l'équation de Clapeyron. Nous obtenons dans cette approximation 


RAT 
= V 1 
.q=tu D EUNRTTE : 


En particulier, à une température fixée T = Ti 
RAT; 
= (TE Qu) + TE. 


Puisque nous avons assimilé la vapeur à un gaz parfait, son'énergie interne ne 
dépend que de la température; par conséquent 


T 
u=u)+ | cY(T) 47, 
T1 
En négligeant encore le travail de dilatation du liquide à l’échauffement 
T 
u=ul+ [a(nar, 


Ti 
où cl est la chaleur massique du liquide sous une pression égale à la pression de 
la vapeur saturée (pratiquement c’est sa valeur à pression constante). En admet- 
tant que dans l'intervalle de température (71, 7} les quantités c} et cl sont cons- 


tantes et en appliquant la relation de R. Mayer c/ + R/u = cÿ,on a 
9= Qi +(cl—ch) Ti—(cl—ch)T. 


En portant cette valeur dans (113.2) et en négligeant le volume molaire vs, 
on obtient 


nn  ———_—_—_—_————— _— 


et après intégration 


a+(el—cr)Ts n cl—cr 


de AT E 


In T +4, 
Ainsi 
In P=4—#—CinT, (144.5) 


où À, B, C sont des constantes. Cette équation fut établie par Kirchhoff et on 
l'utilise largement pour le dépouillement des résultats expérimentaux. 

4. La mise en œuvre de considérations fondées sur la théorie cinétique et 
moléculaire permet d'arriver à une formule analogue à (114.5). Les molécules de 
vapeur possèdent une plus grande énergie potentielle que les molécules de liquide. 
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Notons b le travail qui doit être fourni contre les forces moléculaires pour faire 
passer une molécule de la région occupée par le liquide dans la région occupée- 
par la vapeur. D’après la formule de Boltzmann 


Ee 
n=nñnçpe ÊT, 
où n est la concentration des molécules de la vapeur et n, la concentration des: 
molécules du liquide. Posons que b ne dépend pas de la température. (C'est à 
cette condition que la formule de Boltzmann est valable.) Négligeons en outre: 
Je travail de dilatation RT/u par rapport à l'accroissement de l'énergie interne- 
uY — ul. On à alors 


uv— ul 
b = Le [FA LL 
N ‘ N ? 
4 ua 
n=npe NRT — LA R 0 


La pression de vapeur saturée est alors donnée par 
sh: 
P=nkT=n,kTe AT, 
d'où 


In P= in T+ const. (114.6} 


Le logarithme de 7 varie lentement avec la température. Si on le remplace par- 
une constante la formule (114.6) se ramène à la formule (114.3). 


PROBLÈMES 


1. Un vase clos se trouvant à la température t — 20 °C renferme de l'air- 
humide dont l'humidité relative est f — 80 %. De combien de degrés doit-on 
abaisser la température des parois du vase pour qu'elles se recouvrent de rosée ? 
La chaleur de vaporisation massique de l’eau à 20 °C q — 600 cal/g. Assimiler la 
vapeur d’eau à un gaz parfait. 

à Solution. Pour une évaluation approchée on peut remplacer la dérivée: 
P 


TT figurant dans (114.1) par le rapport des accroissements finis, ce qui donne 


TT; __ RATÉ 
P:—P; ugP, 


où P, et P, sont les pressions de la vapeur saturée aux températures 7, et 7,. 
À la température T; et pour une humidité relative / la pression de la vapeur 


contenue dans l'air est égale à fP,; par suite P, — 8 {Pie En portant ces 
valeurs dans la formule ci-dessus nous obtenons : 
Tim 1 Re ss 
21 jy jRT, Î= —3, 


à Pour trouver une solution plus précise on utilisera la formule (114.2) qui 
onnue 
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ÆEn y substituant les valeurs numériques et en passant aux logarithmes décimaux, 
wamenons cette équation à la forme 


Ta-Ti=0tur le ( De). (A) 
1 

| Pour résoudre l'équation utilisons la méthode des approximations successi- 

ves. À l’approximation d'ordre zéro on posera T, = T1, ce qui nous donne la 

première approximation : 


Ta ex Ti Lu 0,1247T: lg f —— —8,52 K. 


Nous en tirons 7,; en le portant dans le second membre de l'équation (A) nous 
trouvons la deuxième approximation: T, — T, = —3,66705 K. En continuant 
de même nous trouvons en troisième approximation: T, — T1 = —8,67313 K, 
et en quatrième approximation: T; — 7, — 3,67360 K. A deux décimales près 
To — T1 = —3,67 K. Ayant remplacé la dérivée dP/aT par le rapport des 
saccroissements finis, on a commis une erreur 10 %. 

2. Dans le tableau ci-dessous on indique les valeurs (en mm Hg) de la pres- 
sion de vapeur saturée de l’eau et de la glace à trois températures. A l’aide de 
ces données calculer la chaleur de congélation massique de l'eau gs3 à 0 °C. 


1, °C | P 
Glace —10 4,950 
0 4,579 
Eau 0 4,579 
+10 9,209 


Solution. En négligeant les différences entre les valeurs de q23, qis et 
42 au point triple et au point £ = 0 °C, P — 1 atm, nous pouvons écrire ga; = 
T is — ie PUIS 


_ AT, P; Pia }= al/: 
Ds = Re (ri pi Taln D) 84 cal/a 


{To=273K, T;=263K, Ta — 283 K, Psy, Pig Pis sont les pressions de 
vapeur saturée à ces températures; AT = To — Ti = T; — T;). 

3. On a versé de l’eau dans une sphère métallique creuse à parois minces de 
rayon r = 10 cm, qui avait été préalablement évacuée. La pression de l'air en 
dehors de la sphère est au à la pression atmosphérique. A quelle température 
maximale peut-on chauffer l’eau sans que les parois de la sphère éclatent, sa- 
chant que la tension limite de rupture des parois est 6 — 84 N/cm? La quantité 
d’eau contenue dans la sphère est telle qu'à cette température toute l’eau n'est 
pas vaporisée, mais qu'il en reste à l’état liquide; ce volume d’eau liquide est 
petit par rapport au volume de la vapeur. 

Réponse. FT m (1 +5) T = 404 K, = 131 °C (To est 

0 ° 
la température d'ébullition à la pression atmosphérique normale P,). 

4. Selon une des théories existantes, les geysers sont de grands réservoirs 
souterrains d’eau chauffée par la chaleur des profondeurs terrestres. Cette eau 
s'échappe à la surface de la Terre à travers d’étroits canaux qui à l’état « calme » 
sont entièrement remplis d'eau. En admettant que l'activité des geysers se 
manifeste lorsque l'eau commence à bouillir dans les réservoirs souterrains et 
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que les canaux de sortie sont alors remplis par de la vapeur d’eau qui en est 
<jectée, évaluer la quantité d'eau que perd le réservoir du geyser au cours d’une 
éruption. La profondeur du canal, i.e. la distance entre le réservoir souterrain et 
la surface de la Terre, est k = 90 m. 


Am C(T;o — T1) 


Réponse, — & 14% 
m 


q 
c est la chaleur massique de l’eau, 7, et 7,4 sont les températures d’ébullition de 
l'eau respectivement sous une pression de À et de 10 atm). 


$ 115. Capacité calorifique de la vapeur 
saturée 


1. Supposons que de la vapeur saturée soit échauffée et que son 
volume augmente de telle manière qu'elle reste constamment satu- 
rée. Posons que pour élever sa température de dT on doit fournir 
à la vapeur une quantité de chaleur 6Q. Le rapport 8Q/dT est appelé 
capacité calorifique de la vapeur saturée.'Si la masse de la vapeur est 
égale à l'unité, ce rapport définit la chaleur massique c de la vapeur. 
Si on prend une mole de vapeur on définit la chaleur molaire C. 

Afin que la vapeur reste saturée à l’échauffement, on doit la 
soumettre simultanément à la compression, car la densité de la 
vapeur saturée croît avec la température. Or la compression d’un 
gaz entraîne son échauffement. On doit envisager trois cas différents. 
1) La quantité de chaleur dégagée à la compression est tellement 
grande que Ja vapeur cesse d’être saturée et devient surchauffée ; 
pour la maintenir à un état de saturation, on doit évacuer une partie 
de la chaleur. La chaleur massique c est alors négative. 2) La quantité 
de chaleur dégagée à la compression ne peut suffire à empêcher la 
sursaturation de la vapeur comprimée sans apport de chaleur supplé- 
mentaire. Pour que la vapeur reste saturée on doit lui fournir de la 
chaleur et la chaleur massique c est alors positive. 3) La chaleur 
dégagée à la compression est juste suffisante pour maintenir le 
vapeur dans un état de saturation, sans apport ou évacuation de cha- 
leur. Dans ce cas c = 0. 

2. Calculons la chaleur massique d’une vapeur saturée. Appliqué 
à l'unité de masse de la vapeur, le premier principe de la thermodyna- 
mique-peut s’écrire : 8Q — dif — v dP, où i' cst l’enthalpie massique 
et v le volume massique de la vapeur. Nous appliquerons cette équa- 
tion à une transformation où la pression P ne reste pas constante. 
Si on assimile la vapeur à un gaz parfait, son enthalpie ne dépendra 
que de la température et pour toute transformation quasi statique 


div/dT — cp. On obtient ainsi pour la chaleur massique de la vapeur 


saturée c — cp — v dP/dT. Comme à l’échauffement la vapeur reste 
constamment saturée, la dérivée dP/dT est donnée par la formule 
{114.1); on obtient ainsi 


c=cp— +. (415.1) 
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Selon la théorie classique la chaleur molaire de la vapeur d’eau 
à pression constante est égale à 8 cal/(K -mole) et sa chaleur mas- 
sique est cY — 8/18 — 0,444 cal/(g-K). À T — 373 K la chaleur 


de éponsaicn de l'eau est qg — 539 cal/g. Avec ces données la 
formule (115.1) donne c — —1 cal/(g:K). La chaleur massique € 
est donc négative. [1 s'ensuit que lors d’une détente adiabatique la 
vapeur d'eau saturée se refroidit et devient ainsi sursaturée. 

3. La formule (115.1) a été établie en supposant que la vapeur 
se comportait comme un gaz parfait, i.e. vérifiait l’équation de 
Clapeyron. Etablissons maintenant une formule plus précise sans 
recourir à cette hypothèse. Nous continuerons cependant à négliger 
lé volume massique du liquide, le considérant petit par rapport au 
volume massique de la vapeur. Pour l'unité de masse de la vapeur 
on écrira comme plus haut 6Q — div — uv dP, d'où 

6Q __ div + dP 
GT dl à dr: 
Les dérivées di*/dT et dP/dT doivent être calculées en supposant 


qu'à l’échauffement la vapeur reste toujours saturée. En tirant 
de (114.1) la valeur de dP/dT, on obtient 


Pour calculer la dérivée nous utiliserons la formule 
g=u — ul + P (uv — pl) = it — il, 

Comme cette relation est appliquée à une transformation lors de 
laquelle la vapeur reste saturée, les grandeurs qui y figurent ne 
dépendent que de la température. En la dérivant par rapport à la 
température, on obtient 

div __dg , dil 

“ar ar tar: 


Pour le liquide dit — cl! dT + vl dP; si on néglige le dernier terme 
dil 


dr — cb et par conséquent 


div _dq_ 
aT =cp+r aT * 


En portant cette valeur dans l’expression pour c on trouve 


cc L+, (115.2) 
Pour l’eau à T7 = 373 K 
qg= 539 cal/g, dg/dT = —0,64 cal/(g-K), ch= 1,01 cal/(g.K). 


Avec ces valeurs c = —1,07 cal/(g-K); l'écart par rapport à la 
valeur que nous avons obtenue. plus haut est de 7 %. 
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PROBLÈMES 


4. Calculer la variation d’entropie d’un système composé d’eau et de vapeur 
saturée lorsqu'il se transforme tout entier en vapeur saturée. La température 
initiale du système est 7, et sa température finale T2, la masse initiale de la 
vapeur est m. et sa masse finale est m,. On négligera la variation de la chaleur 
de vaporisation massique q de l’eau en fonction de la température. La vapeur 
sera assimilée à un gaz parfait. 

Solution. Vaporisons le liquide de façon isotherme et quasi statique à 
la température 7. La variation d'entropie dans cette transformation est 

AS = (ma m1). 

Faisons varier de façon quasi statique la température de la vapeur qui doit 
ester tout le temps saturée. La quantité élémentaire de chaleur que l’on doit 
fournir à la vapeur pour réaliser cette transformation est 


ÔQ = mac dT ==me (3—+) dT. 


Comme dS — ôQ/T l'intégration de cette équation où on négligera la variation 
de q en fonction de 7 donne la variation d’entropie correspondante: 


À2$ = Ma [eb In F+ (+). 


2. Etablir l'expression de l’entropie massique d'une vapeur saturée assimilée 
à un gaz parfait en négligeant la variation de q avec la température. 


Réponse. s=c} ln T + + const. 


$ 116. Points triples et diagrammes d'état 


4. Supposons maintenant qu'une substance chimiquement homo- 
gène existe sous forme de trois phases se trouvant en équilibre 
mutuel. Un exemple en est un système 
composé d'une phase solide, d’un liquide 
et de sa vapeur. L'équilibre mutuel 
de ces phases exige quesoient vérifiées 
les conditions suivantes: 


Pa (P, T) = 2 (P, T), 
Pa (P, T) = p3(P, T), (116.1) 


Pa(P, T)=m(P, 7). 


Lys première exprime l'équilibre entre 
le liquide et sa vapeur, la seconde entre 
les phases liquide et solide et Ia troi- 
sième entre la phase solideet la vapeur. Fig. 136 

Ces trois conditions ne sont pas indépen- 

dantes, car chacune résulte des deux autres. La première équation 
du système (116.1) est représentée dans le plan par la courbe d’équi- 
libre entre le gaz et le liquide, i.e. la courbe de vaporisation 12 
(fig. 136). La seconde équation représente la courbe d'équilibre 23 


478 ÉQUILIBRE ET TRANSFORMATIONS DE PHASE [CH. X 


entre les phases solide et liquide, qui s'appelle courbe de fusion. 
La courbe de fusion coupe la courbe de vaporisation au point À 
qui est le point triple. La courbe de sublimation 31 qui représente 
l'équilibre entre les phases solide et gazeuse doit passer par ce même 
point À, ainsi que le montre la troisième équation (116.1). D'une 
façon générale trois phases ne peuvent coexister en équilibre qu'en 
un seul point appelé point triple, donc pour des valeurs bien détermi- 
nées de la température et de la pression. 

Au point triple la courbe de sublimation 31 a une pente plus. 
grande que la courbe de vaporisation 72. En effet leurs pentes sont. 
déterminées par les équations de Clapeyron-Clausius : 


dP;s die dPia dis 
AT To)? df® Ti)" 


Les dénominateurs de ces expressions sont pratiquement égaux 
puisqu'on peut négliger les volumes massiques du liquide et du 
solide. D'autre part, au point triple, comme il découle du premier 
principe de la thermodynamique, ge = Que + Gex, Ce qui implique: 


que dis >>Qo et par suite Lee > 


Pour l’eau le point iiple se Le à 0,008° au-dessus du point 
de fusion sous pression atmosphérique normale. Au point triple 
la pression est égale à 4,58 mm Hg. Le point triple de l’eau est le 
principal repère utilisé pour la construction de l'échelle de tempéra- 
ture absolue thermodynamique Kelvin ainsi que de l'échelle 
internationale pratique Celsius (cf. $$ 4, 6, 31). 

2. Les courbes de vaporisation, de fusion et de sublimation 
divisent le plan 7 P en trois régions 7, 2, 3 (cf. fig. 136). Les points 
de la région 1 représentent l’état gazeux de la substance, ceux de la 
région 2 l’état liquide et ceux de la région & l’état solide. Le plan 7 P 
où sont tracées ces trois courbes d'équilibre est appelé diagramme 
d'état. Tout diagramme d'état permet de décider quelles peuvent 
être les transformations de phase dans un système donné. Supposons, 
par exemple, qu’il s'agisse d’un échauffement à pression constante. 
Cette transformation sera représentée sur le diagramme d'état 
par une droite horizontale. Si cette droite passe au-dessus du point 
triple, mais au-dessous du point critique, elle coupera la courbe 
de fusion au point B et la courbe de vaporisation au point C. Cela 
signifie que lors de l’échauffement le corps solide fondra d’abord 
(point B) puis le liquide produit se vaporisera (point C). Si cette 
droite passe au-dessous du point triple, elle ne coupera que la courbe 
de sublimation en un certain point D où se produira la transforma- 
tion directe du solide en vapeur, sans qu’apparaisse d'état inter- 
médiaire. Nous avons décrit au $ 104, pt. 4 une expérience où le 
bioxyde de carbone gazeux se refroidissait par laminage et passait 


S 


directement à l'état solide. Le bioxyde de carbone solide ainsi 
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obtenu ne fond pas à l'échauffement mais se transforme directement. 
en gaz (il se sublime). Cet effet résulte de ce que le point triple du 
bioxyde de carbone correspond à une pression supérieure à la pres- 
sion atmosphérique normale à laquelle est réalisée l'expérience. 
Pour le bioxyde de carbone le point triple correspond à —56,6 °C 
et à 4,8 atm. De ce fait le bioxyde de carbone ne peut exister à l’état 
liquide à la pression atmosphérique. Il ne pourrait être liquéfié 
que si on élevait la pression. 

3. On doit se demander maintenant si une substance chimique- 
ment homogène pourrait coexister dans quatre ou plusieurs phases. 
Pour que l'équilibre soit possible il faut que six équations telles 
que (116.1) dont trois indépendantes soient vérifiées. Du point 
de vue géométrique le problème consiste à trouver le point d’inter- 
section commun de trois courbes d'équilibre des phases en présence 
représentées par exemple par les équations 


P1 (P, T) = Pa (P, T), 
Pa (Ps FT) = Pa (P, T}, 
Ps (P, T)= mp (P, T). 


Or trois courbes se coupent en général en trois points. Il est excep- 
tionnel qu’elles se rencontrent toutes en un même point, aussi est-ce 
une éventualité que l’on peut rejeter. Physiquement cela signifie 
que quaire phases ou un nombre de phases encore plus grand d’une 
substance chimiquement homogène ne peuvent coexister en équilibre 
à aucune pression et à aucune température. Le nombre maximal de 
phases pouvant coexister en équilibre mutuel ne peut être supérieur 
à trois. 

4. Lorsqu'une substance chimiquement homogène peut exister 
à différentes températures et pressions dans plus de trois phases, 
tous les états d'équilibre du système peuvent être représentés par 
un diagramme dans le plan TP; ce diagramme s’appellera toujours 
diagramme d'état. Le plan TP est alors divisé en plusieurs régions. 
Tout point figuratif du plan TP ne se trouvant pas sur la frontière 
d'une région représente alors l’état monophasé de la substance. 
Les différentes régions sont séparées les unes des autres par des 
courbes qui sont toutes des courbes d'équilibre des deux phases en 
présence. Tout point appartenant à l’une de ces courbes d'équilibre 
représente l'état biphasé de la substance, les proportions des phases 
en présence pouvant être quelconques dans cet état. Les courbes 
d'équilibre des phases peuvent se couper trois par trois en des points 
distincts, qui sont les points triples où coexistent en équilibre trois 
phases contiguës. 

L'examen des diagrammes d'état permet de préciser aussitôt 
quels seront les états d'équilibre d’une substance dans des condi- 
tions données de température et de pression et quelles transforma- 
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tions de phase peut subir une substance donnée dans des conditions 
données. La figure 137 représente sous forme simplifiée le diagramme 
d'état du soufre. On connaît deux variétés cristallines du soufre — 
la variété monoclinique et la variété rhomboédrique. En consé- 
quence le diagramme d'état du soufre comporte trois points triples 
S, T, L. La région d'existence de la 
variété monoclinique est délimitée 
par le triangle STZ. La région de la 
variété rhomboédrique se situe au-des- 
sus de la courbe GSLF. Prenons des 
cristaux de soufre rhomboédrique se 
trouvant à température et à pression 
ordinaires et échauffons-les en main- 
tenant la pression constante. Cette 
transformation sera représentée sur le 
diagramme par la droite horizontale 
MN;,N,Q. Au point VN,oücette droite 
coupe la courbe d'équilibre entre les 
Fig. 137 deux variétés solides, les cristaux 
rhomboédriques se transforment en 
cristaux monocliniques (à la press ion normale le point W, corres- 
pond à la température de 95,5 °C). Au point NW, (température 
119,2 °C) les cristaux monocliniques fondent. Au point P 
{température 444,60 °C) le soufre liquide bout. Au  refroi- 
dissement les transformations ont lieu dans l’ordre inverse. Si on 
prend des cristaux rhomboédriques dans l’état M” sous une pres- 
sion supérieure à celle du point triple L (1280 atm), l'isobare MN 
passe au-dessus de ce point et par conséquent les cristaux rhomboédri- 
ques ne peuvent pas se transformer en cristaux monocliniques. 
Au point V' les cristaux rhomboédriques fondent. 

5. Pour conclure ce paragraphe faisons une remarque. Nous 
avons vu que la courbe de vaporisation se termine par le point 
critique. C’est pour cela que devient possible la transition continue 
de l’état liquide à l'état gazeux et vice versa; c’est une transition 
qui ne donne lieu à aucune transformation de phase. Cela tient 
à ce que la différence entre les états liquide et gazeux n'est que 
quantitative; ceux-ci ne diffèrent que par le rôle plus ou moins 
notable des interactions entre les molécules. Ces deux états sont 
isotropes et présentent des structures internes de même symétrie. 
La différence est toute autre entre l’état solide et l’état liquide ou 
gazeux ou entre deux phases cristallines différentes. Ces phases 
présentent des différences aussi bien quantitatives que qualitatives, 
notamment des différences de symétrie de leur structure interne. 
Lorsqu'il s’agit de propriétés de symétrie il importe de savoir si 
elles existent ou non. Une propriété de symétrie ne peut apparaître 
ou disparaître que subitement, par saut et non pas de façon continue. 
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Dans chaque état le corps présentera un certain type de symétrie 
et on peut donc indiquer à laquelle des deux phases il se rapporte. 
Il en résulte que la courbe caractérisant l’équilibre entre ces phases 
ne peut s'arrêter en un point isolé (point critique). Elle peut soit 
s'arrêter au point d’intersection avec une autre courbe d'équilibre, 
soit s'éloigner à l'infini. 


PROBLÈME 


Montrer qu'au point triple (fig. 137) se trouve vérifiée la relation 


dP dP P 
OA — Va) TT + (2 Te ve) Te + (s a vy) Ed 


= 0. 


$ 117. Ébullition et surchauffe des liquides 


4. Lorsqu'on échauffe un liquide contenu dans un vase sous 
pression extérieure constante, la formation de la vapeur a d’abord 
un caractère calme; c’est qu'elle ne se forme qu'à la surface du 
liquide. Ce processus de formation de la vapeur correspond à la 
vaporisation du liquide. Lorsque la température atteint une certaine 
valeur dite température d’ébullition, la vapeur commence à se former 
non seulement sur la surface libre du liquide, mais aussi dans sa 
masse. À l’intérieur du liquide se forment des bulles de vapeur qui 
croissent et montent à la surface entraînant du liquide. Le processus 
de formation de la vapeur devient tumultueux et on dit alors que 
le liquide est en état d'ébullition. 

En fait l’ébullition est une forme particulière de vaporisation. 
En effet aucun liquide n'est jamais physiquement homogène et 
renferme toujours des bulles d’air ou d’autres gaz qui souvent sont 
tellement petites qu’on ne les voit pas à l'œil nu. Sur la surface 
de chaque bulle de gaz le liquide se vaporise et se recondense con- 
tinuellement jusqu'à l'établissement d’un équilibre dynamique où 
les deux processus de sens opposés se compensent l’un l'autre. 
A l'état d'équilibre mécanique à l’intérieur de chaque bulle la 
somme des pressions d’airet de vapeur est égale à la pression régnant 
à l'extérieur de la bulle. Cette dernière pression est égale à la somme 
de la pression atmosphérique et de la pression hydrostatique du 
liquide environnant. Si on porte le liquide à une température où 
la pression de vapeur saturée devient plus grande que la pression 
extérieure appliquée à une bulle, celle-ci augmentera de dimension 
par vaporisation du liquide sur sa surface intérieure et montera 
à la surface du liquide sous l’action de la force d'Archimède. Le 
système à deux phases — liquide et bulles d'air, devient mécanique- 
ment instable et le liquide se met à bouillir. La limite de stabilité 
est définie par la température à laquelle la pression de la vapeur 
saturée devient égale à la somme de la pression atmosphérique et 
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de la pression hydrostatique au niveau considéré: c'est la tempé- 
rature d’ébullition. 

2. A la différence de la température du point triple qui pour 
toute substance est une grandeur parfaitement déterminée, la tem- 
pérature d'ébullition du liquide dépend de la pression extérieure. 
Elle croît lorsque la pression extérieure augmente et diminue lors- 
que cette pression diminue. On peut, par exemple, faire bouillir 
l’eau à la température ordinaire. Pour en faire la démonstration 
on peut placer un ballon contenant de l’eau ordinaire sous une 
cloche à vide reliée à une pompe à air. Lors du pompage la pression 
s’exerçant sur la surface de l’eau diminue et lorsqu'on atteint un 
certain degré de raréfaction, l’eau se met à bouillir. La chaleur 
nécessaire à la transformation du liquide en vapeur est fournie par 
le liquide lui-même qui se refroidit. Si on prolonge suffisamment 
le pompage, l’eau peut arriver à la solidification: Pour accélérer 
la congélation de l’eau, on verse l’eau liquide dans un récipient 
plat pour augmenter la surface d'évaporation, ou bien on place 
sous la cloche à vide, à côté du récipient contenant de l’eau, de 
l'acide sulfurique concentré qui absorbe la vapeur d’eau. Au bout 
de -quelques minutes de pompage l’eau se solidifie. 

On peut faire la démonstration de l’abaissement de la tempéra- 
ture d'’ébullition d’un liquide sous pression réduite sans avoir 
à utiliser une pompe à vide. On prend un ballon à fond arrondi 
d'une capacité moyenne et on le remplit à moitié d’eau ordinaire. 
On fait bouillir l’eau pendant 15 minutes afin que la vapeur d’eau 
déplace tout l’air contenu dans le ballon. On enlève le ballon du 
feu, on le bouche rapidement avec un bouchon en caoutchouc, on 
le retourne et on le place sur un support annulaire. Si on arrose le 
fond du ballon avec de l'eau froide, une partie de la vapeur d'eau 
se condense, la pression s'exerçant sur la surface de l’eau diminue 
et l’eau se met à bouillir. 

3. Il résulte de ce qui vient d'être dit que l’ébullition n'est 
possible que si le liquide contient des bulles d'air. S'il n’y en a pas 
le liquide est physiquement homogène et la vaporisation au sein 
du liquide devient impossible, c'est dire que l'ébullition devient 
impossible. Un tel liquide peut être porté à une température supé- 
rieure à.la température d'ébullition. Un liquide physiquement 
homogène, porté à une température supérieure à sa température 
d'ébullition sous une pression donnée est dit surchauffé. On peut 
donner une autre définition. Un liquide est dit surchauffé s’il est 
soumis à une pression. extérieure inférieure à la pression de vapeur 
saturée à : une température donnée. Sur l’isotherme de Van der 
Waals (éf..fig. 133) un liquide surchauifé est représenté par les 
points, du.segment LB puisqu'en ces points la pression du liquide 
est plus petite que sur l’isotherme — isobare LCG, où elle est égale 
à Ja pression de. väpeur saturée. Tout liquide surchauîfé se trouve 
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dans un état métastable (peu stable). Tant qu’il n’y a pas de germes 
d’une phase de vapeur plus stable, le liquide surchauffé peut exister 
comme un corps physiquement homogène. Mais en présence de 
germes, des bulles d’air par exemple, le liquide surchauffé devient 
instable et se transforme en vapeur qui est la phase stable à cette 
température. 

On peut obtenir de l’eau surchauffée, par exemple, dans un 
ballon en verre de silice à parois lisses. Le ballon doit être soigneu- 
sement lavé à l'acide sulfurique puis à l’acide nitrique et enfin 
à l’eau distillée. Ainsi préparé, le ballon est rempli d’eau distillée 
que l'on soumet à une ébullition prolongée pour éliminer les bulles 
d'air. Après ce traitement on peut porter l’eau à une température 
notablement supérieure à la température d'ébullition; il n’y aura 
cependant pas d'ébullition, mais seulement une intense évaporation 
sur sa surface libre. De temps en temps une bulle d'air apparaît au 
fond du ballon et monte à la surface en augmentant de volume. 
Ensuite l'eau reste calme pendant longtemps. Si on y introduit des 
germes de phase gazeuse, par exemple des brindilles de thé, l’eau 
se mettra à bouillir et sa température décroîtra jusqu'à la tempéra- 
ture d'ébullition. Cette expérience spectaculaire a le caractère d’une 
éruption. Elle ne réussit que si les parois du ballon sont lisses, 
car toute rugosité facilite la formation de germes de la phase vapeur, 
des bulles de vapeur s’en détachent et montent à la surface; ainsi 
l'eau bout au fond ou sur les parois du ballon et il devient difficile 
sinon impossible de la surchauffer. 

Une question vient à l'esprit. Quel que soit le degré de purifi- 
cation de l’eau, elle contient toujours d’infimes quantités d’air 
sous forme de bulles minuscules. Et même si on en élimine les der- 
nières traces, il peut se former au sein de l’eau des bulles de vapeur 
par le mécanisme des fluctuations. Comment arrive-t-on à surchauf- 
fer l'eau ? La réponse à cette question est donnée dans les paragraphes 
suivants. 


PROBLÈME 


Un verre est rempli d’eau à une hauteur de 10 cm. Des tubes capillaires 
dont une extrémité est scellée sont remplis d’air et sont déposés au fond du verre: 
Lorsque l'eau bout, des bulles de vapeur de diamètre initial égal à 0,2 mm 
s’échappent par les extrémités ouvertes des tubes. Quelle est la température 
de l’eau au fond du verre lors de l’ébullition si la pression atmosphérique est de 
760 mm Hg? La tension superficielle de l'eau bouillante est de 57 dynes-cm-! 
et la tension de vapeur d’eau s'accroît aux environs de 400 °C de 2,7 cm Hg par 
degré d'élévation de la température. 

Réponse. 100,59 °C. 


die 
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$ 118. Variation de la pression de vapeur 
saturée en fonction de Ja courbure 
de la surface du liquide 


1. Soit un liquide se trouvant dans des vases communiquants 
dont l’un est étroit et l’autre large (fig. 138, a). Dans le vase large 
la surface du liquide AB est pratiquement plane, tandis que dans le 
vase étroit le liquide monte s’il mouille les parois et descend s’il 
ne les mouille pas. Supposons que le liquide mouille les parois 


Fig. 138 


(l'étude du cas contraire s'effectue exactement de la même façon). 
Réunissons les parties supérieures des vases par un tube cylindrique 
et plaçons l’ensemble dans un thermostat afin de maintenir la 
température constante. À l'équilibre la pression de vapeur saturéi 
doit être la même à une hauteur donnée, car s’il n’en était pas ainse 
la vapeur aurait été mise en mouvement sous l’action de la diffé- 
rence de pression et ce fait pourrait être utilisé pour construire un 
perpetuum mobile de seconde espèce. Supposons, par exemple, que 
la pression de vapeur saturée au-dessus de la surface concave CD 
du liquide soit plus grande qu'au-dessus du plan horizontal EF 
se trouvant au même niveau. Utilisons le dispositif dont le principe 
de fonctionnement apparaît clairement sur la figure 138, a. A l’ins- 
tant initial la valve Æ, est ouverte et la valve X, est fermée. Par 
hypothèse la pression s’exerçant sur la face gauche du piston est 
plus grande que celle qui s’exerce sur sa face droite. Sous l’action 
de cette différence de pression le piston se déplacerait à droite et 
on pourrait utiliser son mouvement pour produire du travail, élever 
un poids par exemple. Lorsque le piston arrive en bout de course 
à droite, on ferme la valve X, et on ouvre la valve K,, ce qui provo- 
que un processus hors d’équilibre d’'égalisation des pressions de 
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vapeur des deux côtés du piston. Une fois que les pressions seront 
devenues égales, on fait revenir le piston dans sa position initiale, 
la valve K, étant ouverte. Cette opération n'exige aucun travail 
supplémentaire puisque les pressions sont les mêmes des deux côtés 
du piston. Fermons la valve K, et ouvrons X,. Une fois que l’équi- 
libre sera rétabli, le système retrouve son état initial. Ce cycle de 
transformations a pour résultat le travail positif fourni par le système 
aux dépens de la chaleur prise au thermostat. Or c’est la transfor- 
mation de Thomson-Planck qui est en contradiction avec le deuxiè- 
me principe de la thermodynamique. La contradiction à laquelle 
nous avons abouti démontre que la pression de vapeur saturée au- 
dessus de la surface concave CD ne peut être plus grande que la 
pression au niveau de la surface plane EF. On serait arrivé à une 
contradiction avec le deuxième principe de la thermodynamique 
si nous avions admis que la pression au-dessus de CD était infé- 
rieure à la pression au-dessus de EF. Il s’ensuit que ces pressions 
doivent être égales. 

Cependant, sous l’action de la force de pesanteur, la pression 
de vapeur au niveau du plan ÆF, ainsi que la pression P égale à la 
première et s’exerçant au-dessus de la surface CD du liquide sont 
plus petites que la pression de vapeur P, au-dessus de la surface 
plane AB du liquide. Il est évident que les parois des vases ne peu- 
vent exercer aucune influence directe sur la pression de vapeur 
saturée. La cause de la variation de la pression de vapeur saturée 
est l’incurvation de la surface du liquide. On arrive à en conclure 
que la pression de vapeur saturée au-dessus d'une surface concave du 
liquide doit être plus petite qu'au-dessus d'une surface plane. En re- 
prenant le même raisonnement on arrive à conclure fque la pression 
de vapeur saturée au-dessus d'une surface convexe du liquide est plus 
grande qu'au-dessus d’une surface plane. 

2. La différence de pression est définie par l'expression P, — P — 
= p,gh, où p, est la densité de la vapeur et h est la différence de 
niveau entre les surfaces du liquide dans les vases communiquants. 
Nous avons négligé la variation de la densité de vapeur avec la 
hauteur. En remplaçant la densité par le volume massique de la 
vapeur 27 — 1/p,, on obtient 


P= Py— 2. (118.1) 


v 

I1 nous reste à calculer À. Notons P’ la pression à l’intérieur du 
liquide sous la surface CD. On aura alors P, — P' — pigh — 
= ghlu, où p1 et v, sont respectivement la densité et le volume 
massique du liquide. En vertu de la formule de Laplace, P' — P — 
— 6K, où Æ est la courbure de la surface CD. Par convention, la 
courbure est positive pour une surface convexe et négative pour 
une surface concave. En éliminant P’ on trouve 


gh=v(P;, — P — 0K). (118.2) 
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En portant (118.2) dans (118.1) on obtient 
P= Py+ TT 6K. (118.3) 


Uy —v] 
C'est la formule de William Thomson qui est vérifiée aussi bien 
dans le cas où les rayons de courbure R, et R, sont de même signe, 
i.e. pour les surfaces convexes et concaves, que dans celui où ils 
sont de signes contraires. Pour le démontrer il suffit de remplacer 
dans la démonstration ci-dessus le vase étroit à parois homogènes 
par un vase dont les paroïs sont faites en matériaux différents que 
Je liquide mouille et ne mouille pas. 

3. Lorsque la courbure devient très grande, on ne peut plus négli- 
ger la variation de la densité de vapeur avec la hauteur. En consé- 
quence on utilisera à la place de (118.1) la formuleY barométrique 

uen 
P—Psye AT, (118.4) 


Mais on continue à négliger la variation de la densité du liquide 
avec la hauteur. Ainsi en éliminant gh entre (118.2) et (118.4) on 
obtient 
P 

In = (Po—P—-0K) (118.5) 
Si [P— P,|< P,, la formule (118.5) se ramène à la formule 
plus simple (118.8). En eïffet, pour s'en rendre compte, on utilisera 
la formule In (1 + zx) — zx (pour |x | 1) et la formule v, — 


= RT/(uP). 
Dans l’autre cas limite où 
loK|SIP—P,I, (118.6) 
D IP — Pol & 1, (118.7) 
la formule (118.5) devient 
UT] 
P= Per, (118.8) 


A titre d'exemple, calculons la pression de vapeur d’eau saturée au-dessus de 
la surface sphérique d'une goutte d’eau de rayon R = 10-5 cm (goutte de brouil- 
lard) à 20 °C. A cette température on a pour l'eau: 6 = 72,7 dynes-cm-!, u = 
= 1,002 emS.g-l, P, = 17,5 mm Hg = 2,34.10* dynes-em-2. Le volume mas- 
sique de la vapeur d’eau est vy = RT/(uP9) = 5,77-10# em%.g-l. La courbure 
de la goutte d’eau est À = 2/R = 2.105 cm-!, En portant ces valeurs numé- 
riques dans (118.3) on obtient ; 


P — P,= 252 dynes-cm”? & 0,19 mm Hp, 


La condition | P — P,| < P, étant vérifiée, l’utilisation de la formule (118.3) 
est justifiée. Aussi la pression de vapeur saturée au-dessus d'une gouttelette de 
brouillard est d’environ 4 % plus grande qu’au-dessus d’une surface plane. 
Considérons maintenant une gouttelette d'eau de rayon R = 10-7 cm. 
La formule (118.3) ne convient plus et on utilisera la formule (118.8). On trouve 
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P/P, & 2,9. La pression au-dessus d’une surface convexe est environ trois fois 
plus grande qu’au-dessus d’une surface plane. Ce calcul doit être considéré plutôt 
comme une simple estimation puisque le rayon de la gouttelette est comparable 
au rayon d'action des forces moléculaires. Dans ces conditions on aurait dû 
tenir compte de la dépendance de la tension superficielle © avec la courbure de la 
surface, ce que nous avons manqué de faire dans notre calcul. 

4. La méthode que nous avons mise en œuvre ci-dessus peut être utilisée 
pour résoudre différents problèmes analogues à celui que nous venons de résoudre. 
Supposons, par exemple, que la surface d’un liquide se trouve sous une pression 
IT d'un gaz inerte. Déterminons la variation de la pression de vapeur saturée P 
en fonction de la pression II. Prenons les vases communiquants représentés sur 
la figure 138, b et supposons que la paroi semi-perméable ÆF laisse passer libre- 
ment les molécules de vapeur mais arrête les molécules du gaz inerte. Le piston 
M peut se déplacer librement à gauche et à droite. Il ne permet pas au gaz qui 
se dissout dans le vase de gauche de passer dans celui de droite. Tout le système 
est placé dans un thermostat dont la température est maintenue constante. Si 
les pressions de vapeur saturée étaient différentes des deux côtés de la paroi EF, 
on pourrait réaliser un perpetuum mobile de seconde espèce. En raisonnant 
comme nous l'avons fait plus haut, on écrira 

—#h __ £h 
I +4P Put P Fam 
où P, est la pression de vapeur saturée au-dessus-.de la surface CD et P celle au- 
dessus de la surface A B soumise à la pression IT de gaz. En éliminant gk on obtient 


D] 

Fe Po L Uy—v 
C’est une formule en tout point analogue à (118.3). Si on avait utilisé la formule 
barométrique, on aurait obtenu une formule analogue à la formule (118.5). 
L'augmentation de la pression de vapeur saturée avec celle de la pression exté- 
rieure II s’interprète comme suit. Lorsque la pression II augmente, la contre- 
pression du liquide augmente et avec celle-ci augmente le nombre de molécules 
de liquide tombant sur sa surface. Par conséquent le nombre de molécules pas- 
sant du liquide dans la phase de vapeur doit également augmenter. 


ni. 


PROBLÈMES 


14. Le brouillard est constitué de petites gouttelettes d’eau de rayon R — 
= 0,0005 mm. Quel doit être le taux de sursaturation de la vapeur d'eau dans 
l'espace ambiant, à & — 10 °C, pour que les gouttelettes coexistent en équilibre 
avec la vapeur ? La tension de vapeur saturant l’espace à 10 °C est égale à 9,2 mm 
Hg. La tension superficielle de l'eau o — 70 dynes/cm. 


Réponse. PRÊT = 0,02 mm Hg. 


2. Une goutte d’eau de rayon r — 2 mm se trouve dans une atmosphère de 
vapeur d’eau saturée à la température £ == 20 °C. Combien de molécules peuvent 
se vaporiser par seconde de la surface de la goutte à l'instant initial? La densité 
de la vapeur d’eau saturée à 20 °C est p = 1,7.10-5 g/cm, la tension superficielle 
de l'eau est o = 72,5 dynes/cm. 


2 


= Py = . 15 S-1 
Réponse.n re HAT 2,21075 5-7. (NW est le nombre 


d’Avogadro, u le poids moléculaire de l'eau. Nous avons négligé la densité de 
la vapeur par rapport à celle du liquide.) 

3. Calculer la durée d’évaporation d’une goutte d’eau sphérique de rayon 
initial 9 = À mm dans une atmosphère d’air d'humidité relative ÿ — 40 % à:la 
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température t — 20 °C. A cette température la densité de la vapeur d’eau saturée 
Psat = 1,710-5 g/cm$,.le coefficient de diffusion de la vapeur D = 0,22 cm?/s. 

Solution. La masse de vapeur qui diffuse par seconde à travers une 
surface sphérique de rayon r concentrique à la surface de la goutte est m = 
— —D -4nr? dp/dr, où p est la densité de la vapeur. En régime permanent cette 
quantité est indépendante du rayon r. Nous arrivons ainsi à l'équation r? dp/dr — 
= —A, avec À — m/(äxD). Après intégration on obtient p = A/r + Po, où 
p« est la densité de la vapeur à distance infinie de la goutte. La quantité À 
doit vérifier la condition que pour r — « la vapeur soit saturée (a est le rayon de 
la goutte variable dans le temps). On en déduit 


P= (Psat— Poe) + Por, (118.9) 
m == 4 Da (Pgat— Po). (118.10) 
8 
En portant la dernière expression dans l'équation m = — = 1 + On obtient 
d D 
a= + Es — Pr (Pgat — Po). 


En négligeant la variation de pat avec la courbure de la surface de la goutte, on 
trouve après intégration 


= — 27 Pate) à + ag (118.11) 
La goutte sera vaporisée au bout d'un temps 
pra Praÿ #37 mn. 


SD past —Pe) — 20 A —J) Poat 


4. Résoudre le problème précédent pour une goutte d’eau de rayon initial 
ag — 0,1 mm en supposant que l'air est saturé de Pre d'eau. 

Solution. En remplaçant dans la formule (118.10) la densité de la 
vapeur par sa pression, on obtient 


4anDau 


m=—77 — lPsat(a)— Po]. 
Si on néglige ie le dénominateur de la formule de Thomson (118.3), on 
pe 200v200æ g'où 
aura Pat — Po pr FAT d'où 
__ 8% DHOPoo 
__ ATH 


Comme la quantité »m ne dépend pas de la masse de la goutte, on a 


4x L 
3 PIS RTpia 


= - —FDp0pS = 225 heures. 


t— 


$ 119. États métastables 


1. Nous sommes maintenant en mesure de comprendre pourquoi 
on peut surchauffer un liquide même s'il contient des bulles d'un 
gaz quelconque ou des bulles de la vapeur du liquide lui-même. 
Pour que la surchauffe soit possible il faut seulement que les bulles 
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soient suffisamment petites. Supposons que la bulle est tellement. 
petite qu'en son intérieur règne une pression de vapeur saturée 
notablement plus petite que celle qui règne au-dessus d’une surface: 
plane du liquide à la même température. Si la bulle est constituée 
par de la vapeur, elle sera comprimée par la pression hydrostatique- 
du liquide environnant et finalement disparaîtra, même si la tem- 
pérature du liquide est beaucoup plus grande que sa température: 
d'ébullition. Si c’est une bulle de gaz, pour les mêmes raisons elle 
ne pourra pas augmenter de volume par vaporisation du liquide. 
Ï1 en résulte que les très petites bulles ne sont pas efficaces en qualité: 
de germes de vaporisation. Pour qu'un liquide entre en ébullition 
à une température donnée, il faut que la dimension des bulles ne- 
soit pas inférieure à une limite déterminée. 

2. La situation est la même lorsqu'il s'agit de vapeur sursaturée,. 
car c'est également un état métastable des substances. Sur l'iso- 
therme de Van der Waals à cet état correspond le segment AG (cf. 
fig. 133). La pression P de la vapeur sursaturée est plus grande que- 
celle de la vapeur saturée à la même température. Supposons qu'à 
la suite de fluctuations thermiques des gouttes de liquide se soient 
formées au sein de la vapeur sursaturée. Si leurs dimensions sont. 
inférieures à une certaine limite, elles se vaporisent. En effet la 
pression de la vapeur se trouvant en équilibre avec une gouttelette- 
liquide est d'autant plus grande que le rayon de celle-ci est petit. 
Si cette pression est plus grande que P, la goutteletie se vaporise 
et disparaît. Des gouttelettes aussi fines ne sont pas efficaces en 
tant que germes de condensation. Les gouttelettes croissent, i.e. la: 
vapeur se condense lorsque la pression d'équilibre de la vapeur- 
au-dessus de la surface des gouttelettes est plus petite que la pres- 
sion de la vapeur sursaturée ambiante. C’est ce qui se produit si les. 
gouttelettes sont de grandes dimensions. La présence de poussières. 
ou d’autres petites particules dans la vapeur sursaturée favorise la 
condensation. Les gouttes de liquide qui se forment autour des. 
grains de poussière ne sont pas sphériques, car leurs formes dépen- 
dent des dimensions et de la forme des grains solides. Par suite 
la courbure de la surface d’une goutte, même très petite, peut être 
peu importante. Ces gouttes se comportent comme des centres de 
condensation fort efficaces. 

Les particules portant des charges électriques et les ions consti- 
tuent des centres de condensation encore plus efficaces. Lorsqu'on 
communique à une sphère conductrice des charges électriques, celles-- 
ci, par suite de leur répulsion réciproque, se répartissent sur la 
surface de la sphère où elles continuent à se repousser. Ainsi les. 
charges superficielles sont soumises à des forces dirigées vers l’ex- 
térieur de la sphère. On démontre en théorie de l'électricité (tome 3. 
de notre cours) que de telles forces électriques se manifestent aussi 
à la surface d’une sphère diélectrique chargée, même si les charges: 
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y sont réparties en volume. Ces forces de répulsion existent aussi 
dans les gouttes chargées et sont dirigées à l'encontre des forces 
de pression capillaire de Laplace résultant de la courbure de la 
surface. Ainsi l’existence d'une charge électrique sur une goutte de 
liquide équivaut à une diminution de la tension superficielle. La 
pression de vapeur saturée au-dessus d’une goutte portant une 
charge électrique est donc plus petite que dans le cas d’une goutte 
non chargée de mêmes dimensions. C'est la raison pour laquelle 
la présence des charges électriques sur les gouttes favorise la conden- 
sation de la vapeur. 

3. La vapeur d’eau sursaturée peut être obtenue par une détente 
adiabatique rapide de l’air humide (cf. $ 115). Ce principe est mis 
à profit dans un des principaux instruments de la physique nucléaire 
-et de la physique des particules élémentaires qu'est la chambre de 
Wilson. La chambre de Wilson est constituée par un espace herméti- 
quement clos rempli de gaz non condensable (hélium, argon, azote, 
-etc.) et de vapeur saturée d’un liquide approprié (eau, alcool éthyli- 
que, etc.). L’une des parois de la chambre étant mobile (piston ou 
diaphragme élastique) on peut modifier le volume utile de la chambre. 
À la suite d’une détente adiabatique, la chambre se trouve remplie 
-de vapeur sursaturée du liquide, qui ne se condense pas tant qu’il 
n’y à pas de centres de condensation. Lorsque la vapeur est traver- 
-Sée par une particule chargée, cette dernière crée sur son chemin un 
grand nombre d'ions, sur lesquels la vapeur sursaturée se condense 
en formant de petites gouttes visibles à l'œil. La succession de 
gouttes constitue les tracés visibles de la trajectoire de la particule 
ionisante. En les éclairant on peut les photographier et obtenir 
-des images de ces tracés dont l'étude (longueur du tracé, son incur- 
vation en présence d’un champ magnétique, déviation de la tra- 
jectoire rectiligne résultant des actes de diffusions de la particule 
ionisante, nombre de gouttes par unité de longueur du tracé) permet 
d'obtenir des informations sur la nature et les propriétés des parti- 
-cules traversant la chambre de Wilson. 

4. L'effet de surchauffe des liquides est utilisé lui aussi pour 
mettre en évidence les traces laissées par les particules ionisantes 
-dans la chambre à bulles élaborée par D. A. Glaser en 1952. Le liquide 
contenu dans la chambre à bulles se trouve d’abord à une tempéra- 
ture supérieure à la température d’ébullition. On prévient l’ébulli- 
tion en soumettant le liquide à une forte pression que lui transmet 
un piston mobile ou une membrane flexible en contact avec le liqui- 
-de. Pour mettre la chambre en état de fonctionnement, on réduit 
brusquement la pression appliquée. Le liquide passe alors à un 
-état de surchauffe et peut subsister quelque temps dans cet état 
métastable. Si pendant cet intervalle de temps la chambre est tra- 
versée par une particule ionisante, celle-ci provoque une brusque 
ébullition d’une étroite région de liquide entourant la trajectoire 
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de la particule ; sa trajectoire est alors marquée par une chaîne de 
bulles de vapeur. Cet effet trouve son explication dans le fait que 
la particule ionisante perd sur sa trajectoire de l'énergie qui pour 
l’essentiel est convertie en chaleur. Comme leliquideest surchauffé, 
le dégagement de cette chaleur supplémentaire est suffisant pour 
provoquer la formation d’un grand nombre de bulles de vapeur 
le long de la trajectoire de la particule. Le grand avantage des 
chambres à bulles est la grande densité du corps de travail, ce qui 
assure un grand nombre d’actes d'interaction de la particule avec 
les noyaux du corps de travail. Les liquides utilisés dans les cham- 
bres à bulles sont l'hydrogène liquide, le propane liquide, les fréons, 
l'hélium liquide, CO,, etc. 

5. Les liquides surchauffés et les vapeurs sursaturées ne sont 
pas les seuls états métastables des substances. On en connaît de 
nombreux autres exemples tels les liquides surfondus et différentes 
variétés cristallines métastables de corps solides. Prenons de l’eau 
soigneusement débarrassée des particules étrangères et refroidis- 
sons-la sous pression constante en évitant toute vibration mécani- 
que. L'eau restera liquide à —10 °C et même au-dessous. Si cepen- 
dant on y introduit de petits cristaux de glace (qui jouent le rôle 
de germes de cristallisation) ou si on secoue le vase contenant l’eau, 
le liquide se solidifie rapidement et sa température monte brus- 
quement à O °C. Tout liquide se trouvant à une température infé- 
rieure à son point de solidification est dit liquide surfondu. C'est 
une phase moins stable que la phase cristalline pouvant exister 
aux mêmes température et pression. Par conséquent un liquide 
contenant des particules solides pouvant se comporter comme des 
germes de cristallisation ne peut pas être amené à un état de sur- 
fusion. Lorsqu'on refroidit un liquide, sa cristallisation doit com- 
mencer à la température de fusion de la substance correspondant 
à la pression à laquelle est soumis le liquide. (Notons que ce n’est 
pas absolument exact car la température de cristallisation dépend 
des dimensions et du type des germes.) 

En présence de germes, la vitesse de cristallisation d'un liquide 
surfondu dépend fortement de sa température. Lorsque la tempé- 
rature s’abaisse au-dessous du point de cristallisation, la vitesse 
de cristallisation croît d'abord jusqu'à un maximum, puis diminue. 
Lorsque la surfusion est très grande, la vitesse de cristallisation 
est pratiquement nulle. Lorsque la surfusion est importante, les 
germes apparaissent spontanément. La vitesse de formation des 
germes augmente d’abord avec l’abaissement de la température, 
atteint un maximum, puis tend vers zéro si la température s’abaisse 
encore. En général le maximum de la vitesse de formation spontanée 
des germes se trouve à plus basse température que celle qui cor- 
respond au maximum de la vitesse de cristallisation. 

Le sucre fondu et le miel sont des liquides surfondus. Quoique 
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leurs vitesses de cristallisation soient très petites, ils cristallisent 
lentement. Le miel et les confitures déposent des grains de sucre. 
Il existe de nombreux corps dits couramment solides qui ne pos- 
sèdent pas de structure interne cristalline. Il serait plus correct 
de les considérer comme des liquides surfondus. Tels sont l’asphalte, 
la cire grasse, le verre, différentes matières plastiques, etc. Les 
vrais corps solides sont les corps cristallins. La surfusion du verre 
est tellement importante qu'il ne s'y forme ni germes de cristalli- 
sation, ni cristaux à partir de germes préexistants. Mais même dans 
ce cas la cristallisation évolue très lentement, et au bout de plu- 
sieurs dizaines d'années le verre devient opaque (dévitrification du 
verre). 

Un exemple frappant illustrant le rôle que jouent les germes 
de cristallisation dans les transformations polymorphiques est 
l'effet dit « peste de l’étain ». On connaît deux variétés allotropiques 
de l’étain: l’étain blanc ou ordinaire et l’étain gris. À la pression 
atmosphérique ces variétés coexistent à l'équilibre à 48 °C. Au-des- 
sus de 18 °C c’est l’étain blanc qui est la variété stable et au-dessous 
de 18 °C, c'est l’étain gris. Si des objets en étain ont été soumis 
à une basse température, ils peuvent se désagréger à l’échauffement 
s'ils comportaient des germes de cristallisation. C’est ce que l’on 
appelle la « peste de l’étain ». Cet effet est rare car l’étain ne compor- 
te que rarement des germes de cristallisation préexistants et leur 
formation spontanée n'est effective qu’à très basse température. 
Les germes existants ne sont pas efficaces tant que la température 
est basse, car la vitesse de transformation y est petite. Lorsque la 
température s'élève, la vitesse de transformation s'accroît forte- 
ment et un objet en étain peut alors tomber en poussière. La vitesse 
de transformation de l’étain blanc en étain gris est maximale aux 
environs de 0 °C (en présence de germes) et diminue rapidement 
au-dessous de cette température. 

Parfois, après un hiver rigoureux, on observait des « épidémies » 
de la peste de l’étain. C’est ce que l’on observa à la fin du XIX® 
siècle à St-Pétersbourg. Dans un entrepôt d'intendance était entre- 
posé un grand lot de boutons d’uniforme, qui à l'époque étaient 
fabriqués en étain blanc. L'entrepôt n'était pas chauffé et les bou- 
tons « tombèrent malades ». Ils perdaient rapidement leur éclat 
puis tombaient en poussière. Les boutons « malades » contaminaient 
leurs voisins en étain blanc et ainsi la maladie se propageait très 
rapidement. En quelques jours de grandes quantités de boutons 
se transformèrent en un tas de poudre grise. 

La peste de l'étain fut à l’origine de la perte de l'expédition 
antarctique de Robert Scott (1868-1912). Les récipients contenant 
le carburant étaient en étain et se désagrégèrent, de sorte que l’ex- 
pédition fut privée de feu. Après avoir atteint le pôle Sud, l’expé- 
dition ne put revenir. 
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PROBLÈME 


Lorsqu'une particule ionisante traverse un liquide surchauffé, sa trajectoire 
‘est marquée par de très petites bulles de vapeur. Les bulles dont le rayon est 
supérieur à un « rayon critique » Rcr croissent rapidement et deviennent visibles, 
tandis que les bulles plus petites sont anéanties par les forces de tension super- 
ficielle. Calculer la valeur de Rcr pour le propane liquide (C:H3) qui dans la 
<hambre à bulles se trouve sous une pression P1 — 5 atm et à une température 
T — 328 K. A cette température la pression de vapeur saturée du propane est 
Py = 15 atm et la tension superficielle du propane est o — 4,46 dynes.cm-!. 
Réponse. Ror = = 9.40-7 cm. On démontre aisément que 
= 
dans ce cas l'influence de la courbure de la surface des bulles sur la pression de la 
vapeur saturée est négligeable. 


$ 120. Transformations de phase de seconde espèce 


1. Toute transformation de phase donne lieu à une variation 
par saut de certaines propriétés caractéristiques de la substance. 
Le potentiel thermodynamique massique (7, P) reste continu 
quelles que soient les transformations (cf. $ 112), mais ses dérivées 
peuvent présenter des discontinuités. Les transformations de phase 
qui donnent lieu à des variations par saut des dérivées premières de la 
Jonction œ@ (T, P) sont appelées transformations de phase de première 
espèce. Les transformations de phase pour lesquelles les dérivées pre- 
mières de la fonction q (T, P) sont continues et les dérivées secondes 
varient par saut sont appelées transformations de phase de seconde 
Æspèce. 

Examinons d’abord les transformations de phase de première 
espèce. Puisque 


(SH), e(H) (209 


ces transformations s’accompagnent d’une brusque variation de 
l'entropie massique s ou de celle du volume massique v ou même 
du saut simultané de ces deux grandeurs. La variation par saut 
de l’entropie massique témoigne que la transformation de phase 
s'accompagne d'un dégagement ou d'une absorption de chaleur 
(par exemple de la chaleur de fusion, de vaporisation ou de subli- 
mation). La quantité de chaleur q que l’on doit fournir à l'unité de 
masse de substance pour assurer sa transformation quasi statique 
de l'état 4 à l'état 2 est donnée par l'expression 


g = T(s3 — 8). (120.2) 
Toutes les transformations de phase que nous avons envisagées 
jusqu'ici (fusion, vaporisation, sublimation, cristallisation) s’ac- 


compagnaient d’un dégagement ou d’une absorption de chaleur; 
ce sont donc les transformations de phase de première espèce. 
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Considérons maintenant les transformations de phase de seconde 
espèce. Il résulte des formules (120.1) que lors de ces transformations 
les grandeurs s et v restent continues. Cela signifie que les trans- 
formations de phase de seconde espèce ne donnent lieu ni à un dégage- 
ment, ni à une absorption de chaleur, ni à une variation du volume 
massique de la substance. Ces transformations rendent discontinues 
la totalité ou certaines seulement des dérivées secondes du potentiel 
thermodynamique massique. Pour chacune des phases ces dérivées 
sont continues et peuvent être présentées sous les formes suivantes : 


02 ôs ) — __ CP 
ÔTE ( ôT P T 9 
Fd2@ _ d2p = ( ôv ] 
:0T 0P  6P6T ÔT JPA 


Les dérivées ne présentent des solutions de continuité que lors des 
transformations de phase. Ces formules montrent que les transfor- 
mations de phase de seconde espèce donnent lieu à la variation par saut 
de l’une ou de plusieurs grandeurs suivantes : 1) de la chaleur massique 


Cp, 2) du coefficient de dilatation thermique a = (+) » 3) du 
coefficient de compressibilité isotherme de la substance » — —+ (5). 

2. Comme exemples de transformation de phase de seconde espèce 
on peut citer les transitions du fer, du nickel, du cobalt ou d'un 
alliage magnétique de l'état ferromagnétique à l'état paramagnétique. 
Cette transformation a lieu lorsque le matériau atteint à l’échauf- 
fement une température déterminée portant le nom de température 
ou de point de Curie. On connaît des transformations de phase ana- 
logues lors desquelles ce sont les propriétés diélectriques des subs- 
tances qui changent à l’échauffement et au refroidissement, par 
exemple le selde Seignette et les différentes substances ferro-électriques. 
La température à laquelle se produisent les transformations de 
phase s’appelle aussi température de Curie. De nombreux matériaux 
susceptibles de passer à l'éfat supraconducteur subissent aussi une 
transformation de phase de seconde espèce. Cette transformation 
s'effectue à des températures proches du zéro absolu et donne lieu 
à un saut de la conductibilité électrique qui tombe à zéro. C’est. 
le phénomène de supraconductibilité. Tous ces phénomènes seront. 
décrits dans le tome 3. 

Un exemple remarquable de transformation de phase de seconde 
espèce est la transformation de l’hélium liquide ordinaire (hélium D) 
en une autre variété liquide appelée hélium II. La figure 139 repré- 
sente le diagramme d’état de l'hélium: L’hélium peut exister à l’état 


4 120] TRANSFORMATIONS DE PHASE DE SECONDE ESPÈCE 495- 


gazeux, à l’état solide et en deux variétés de l’état liquide I et II. 
Le diagramme d'état de l’hélium présente la particularité ‘qu’il 
n’y a pas de courbe de sublimation. Si on refroidit l’hélium I liquide, 
il subit à une température bien déterminée (appeléeYpoint À), qui 
dépend de la pression ex- 
térieure, une transforma- ?. : 
tion de phase de seconde ‘7 : 
espèce qui le fait passer à 62 
l’état d'hélium II liquide. Solide 
Cette variété liquide reste go: 
à l’état liquide jusqu'au ‘ 
zéro absolu. Seul l’hélium 
jouit de cette propriété, 49 
toutes les autres substan- 
ces ne peuvent exister au __-- 
zéro absolu qu'à l’état 20 
solide. Liquide 

Indiquons les valeurs | | 
des paramètres des prin- 1 2 3 4 ETK 
cipaux points caractéristi- 
ques du diagramme d'état Fig. 139 
de l'hélium (fig. 139): 

Prx—1718 mmHg, Tx=5,20K, T,:—1,778K, 
Pa = 29,96 atm, Ti=2,186K, P;-—38,3 mm Hg. 


L'hélium II liquide présente la remarquable propriété de supra- 
fluidité. Ce phénomène qui fut découvert par P. L. Kapitsa, consiste. 
en ce que l’hélium II liquide à une viscosité nulle. Le phénomène. 
de suprafluidité est intimement lié au phénomène de supraconducti- 
bilité. Ce dernier peut être défini comme la suprafluidité du gaz 
électronique dans les métaux. L'explication de ces deux phénomènes. 
se fonde sur les conceptions quantiques. 

3. Pour les transformations de phase de seconde espèce l'équation 
de Clapeyron-Clausius’ (113.2) perd toute signification. Pour ces. 
transformations le numérateur et le dénominateur du second membre 
de l'équation (113.2) s’annulent et il prend la forme indéterminée 0/0. 
Dans le cas de transformations de phase de seconde espèce on doit 
remplacer l’équation de Clapeyron-Clausius par les relations d'Ehren- 
fest (1880-1933) que nous allons démontrer maintenant. 

Les relations d’Ehrenfest résultent de la continuité de l’entropie- 
massique s et du volume massique v lors des transformations de 
phase de seconde espèce. En considérant l'entropie massique s d'une: 
certaine phase comme une fonction de la température et de la pres- 
sion, on peut écrire pour sa différentielle 


me (5), 47+ (77), dP, 
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æt en utilisant les relations 


Les (+ = (5), NE) 
on obtient É 
= aT— (7), 42. (120.4) 


Ecrivons cette relation pour chacune des phases en présence : 
42 q7—(#%%5:) 
ds=-7 àT (4 Jp 2P 


ds,= “32 àT — | =), dP. 


Prenons sur la courbe d’équilibre les points de coordonnées (T, P) 
et (T + dT, P + dP). La quantité dP/AT définit la pente de cette 
courbe. D'autre part, du fait de la continuité de l’entropie massique 
lors des transformations de phase de seconde espèce, ds, = ds,. 
‘11 s'ensuit que 


Car) p-=|($), — (5 ed Jar, 


dP 
p dT ? 


ou 


Acp=TA (+) (120.5) 


où Achbet A (% 5) P représentent les sauts des grandeurs c et ( 2 )e 


lors des ans onneilone de phase. La relation (120.5) est la première 
relation d’Ehrenfest. 

La deuxième relation d’'Ehrenfest se déduit de manière analogue. 
On considère l'entropie massique s comme une fonction de la tem- 
pérature et du volume massique. Cette relation s'écrit 


Acy=—TA (HE) (120.6) 
On déduit la troisième relation d’Ehrenfest de la condition de 


continuité de l’entropie massique considérée comme une fonction 
de v et de P. On trouve ainsi 


ôv dv : 
a(),=a(), 2. 
Enfin la quatrième relation d’Ehrenfest se déduit de la condi- 


tion de continuité du volume massique v considéré comme une 
fonction de T et de P. Cette relation s'écrit 


A(Sr)= —A (Sr) (120.8) 
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Il est évident que les dérivées dv/aT, dv/dP, dP/aT figurant dans 
les formules (120.6), (120.7) et (120.8) se rapportent aux courbes 
d'équilibre correspondantes. 

On doit cependant remarquer que la classification des trans- 
formations de phase proposée par Ehrenfest et la théorie thermody- 
namique qui en résulte ne sont valables que dans un domaine limité, 
Cette classification se fonde sur l’idée que les. dérivées secondes 
du potentiel thermodynamique restent finies aux points de trans- 
formation de phase. Or la théorie et l'expérience montrent que ce 
n’est pas toujours vrai. Ainsi, lors de la transition d’une substance 
de l’état ferromagnétique à l'état paramagnétique ou de la transi- 
tion inverse, ou lors dr la transformation hélium I => hélium II, 
la chaleur massique c- semble tendre vers l'infini suivant une loi 
logarithmique lorsque la température tend vers la température de 
transition. Or, comme le montre la formule (120.3), cela implique 
que les dérivées (5) et ()» tendent elles aussi vers l'infini. 
La théorie d'Ehrenfest semble s'appliquer aux phénomènes de 
supraconductibilité. 


$ 121. Stabilité des liquides 
et des gaz par rapport à la convection 


1. Lorsqu'un liquide (ou un gaz) se trouvant dans le champ de pesanteur 
est chauffé de façon non uniforme, son état d'équilibre mécanique dépend de la. 
répartition des températures. En règle générale Les différentes parties du fluide 
portées à différentes températures chercheront à se mélanger, c'est-à-dire qu'il 
s’y produira une convection. Supposons, pour simplifier, que la température du 
fluide ne varie qu'avec la hauteur et que le champ de pesanteur est uniforme. 
Déterminons les conditions dans lesquelles il n'y aura pas de convection. Négli- 
geons les processus de conductibilité thermique dans le fluide afin de pouvoir 
considérer tout déplacement d’un de ses éléments d'une position dans une autre 
comme une transformation adiabatique lors de laquelle l'entropie reste cons- 
tante. | 

2. A l’état d'équilibre mécanique, la température 7, le volume massique v 
et la pression P du fluide ne dépendent que de l'altitude z au-dessus de la surface 
terrestre. Notons dv, dT, dP les accroissements infiniment petits de v, 7, P 
d’un fluide au repos lorsque l'altitude varie de dz. En vertu de l’équation d'état, 
ces grandeurs sont liées par la relation 


do= (5) ar+(-) ap. (121.4) 


Supposons maintenant que sous l’action d’une perturbation infiniment petite 
l'élément de fluide se soit déplacé en haut de 4z. Comme ce déplacement s'effec- 
tue de façon adiabatique, la variation du volume massique du fluide résultant 
de ce déplacement est donnée par 


ôv ôv 
du (57), dTaa+ ( 7 Jr dP. (421.2) 
Ici dTaa et dP désignent les accroissements de température et de pression à 
l'intérieur de l'élément de fluide considéré après son ascension adiabatique de az. 


J3-61734 
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(Nous avons omis l'indice « ad » auprès de 4P puisque l'accroissement de pres- 
sion dans l'élément de fluide est le même que dans :le fluide environnant.) Si 
dz > 0, ce qui signifie que l'élément de fluide s’est effectivement déplacé vers 
le haut, et si draa => dv, cet élément est relativement plus léger que le fluide 
environnant. Il tendra donc à monter encore plus haut et le fluide se trouvera 
dans un état d'équilibre instable. Dans le cas contraire où dvaa << dv, la pression 
du fluide environnant fera reprendre à l'élément de fluide sa position initiale, 
ce qui signifie que l'équilibre est alors stable. En utilisant (121.1) et (121.2) et 
en divisant l'inégalité par la quantité positive dz on écrira la condition de sta- 
bilité d'équilibre sous la forme suivante: 


ôv aT ôv aT 
(+). dz el ôT ) dz * (424.5) 
Nous pouvons maintenant rejeter la condition dz > 0 puisque l'inégalité (121.3) 
ne contient que les dérivées (dT/dz)aa et dT/dz qui ne dépendent pas du signe 


de dz. Pour la majorité des corps le coefficient de dilatation thermique est 
positif, ce qui permet de remplacer la condition (121.3) par une expression plus 


simple 
dT aT 
> Ju ide, 


Si le coefficient de dilatation thermique d'un corps est négatif, on devra inverser 
le signe de l'inégalité. Dans ce qui suit on suppose que le coefficient de dilatation 
thermique est positif. 

3. Nous voyons ainsi que plus le gradient de température d7/dz est grand, 
moins Ja convection est à craindre et plus l'équilibre mécanique du fluide est 
stable. La limite inférieure de 4T/dz pour laquelle il n'y a pas encore de convection 
est le « gradient de température adiabatique » (4T/dz)a4. On le calcule en remar- 
quant que l’entropie massique s est constante dans toute transformation adiaba- 
tique. En considérant s comme une fonction de 7 et de P nous écrivons 


ds ôs at. ôs dP 
Cher ie 5 Ja id 
En utilisant les relations thermodynamiques (120.3) et l'équation de l'hydrosta- 
tique dP/dz — —pg — —g/v, nous obtenons. 


(e=- E Cr UE?) 


4. Si on assimile l'air à un gaz parfait, son volume v est proportionnel à la 


température T (pour P = const), et donc (5) = T ce qui donne 
P 


aT ”_. g 
he Li 


En considérant l'air comme un gaz biatomique, on a d'après la théorie classique 
des capacités calorifiques cL = PÈTÉ où p est le poids moléculaire moyen de 
l'air (u Æ 28,8). Avec les valeurs numériques appropriées ôn a 


(S) = M __ 97.40 K/em & — 10? K/m. 

dz ad 

Si la température de l'air augmente avec l'altitude, l'atmosphère est stable du 
point de vue mécanique. L'équilibre mécanique de l'atmosphère peut aussi être 
stable si la température de l’air diminue lorsque l'altitude augmente, à con- 
dition que cet abaissement de température ne soit pas supérieur à environ un 
degré par cent mètres de gain d'altitude. 
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5. Dans ce qui précède nous n'avons pas tenu compte de la vapeur d’eau 
toujours présente dans l'atmosphère. Le cas le plus important est celui où la 
température de l’air est beaucoup plus petite que la température d’ébullition 
de l’eau. La teneur de l’air en vapeur d'eau est alors relativement faible et son 
influence sur la valeur du gradient de température adiabatique aurait été minime 
si lors des transformations adiabatiques elle ne se condensait pas en eau. En 
réalité, lorsque l'air s'élève en altitude dans des conditions adiabatiques, il se 
refroidit et devient d’abord saturé puis sursaturé en vapeur d’eau. La vapeur 
d’eau se condense alors sur les ions, les grains de poussière et sur d’autres centres 
de condensation. La condensation de la vapeur d’eau dégage la chaleur de vapo- 
risation et cette circonstance modifie profondément le problème. 

Considérons une masse d’air saturée de vapeur d'eau. Notons m, la masse 
de l’air, my la masse de la vapeur et m1 la masse de l'eau liquide. Lors d’une 
ascension adiabatique l’entropie du système considéré reste constante: 


MaSa + Mysv + Mis] = Const, (121.6) 


où Sa, sv et s1 sont respectivement les entropies massiques de l'air, de la vapeur 
d’eau et de l’eau liquide. La quantité totale d’eau reste constante my + m1 = 
— const, de sorte que dm] = —dmy. Si toute l’eau existe à l’état de vapeur 
saturée, nous pouvons poser m) = 0, mais dm doit être différent de zéro car lors 
de l'ascension de l’air humide, la vapeur d’eau se condense en gouttes de liquide. 
Compte tenu de cette remarque, on tire de (121.6) 


Ma dSa + My dSy + (Sy > s]) dmy = 0. 


Exprimons la différence des entropies massiques en fonction de la chaleur massi- 
que de vaporisation q = T'(sy — sy). La masse de vapeur my du système ne 
de dT. En assimilant 
l'air à un gaz parfait, la différentielle de son entropie massique ds: est donnée 
por la même expression que pour l'air sec: 


dépend que de la température T, de sorte que dmy — 


dsa— re dT— dPa 


On écrira une expression analogue pour la vapeur d’eau, mais en remarquant que 
la pression de la vapeur saturée ne dépend que de la température, on a 


D LE AAA 28 
a =[ T dr Jar. 


Appliquons à l’air l'équation de l’hydrostatique: dP, — —pag dr — —È dz. 
En définitive on obtient 2 


+ 2. dPy ni g dmy ) aT _ 
à (cer or ms dr | > ron 
Dans cette relation on peut remplacer m4 et m, par les densités de l'air pA et de 
la vapeur pv. Selon l’équation de Clapeyron p = aP/RT d'où 


, m 
Pa T y 


Ne cover 
Ma  MaPa ” 
he nt en 2 
my dT . y dT Py dT'\T Py daT T° 
Après substitution correspondante on trouve 


br { y, 2Pv 9 +) À 2, = 
[era + UaPa V'PY UV QT T TP, ar dr — 8° 66€ 
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Appliquons maïntenant la forme simplifiée de l'équation de Clapeyron-Clausius 


dPy __ «aq 
dT 7 Tvy 
On obtient 
aT PRE 1 
( dz Ja= Cpa 1+ LvPlv [ _ 29 (sy) . (121.7) 
UaPacpa FET R\T 


Dans la formule définitive (121.7) nous avons introduit l'indice « ad » auprès 
du gradient .de température, qui avait été omis dans les calculs intermédiaires. 
Les chaleurs massiques de l'air et de la vapeur d’eau sont calculées d’après la 
théorie classique en considérant l'air comme un gaz biatomique et la vapeur 
d'eau comme un gaz triatomique. Alors 


7 
Pa Que * CP 


Le facteur —g/cpA représente le gradient de température adiabatique pour l'air 
sec que nous noterons (3) F La formule (121.7) s'écrira alors 


ds ad, 8 
{ar aàT 
( dz Va=* ( dz je sec? G258 
où le coefficient f est défini par l'expression 
4 _,, 8 Pv [4 QUv ghv 1H 


Ces formules s'appliquent aussi au cas où la vapeur d’eau ne se condense pas 
mais se transforme en glace au refroidissement ; q représente alors la chaleur de 
sublimation qui est égale à la somme des chaleurs de fusion et de vaporisation. 


Tableau 12 
P, + P,=760 mm Hg | Pt P,=760 mm Hg | P, + P,= 380 mm Hg 
Température f Température f Température f 
—30 °C 0,94 | 10 0,47 —30 °C 0,88 
—25 0,91 | 45 0,40 —25 0,83 
—20 0,86 20 0,33 —20 0,76 
—15 0,81 25 0,28 —15 0,68 
—410 0,74 | 30 0,23 —10 0,57 
—5 0,65 40 0,16 —5 0,47 
0 0,62 \ 50 0,10 0 0,44 
5 0,54 


| | 


6. On indique dans le tableau 12 les valeurs numériques calculées du coeffi- 
cient f à différentes températures pour deux valeurs de la pression totale: 
Pa + Py = 760 mm Hg et Py + Py — 380 mm Hg (altitude au-dessus du 
niveau de la mer <5,5 km, si on pose qu'à t — 0 °C l'atmosphère de la Terre 
est isotherme). Ce tableau montre le rôle primordial de l'humidité de l'air 
lorsque les transformations adiabatiques de l’atmosphère s'accompagnent de la 
condensation ou de la congélation de la vapeur d’eau. 
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T1 ressort de ce tableau que dans le cas d’une courbe adiabatique « humide » 
le refroidissement adiabatique de l'air varie avec l'altitude de 2 à 3 fois plus 
lentement que dans le cas de l’air sec. C'est ce qui détermine l'apparition des 
vents secs et chauds venant des montagnes (le fæhn). En U.R.S.S. les fœhns 
sont fréquents au Caucase et en Asie Centrale. Considérons le cas où une masse 
d'air saturée de vapeur d’eau passe au-dessus d’une chaîne de montagnes. Lors 
de son ascension l'air se refroidit suivant une courbe adiabatique hide », 
donc assez lentement car à mesure de l’ascension le taux de condensation augmen- 
te et la chaleur dégagée ralentit le refroidissement. Certaines gouttes d’eau 
deviennent suffisamment grandes pour tomber sur la surface terrestre sous forme 
de pluie. De ce fait la masse d'air qui a dépassé la chaîne de montagnes se trouve 
à tel point appauvrie en humidité qu’en descendant dans la vallée elle s'échauffe 
adiabatiquement suivant une courbe « humide », donc lentement car une partie 
importante de la chaleur est consommée pour vaporiser les nuages subsistants. 
Dès que ces nuages sont vaporisés, l’échauffement ultérieur se poursuit suivant 
une courbe adiabatique « sèche », donc rapidement. L'air appauvri en humidité 
atteint la vallée notablement échauffé. Ainsi les hautes chaînes de montagnes 
sont des lignes de démarcation des conditions météorologiques. Les régions des 
courants ascendants d’air humide sont des zones pluvieuses et celles se trouvant 
sur l'autre versant où l'air est appauvri en humidité et déjà échauffé par com- 
pression adiabatique sont des régions peu pluvieuses, Comme exemple on peut 
citer la côte occidentale de l’ Amérique du Sud où prédominent les vents soufilant 
de l’ouest, qui sont humides du fait de l’océan Pacifique. L'étroite bande de terre 
située à l'ouest de la Cordillière est très pluvieuse, tandis que les régions se 
trouvant de l’autre côté de cette chaîne sont désertiques. 


CHAPITRE XI 


LES SOLUTIONS 


$ 122. Notions générales 


1. On appelle solutions des mélanges physiquement homogènes de 
deux ou de plusieurs substances. L'homogénéité physique est réalisée 
par un brassage uniforme des molécules. De ce point de vue les 
solutions se distinguent des mélanges mécaniques où le brassage 
concerne non pas les molécules, mais les particules macroscopiques 
des substances. On appelle solvant la substance dont la teneur dans 
la solution est la plus grande, les autres substances étant alors les 
substances dissoutes ou solutés. Les solutions sont dites diluées 
(ou faibles) si le nombre de molécules des corps dissous est petit 
par rapport au nombre de molécules du solvant. Les solutions qui 
contiennent un nombre important de molécules du soluté sont dites 
concentrées et celles qui en contiennent encore plus sont dites très 
concentrées. 

2. Les solutions se distinguent des composés chimiques en ce 
que, pour former les composés chimiques, les substances réagissantes 
doivent être prises en proportions définies, tandis que les quantités 
relatives des substances formant les solutions peuvent varier dans 
de larges limites. Les solutions ne sont cependant pas des mélanges 
mécaniques de molécules différentes. Du fait des interactions entre 
les molécules les solutions ressemblent aux composés chimiques 
par certaines de leurs propriétés. Ainsi lorsqu'on mélange de l'alcool 
et de l’eau, on observe une diminution de volume. En règle générale 
la dissolution mutuelle des substances s'accompagne d'un dégage- 
ment ou d’une absorption de chaleur. L'effet thermique est dit 
positif si la dissolution donne lieu à un dégagement de chaleur, 
et négatif dans le cas d’une absorption de chaleur. La grandeur de 
l'effet thermique dépend non seulement de la quantité de soluté, 
mais aussi de celle du solvant. On entend généralement par chaleur 
de dissolution la quantité de chaleur dégagée ou absorbée lors de la 
dissolution d’une mole de substance dans une quantité de solvant telle- 
ment grande qu'une addition ultérieure de solvant ne donne plus lieu 
à un dégagement ou à une absorption de chaleur. Les données numéri- 
ques suivantes permettent de se faire une idée de la grandeur de 
l'effet thermique accompagnant la dissolution de certaines sub- 
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stances dans de l'eau à 18 °C et sous pression atmosphérique : 
chlorure d’ammonium (NH,Ci, sol.) —16,5 kJ-mole”t 
nitrate d'ammonium (NH,NO3, sol.) —26,5 kJ -mole-t 
hydroxyde de potassium (KOH, sol.) +54,2 kJ -mole”1 
acide sulfurique (H,S0,, liq.) +74,5 kJ-mole-1 


Ces valéurs ne diffèrent que d’un ordre de grandeur environ des 
chaleurs des réactions chimiques (cf. $ 17). 

Lorsqu'on mélange du sel avec de la neige ou de la glace pilée, 
il se forme une solution, ce qui s'accompagne d’un-refroidissement 
important de celle-ci. En utilisant le chlorure de sodium NaCl 
on arrive à abaisser la température jusqu’à —21 °C et avec le 
CaCl, -6H,0 jusqu'à —55 °C. Cet effet est mis à profit en technique 
frigorifique (cf. $ 105). 

Dans les solutions diluées les interactions entre les molécules 
des substances dissoutes ne se manifestent pratiquement pas. En 
théorie on néglige ces interactions au même titre qu’en théorie des 
gaz parfaits. Seules les interactions entre les molécules du solvant 
et des solutés importent alors. 

Dans le cas des électrolytes les molécules des substances dissoutes 
sont complètement ou partiellement dissociées en ions. C'est à cela 
qu'est due la conductibilité électrique des électrolytes, ainsi que 
le phénomène d'’électrolyse. Dans nombre de solutions liquides 
on observe l'existence de solvates. Ce sont des composés plus ou 
moins stables de composition. variable que forment les molécules. 
ou les ions des corps dissous avec les molécules du solvant. Dans 
les solutions aqueuses, les solvates s'appellent hydrates. Les solvates 
et les hydrates se décomposent (se dissocient) et se reforment sans 
cesse. 

3. Les substances formant une solution sont appelées composants 
de la solution. On caractérise les teneurs relatives des composants 
d'unc solution par leurs concentrations. On distingue les concentra- 
tiuns pondérales, molaires et volumiques. La concentration pondérale 
est le rapport du poids d’un composant considéré au poids total de la. 
solution. On l’exprime généralement en pour cent. Dans les études 
théoriques on donne la préférence aux concentrations molaires. 
C'est le rapport du nombre de moles du composant considéré au nombre 
total de moles de la solution. La concentration volumique d'un composant 


est sa quantité (en grammes ou en moles) par unité de volume de la 
solution. 


$ 123. Solubilité des corps : 


1. La quantité de substance pouvant être dissoute dans une autre 
substance est loin d’être toujours illimitée. Une solution contenant 
la quantité maximale de substance soluble est dite saturée. Si on ajoute 
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à une solution saturée une nouvelle portion de substance soluble, 
la concentration de la solution n’augmentera pas. Il s’établit alors 
un équilibre thermodynamique ou statistique entre le soluté et la 
solution : le nombre de molécules passant du soluté en solution est 
en moyenne égal au nombre de molécules allant en sens inverse. 
L'expérience suivante permet de confirmer le caractère statistique 
de cet équilibre. Si on introduit un gros bloc de forme irrégulière 
d'un cristal de chlorure de sodium dans un vase contenant une 
solution saturée de ce sel et si on laisse ce système en repos dans le 
vase hermétiquement-clos à température constante, on observe qu’au 
bout d’un certain temps la forme du bloc cristallin se trouve modi- 
fiée (cette nouvelle forme tend à se rapprocher de la forme cubique 
caractéristique des cristaux de NaCÏ) sans que sa masse ait changée. 

Une solution est dite non saturée si la concentration du soluté 
y est plus petite que dans une solution saturée. Si cette concentra- 
tion est plus grande que dans la solution saturée, on dira qu'il 
s’agit. d’une solution sursaturée. Les solutions sursaturées sont 
métastables. En présence de germes du corps dissous, l'excédent de 
ce dernier précipite et la solution devient saturée. 

La concentration d’une solution saturée sert de mesure à l'apti- 
tude de la substance considérée à se dissoudre dans un solvant 
donné. C'est la solubilité de la substance soluble. 

2. La solubilité dépend de la température. L'allure de cette 
dépendance est déterminée par le signe de l'effet thermique de la 
dissolution. Soit un système en équilibre constitué par une solution 
saturée et la substance mise en solution. Si on échauffe ce système, 
l'équilibre sera rompu. Selon le principe de Le Chatelier-Braun, 
pour que l'équilibre se rétablisse il faut que se mettent à évoluer 
des transformations assurant une diminution de l'effet d'échauffe- 
ment. Il s'ensuit que si l'effet thermique accompagnant la dissolu- 
tion est positif, une partie du corps dissous doit précipiter. Si l'effet 
thermique est négatif, une certaine quantité de corps doit passer 
en solution. Ainsi la solubilité des substances à effet thermique positif 
doit diminuer lorsque la température croit et celle des substances dont 
l'effet thermique est négatif doit croître avec la température. 

Lorsqu'un gaz se dissout dans un corps liquide ou solide, les 
molécules passent du gaz, où elles interagissent faiblement entre 
elles, dans Ja solution où elles sont soumises à d'intenses forces 
d'attraction émanant de la part des molécules du solvant. Par 
conséquent l'effet thermique de dissolution des gaz est généralement 
positif. Cela signifie que la solubilité des gaz (à pression constante) 
doit diminuer lorsque la température croît. 

3. Considérons un gaz en équilibre avec sa solution. Si on aug- 
mente la pression du gaz au-dessus de sa solution, l'équilibre s’en 
trouvera rompu. En vertu du principe de Le Chatelier-Braun, pour 
que l'équilibre se rétablisse il faut que commencent des transfor- 
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mations assurant une diminution de pression. Cela implique qu’une 
partie du gaz doit passer en solution. La solubilité des gaz doit aug- 
menter avec la pression (à température constante) et diminuer lorsque 
la pression décroît. 

À l'état d'équilibre statistique la vitesse de passage des molé- 
cules de gaz en solution doit être égale à la vitesse du processus 
inverse. La vitesse du premièr processus est proportionnelle au 
nombre de chocs des molécules de gaz contre la surface de la solu- 
tion, elle est donc proportionnelle (à température constante) à la 
pression de gaz régnant au-dessus de la solution. Pour les solutions 
faibles la vitesse de passage des molécules du gaz dissous dans la 
phase gazeuse est proportionnelle à sa concentration dans la solution 
(proportionnelle à sa solubilité). Pour les solutions fortes ce résultat 
peut être inexact du fait des interactions entre les molécules de gaz 
se trouvant en solution. Si la solution est en contact avec un mélange 
de plusieurs gaz, ces considérations s'appliquent individuellement 
à chacun des gaz du mélange. Aïnsi, à température constante, la 
solubilité d'un gaz est proportionnelle à sa pression partielle en phase 
gazeuse. Cette loi fut établie expérimentalement en 1803 par le 
chimiste anglais William Henry (1775-1836). La loi de Henry n’est 
applicable qu'aux solutions diluées dans le cas où il n’y a pas d’in- 
teraction chimique entre les molécules du gaz ou entre celles-ci 
et les molécules du solvant. Elle s'applique, par exemple, à l’oxy- 
gène et à l’azote qui sont peu solubles dans l’eau, mais cesse d’être 
valable dans le cas du gaz carbonique et de l'’ammoniac, qui sont 
très solubles dans l’eau. 

4. On peut mettre en œuvre des considérations analogues pour 
étudier la loi de répartition d’un corps dissous entre deux solvants 
mutuellement immiscibles, l’eau et le kérosène par exemple. Soit 
une solution aqueuse d’une substance que l'on mélange avec du 
kérosène. Une partie de la substance dissoute passera alors en solu- 
tion dans le kérosène. A l'équilibre le nombre de molécules de soluté 
passant de l’eau dans le kérosène sera égal au nombre de molécules 
de soluté passant en sens inverse. Il en résulte que dans le cas de 
solutions faibles le rapport des concentrations d'équilibre d'un corps 
dissous dans deux solvants mutuellement immiscibles ne dépend pas 
de la concentration, n'étant fonction que de la température et de la 
pression. Cette proposition est appelée loi de répartition du soluté. 

5. Dans les conditions normales les gaz sont miscibles en toutes 
proportions. Cela signifie que tout gaz a une solubilité illimitée 
dans tout autre gaz et qu'il n'existe donc pas de.solutions gazeuses 
saturées. Ce n'est qu'aux très hautes pressions, lorsque les densités 
des gaz deviennent comparables à celles des liquides correspondants, 
que l’on observe parfois des écarts à la loi ci-dessus: les mélanges 
de gaz se séparent alors en deux phases de compositions différentese 
Ce comportement particulier fut observé pour la première fois ave. 
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le mélange de N, et de NH, porté à 140 °C et soumis à une pression 
égale à 5000 atmosphères. 

6. La solubilité des corps solides dans les substances liquides 
est toujours limitée. En ce qui concerne la solubilité mutuelle des 
liquides deux cas sont à envisager : il existe, d'une part, des liquides 
miscibles en toutes proportions (par exemple eau et alcool) et d'autre 
part, des liquides à miscibilité limitée plus ou moins importante. 
Ainsi l'eau et le benzène, de même que l’eau et le sulfure de carbone 
sont pratiquement mutuellement insolubles, tandis que l’éther et 
l'eau sont. solubles l'un dans l’autre dans des proportions notables 
(à 20 °C une solution d’éther dans l’eau peut contenir jusqu’à 6,5 % 
d'éther en poids et la solution d’eau dans l'éther jusqu'à 1,2 % 
d’eau). 

Il est commode de caractériser l’état d’un mélange de deux ou 
de plusieurs substances à l’aide de diagrammes d'état dont les axes 
de coordonnées portent les valeurs des paramètres définissant l’état 
du système. Comme en général la pression est donnée (pression 
atmosphérique) on prend comme paramètres la température et les 
concentrations des constituants du mélange. Pour un mélange 
binaire le nombre de paramètres indépendants est égal à deux (puis- 
que les concentrations des constituants ne sont pas indépendantes 
mais sont liées entre elles par la condition de normalisation). Aussi 
le diagramme d'état est-il bidimensionnel. A titre d'exemple on 
a représenté sur la figure 140 le diagramme du mélange eau-phénol. 
La ligne MAK correspond à la solution saturée d'eau dans le phénol 
et la ligne NBX à la solution saturée de phénol dans l'eau. Les 
points se trouvant à gauche de la courbe MAK représentent des 
solutions non saturées de l’eau dans le phénol et ceux se trouvant 
à droite de la courbe NBK représentent des solutions non saturées 
de phénol dans l’eau. La région se trouvant sous la courbe MXN 
est le domaine où coexistent deux phases — la solution saturée 
d’eau dans le phénol et la solution non saturée de phénol dans l’eau. 
La première de ces phases étant plus lourde descend au fond du vase 
et la seconde, plus légère, surnage. A 66 °C les deux courbes MAK 
et NBK se rejoignent au point X. Au-dessus de ce point le phénol 
et l’eau sont miscibles en toutes proportions. La température du 
point X est dite température critique de miscibilité. 

En tout point C du domaine binaire (fig. 440) le rapport entre 
les masses des solutions saturées myne du phénol dans l’eau et eph 
de l’eau dans le phénol est donné par la « règle du levier ». Selon 
cette règle le point C divise le segment de droite horizontale AB'en 
deux parties dont les longueurs sont inversement proportionnelles 
aux masses des solutions saturées correspondantes, i.e. 


Mphe .' 4AC 
Meph CB * 
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Posons que mphe €t Mepn représentent les masses relatives des solu- 
tions correspondantes au point €. On a alors Mphe + Meph — 1. 
La teneur relative en phénol de la solution saturée de phénol dans 
l'eau correspond au point B; elle est ; 
numériquement égale à la longueur du 4 Phenol 0 
segment HB. La teneur en phénol de la He £ 

solution saturée d’eau dans le phénol 
est donnée par la longueur du segment 
HA. Ainsi la quantité relative de phé- 
nol au point C est égale à 


Mphe .HB + (4 = Mphe) HA. 


D'autre part cette même quantité est F H 
donnée par la longueur du segment HC. 
En égalant les deux expressions on 
obtient 
” HA—HC _ AC 

phe HA—HB AB’ à 

d'où RC 
AB AC _ BC Fig. 140 


Men Î— Mit 7 48: 


En divisant membre à membre on trouve le résultat voulu. 

Il existe des liquides pour lesquels la région de miscibilité illi- 
mitée se trouve au-dessous d’une certaine température (température 
de miscibilité critique inférieure). Un exemple en est donné par les 
mélanges triéthylamine [N (C,H,),] et eau (fig. 141). 

Le cas le plus général de miscibilité mutuelle de deux liquides 
à été étudié avec le mélange nicotine-eau. Il existe pour ce système 
deux températures de miscibilité critiques: le point X, de plus 
basse température et le point K, de plus haute température (fig. 142). 
Au-dessous de 61 °C et au-dessus de 208 °C les deux liquides sont 
miscibles en toutes proportions, tandis qu'aux températures inter- 
médiaires le mélange se scinde en deux phases — la phase aqueuse 
riche en eau et la phase de nicotine à plus forte teneur en ce compo- 
sant. 

Notons que pour la majorité des systèmes on n'atteint pratique- 
ment jamais les températures de miscibilité critiques, de sorte que 
dans toutes les conditions expérimentales la miscibilité est soit 
limitée, soit illimitée. Généralement on n’atteint pas la température 
critique inférieure du fait de la solidification de l’un des consti- 
tuants du mélange et la température critique supérieure est inacces- 
sible par suite de l’ébullition. ie 

7. Il est rare que les corps solides se dissolvent dans d'autres 
corps solides. La majorité des corps solides sont mutuellement im- 
miscibles, mais il existe des exceptions à cette règle générale. Il 
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existe des corps solides capables de former des solutions dans d’autres 
corps solides. Ces solutions sont appelées solutions solides. Le plus 
souvent on a affaire à des solutions solides d'éléments chimiques. 
Certains éléments sont mutuellement miscibles en toutes propor- 
tions, par exemple or et argent, cuivre et argent. On connaît deux 
types de solutions solides: les solutions d'insertion et les solutions 
de substitution. 


Triéthylamine Wicotine 
100 < (n] se A 0 
T 


208°C 


18,5°C 
GT 
0 > 100% VU % 
Eau Eau 
Fig. 141 Fig. 142 


Dans les solutions d'insertion les atomes du soluté viennent se 
placer en positions interstitielles et déplacent légèrement les atomes 
de leurs positions aux nœuds du réseau du solvant. Il est évident 
que ce cas ne se réalise que si les atomes du soluté sont plus petits 
que les atomes du solvant. C’est le cas de la plupart des solutions 
de carbone, par exemple la solution de carbone dans le fer dénommée 
austénite. | 

Les solutions de substitution sont beaucoup plus fréquentes. 
Ici les atomes du soluté déplacent de leurs positions un certain nombre 
d’atomes du solvant et occupent les nœuds libérés du réseau. Ainsi 
une partie des nœuds du réseau cristallin sont occupés par les atomes 
du solvant et une autre partie par les atomes du soluté. La majorité 
des alliages solides des métaux, par exemple les alliages or-argent, 
sont des solutions solides de substitution. Les solutions des composés 
chimiques sont toujours des solutions de substitution car les”molé- 
cules des composés chimiques sont trop grandes pour se placer en 
positions interstitielles dans un réseau cristallin. 
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PROBLÈME 


Montrer qu’à une seule et même température une vapeur saturée doit avoir 
même composition et même pression au-dessus d'une solution saturée d’un 
us a un liquide 2 et au-dessus d’une solution saturée du liquide 2 dans 

e liquide 1. 

Th dication. Considérer un vase communiquant dont une des branches 
contient une solution et la deuxième branche contient l'autre solution. Négliger 
la différence des tensions de vapeur saturée au niveau des liquides, déterminée 
par la force de pesanteur. 


$ 124. Osmose et pression osmotique 


1. Considérons deux solutions qui sont séparées l’une de l'autre 
par une paroi poreuse se laissant traverser par les molécules du 
solvant et de la substance dissoute. Si les concentrations de cette 
dernière sont différentes de part et d'autre de la paroi poreuse, on 
assistera à un passage des molécules de l'une des solutions dans 
l’autre. A l'échelle macroscopique ce transfert de molécules se pour- 
suivra jusqu’à ce que les concentrations des deux solutions devien- 
nent égales. | 

Il existe des parois poreuses qui sont perméables aux molécules 
du solvant mais imperméables aux molécules de la substance dis- 
soute; on les appelle parois semi-perméables. Sont semi-perméables 
les tissus d’origine végétale ou animale. Pour les expériences physi- 
ques on utilise de préférence les paroïs semi-perméables artificielles 
telles que les membranes semi-perméables en ferrocyanure du cuivre 
[Cu,Fe(CN}l que l’on prépare en faisant réagir les solutions de 
sulfate cuivrique et de ferrocyanure de potassium : 


2CuS0O, + K,;Fe(CN}s = Cu.Fe(CN}s + 2K,50;. 


Ces parois sont perméables aux molécules d’eau mais ne le sont 
pas pour de nombreuses substances dissoutes, le sucre par exemple. 
Les membranes ainsi obtenues sont cependant très fragiles, aussi 
dépose-t-on généralement le ferrocyanure de cuivre sur les parois 
de pots en argile ou en porcelaine à pores fins. Pour y arriver on 
remplit le pot d’une solution de K,Fe(CN), et on immerge ensuite 
le pot dans une solution de CuSO,. C’est Le procédé employé par 
Pfeffer (1845-1920) pour préparer des parois semi-perméables qu'il 
utilisa pour réaliser la première étude systématique des lois de la 
pression osmotique. 

Lorsqu'une solution est séparée d’un solvant pur par une paroi 
semi-perméable, celle-ci est traversée par les molécules du solvant 
pur qui pénètrent ainsi dans la solution. Ce phénomène est appelé 
osmose. Du fait de l'osmose apparaît une différence de pression 
entre la solution et le solvant pur. Lorsque cette différence de pres- 
sion atteint une certaine valeur limite l'osmose cesse. Cette diffé- 
runce de pression est la pression osmotique. L'osmose se manifeste 
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lorsque deux solutions de concentrations différentes sont séparées 
par une paroi semi-perméable. 

Par exemple, si on remplit d'alcool une vessie animale, qu'on 
en ficelle l'extrémité et qu’on la plonge dans de l’eau, la vessie 
commence à gonfler et peut même éclater sous l'action des forces 
de pression osmotique. Mais si on remplit la vessie d’eau et qu’on 
la plonge dans l'alcool, le volume de la vessie se contracte. Ces 
résultats découlent de ce que les pa- 
rois de la vessie sont  perméables à 
l’eau mais no le sont pasà l'alcool. On 
observera des effets analogues de gon- 
flement et de rupture des enveloppes 
lorsqu'on immerge dans l'eau des 
graines de fruits et de légumes. Ce 
sont ces effets qui expliquent la « vi- 
vication » des fleurs fanées lorsqu'on 
les immerge dans l’eau. 

2. Le mécanisme de l’osmose ainsi 
que celui du fonctionnement des mem- 
branes semi-perméables ne sont pas 
encore complètement élucidés. Selon 
l'une des théories, le passage des molé- 
cules du solvant à travers une paroi 
semi-perméable s'effectue grâce à leur 
dissolution préalable dans la substan- 
ce de la paroi. Ce processus manifeste 
un effet de saturation par rapport au 

Fig. 143 solvant pur, mais avant que soit at- 
teinte cette saturation la solution du 
liquide dans la substance de la paroi est déjà sursaturée par rapport 
à la solution se trouvant de l’autre côté de la paroi (cette solu- 
tion est en effet appauvrie en solvant du fait de la présence de la 
substance dissoute). La paroi commence alors à céder à cette solution 
une partie du liquide qu’elle renferme en solution et dissout de 
nouvelles quantités de solvant pur. La substance dissoute ne passe 
pas à travers la paroi parce qu'elle y est insoluble. Ainsi la semi- 
perméabilité de la paroi résulterait non pas des dimensions des 
pores, mais de la différence de solubilité des substances ‘avec les- 
quelles elle est en contact. ‘ 

3. Les dispositifs servant à la mesure de la pression osmotique 
sont appelés osmomètres. La figure 143 représente le schéma de 
l'appareil qu'utilisa Pfeffer dans ses recherches sur la pression 
osmotique (1877). Dans les pores d’un vase en terre à potier on dépose 
du ferrocyanure de cuivre par le procédé décrit plus haut. On remplit 
ce vase d’une solution aqueuse de la substance étudiée, du sucre 
par exemple. | 


Soivant 
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L'’embouchure du vase est fermée par un bouchon bien ajusté 
dans le centre duquel est introduit un long tube vertical. Lorsqu'on 
immerge le vase dans de l’eau pure, celle-ci commence à pénétrer 
à l’intérieur du vase à travers les parois semi-perméables. Lorsque 
le niveau du liquide aura atteint une certaine hauteur dans le tube 
vertical, l’eau cessera de pénétrer dans le vase, car la pression hydro- 
statique de la colonne liquide se trouvant dans le tube central s’y 
oppose. C’est le poids de cette colonne liquide comprise entre les 
niveaux AB et C qui sert de mesure de la pression osmotique: 
Posm = pgh, p étant la densité. de la solution et À la hauteur de la 
colonne liquide. 

4. Il est facile de mettre en évidence l’origine de. la pression 

osmotique. Comme le solvant passe facilement à travers la paroi 
semi-perméable, à l’état d'équilibre les nombres de molécules du 
solvant bombardant la paroi des deux cotés doivent être égaux. 
Se compensant mutuellement, ces chocs n’exercent donc aucune 
pression sur: la paroi. Mais les chocs des molécules du soluté ne 
sont pas compensés par des chocs moléculaires dirigés en sens inver- 
se, et ce sont eux qui déterminent l'apparition d’une pression osmo- 
tique. : 
Il est facile de calculer la pression osmotique créée par une solu- 
tion diluée. D'après le théorème de l’équipartition de l'énergie 
cinétique parmi les degrés de liberté, la vitesse de mouvement 
thermique des molécules ne dépend que de la température. A une 
même température cette vitesse est la même pour les gaz et pour 
les liquides. D'autre part, si la solution est diluée, le nombre de 
chocs des molécules du soluté contre la paroi sera égal au nombre 
de chocs produits par un gaz parfait ayant même concentration de 
molécules. La pression des molécules du soluté, i.e. la pression 
osmotique, sera donc la même que celle du gaz parfait. Ainsi 


Poim = = Ve, (124.1) 


où N et v sont les nombres de molécules et de moles du soluté dans 

le volume Ÿ de la solution. La formule (124.1) montre que dans 

les solutions diluées la pression osmotique est régie par les mêmes lois 

que celles qui définissent la pression des gaz parfaits. Cette loi fut 

AE par Van't Hoff (1852-1911) sur la base des expériences de 
effer. 

La valeur de Ja pression osmotique des solutions diluées ne 
dépend pas de la nature du solvant et de la substance dissoute, 
n'étant fonciion que de la concentration volumique molaire du 
soluté. Par exemple, si un litre de solution contient une mole de 
substance dissoute, d’après la formule (124.1) la pression osmotique 
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à 15°C sera égale à 
= 23,7 atm. 


Cet exemple montre que la pression osmotique est assez impor- 
tante. Cependant les parois du vase n’y sont pas soumises, car la 
pression osmotique est également appliquée à la surface libre du 
liquide. Le liquide est donc soumis à des forces d'extension qui 
compensent la pression osmotique. Ainsi les parois du vase ne sont 
soumises qu'à l’action de la pression hydrostatique. 

Dans les solutions d’électrolytes les molécules des substances 
dissoutes se dissocient en ions. De ce fait la pression osmotique 
résultante est plus grande que celle calculée par la formule (124.1) 
qui ne tient pas compte de la dissociation. Maïs si on entend par W 
le nombre total de particules du soluté (ions de signes opposés et 
molécules neutres), la formule (124.1) donnera des résultats corrects 
(pour les solutions diluées). Les ions et les molécules neutres peu- 
vent se solvater ou s’hydrater, mais comme cette circonstance ne 
modifie pas le nombre total des particules produisant la pression 
osmotique, la formule (124.1) reste toujours valable. 

En chimie la formule (124.1) est utilisée pour déterminer les 
poids moléculaires des composés chimiques qui ne peuvent être 
vaporisés, par exemple les protéines et les polymères. 

5. L'osmose joue un rôle important dans les processus vitaux 
des végétaux et des animaux. Le métabolisme est assuré au moyen 
de sucs ou du sang qui sont des solutions qui baignent les parois 
semi-perméables des cellules. La valeur de la pression osmotique 
dans les cellules d’un grand nombre d'espèces végétales atteint 5 
à 20 atm. C'est grâce à la pression osmotique que l’eau du sol arrive 
à s'élever à de grandes hauteurs dans les troncs d'arbres (eucalyptus 
par exemple). La pression osmotique du sang de l'homme est égale 
à 7,6-7,9 atm, mais la différence des pressions osmotiques du sang 
et de la lymphe dont dépend le transfert de l’eau entre ces liquides 
n'est que de 0,03 à 0,04 atm. D'une manière générale, grâce à l'exis- 
tence de mécanismes compliqués de régulation, la pression osmotique 
dans les cellules est égale ou légèrement supérieure à celle des liqui- 
des qui les baignent. Une baisse de pression osmotique dans les 
cellules, par exemple à la suite d’une déshydratation de l'organisme, 
entraîne leur collapsus. Une diminution de la teneur en sel d’un 
organisme peut conduire à un gonflement et à un éclatement des 
cellules (choc osmotique). 


Pssm + 
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$ 125. La loi de Raoult 


Lorsqu'un liquide contient en solution une substance non vola- 
tile, la surface libre du liquide se comporte comme une paroi semi- 
perméable qui se laisse traverser librement par les molécules de. 
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solvant, mais qui arrête les molécules de soluté. Il en découle aus- 
sitôt qu’à une température donnée la pression de vapeur saturée 
sera plus petite au-dessus d’une solution qu'au-dessus du solvant 
pur. Pour s’en rendre compte et pour calculer l'abaissement de la 
pression de vapeur saturée, il suffit 
de reprendre les raisonnements que 
nous avons mis en œuvre au $ 418 
pour étudier la dépendance de la 
pression de vapeur saturée avec la 
courbure de la surface du liquide. 

Supposons que la solution soit 
placée dans le vase d'un osmomètre 
et que celui-ci soit recouvert d’une 
cloche (fig. 144). Notons P, la 
pression de vapeur saturée au-dessus 
de la surface du solvant et P celle 
qui règne au-dessus de la surface 
de la solution se trouvant dans le 
tube de l'osmomètre. A l’équili- - 
brella pression de vapeur saturée pen ELA 
régnant dans le tube doit être égale 


à la pression qui règne à la même olvant 

hauteur en dehors du tube osmo- TR 77 
métrique. S'il n’en était pas ainsi 

l’osmomètre permettrait de réaliser Fig. 144 


un perpetuum mobile de seconde 
espèce, comme en témoignent les considérations développées au 
$ 118. Aïnsi, en négligeant la variation de la densité de la vapeur 
dans les limites de la hauteur k, on doit avoir P, — P — p,gh. 
D'autre part Posm — pigk. De là 


Po—P = Pr Posm . 
Po Pr Po * 


Si la solution est diluée on peut négliger la différence entre les 
densités de la solution et du solvant. Dans cette approximation 
Pv/p1 = nv/n, où n, est le nombre de molécules de la vapeur et n 
celui du solvant par unité de volume. D'autre part, d’après la loi 
de Van’t Hoff Posm — n’kT et d’après l'équation de Clapeyron 
P, = nkT (n' est le nombre de molécules de la substance dissoute 
par unité de volume de la solution). A l'aide de ces relations on 
arrive au résultat suivant: 


nr LT, (125.1) 


où v’ et v sont les nombres de moles de soluté et de solvant par unité 
de volume de la solution. Aïnsi l’abaissement relatif de la pression 
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de vapeur saturée du solvant au-dessus de la surface d'une solution 
faible d'une substance non volatile est égal au rapport du nombre de 
moles du soluté au nombre de moles du solvant. Cette loi fut établie 
par le chimiste français Raoult (1830-1901) et porte son nom. 


$ 126. Élévation du point d’ébullition 
et abaissement du point de congélation des solutions 


1. Soit AB la courbe de vaporisation du solvant pur (fig. 145). 
La courbe. de vaporisation 4À”’B° d’une solution saturée d'une sub- 
stance non volatile doit passer au-dessous de AB puisque la pres- 
sion de vapeur saturée d’une solution est plus petite que celle du 
solvant pur. Notons P la pression extérieure. En la maintenant 
constante, élevons la température de la solution et du solvant: 
nous modifions ainsi leurs états suivant l’isobare AC. Aux points À 
et A’ où l'isobare coupe les courbes de vaporisation AB et 4’B', 
le solvant pur et la solution entrent en ébullition. Notons T et T” 
les températures d’ébullition. Nous voyons qu'à une pression donnée 
la température d'ébullition T' de là solution est plus grande que la 
température d’ébullition T du solvant. 

Pour calculer T’ faisons passer par le point À’ l'isotherme 4'D. 
Cette isotherme coupe la courbe de vaporisation du solvant pur 
en un point B auquel correspond une pression P’. Il est clair que T” 
est la température d’ébullition du solvant pur sous la pression P”. 
Si la solution est faible, les côtés du triangle AA’B peuvent être 
considérés comme rectilignes. D'après la loi de Raoult 

‘PP _v 


P' v 


Si on néglige le volume massique du liquide par rapport à celui 
de la vapeur, l'équation de Clapeyron-Clausius donne 


T'—T Tvy RT2 ? 


où qu est la chaleur massique de vaporisation et pu le poids molé- 
culaire de la vapeur du solvant. En divisant membre à membre 
on trouve 

T'—T __v  _RT? 


PT V UgraP ? 


et en négligeant la différence entre P et £’ on obtient 


ES (126.1) 
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Ce résultat se laisse également écrire comme suit: 


TT Tunr, (126.2) 

VUG12 
2. En utilisant un raisonnement analogue nous allons montrer 
que la température de congélation T' d'une solution d'une substance 
non volatile est plus petite que la température de congélation T du 
solvant pur. Soit À le point triple du solvant pur (fig. 146) où se 


PB B 
1 


Î 
3(état | 


2 (tiqui de) 
solide) | 


P 


2 (Liquide) 


Fig. 145 Fig. 146 


coupent sa courbe de fusion AB, sa courbe de vaporisation AC et 
sa courbe de sublimation AD. Comme nous n’aurons affaire dans 
ce qui suit qu'à de petites variations de température et de pression, 
nous n’utiliserons que de petits segments de ces courbes que nous 
supposerons rectilignes. Ce qui importe est que la pente de la courbe 
de sublimation DA est plus grande que celle de la courbe de vapo- 
risation AC (cf. $ 116). En ce qui concerne la courbe de fusion 4B, 
elle a une pente tellement forte (|, — vw, | << v,) qu'on peut la 
considérer comme verticale. Cela revient à admettre que la tempé- 
rature de fusion ne dépend pas de la pression et a partout la même 
väleur qu’au point triple À. Nous avons vu plus haut que la courbe 
de vaporisation A'C’ de la solution passe au-dessous de la courbe 
de vaporisation AC du solvant pur. Il en résulte que le point triple À’ 
du solvant pur se trouve sur le diagramme à gauche du point triple À 
de la solution. En faisant passer par A’ une droite verticale nous 
obtenons la courbe de fusion A’B” de la solution. Son déplacement 


+ 


AN par rapport à AB définit l’abaissement du point de fusion 
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de la solution. D'autre part, la longueur du segment AM définit 
l'élévation du point d'ébullition de la solution. II ressort du diagram- 
me que 


NA _ EN 
AM — ÂE : 


A partir des équations de Clapeyron-Clausius on trouve pour la 
sublimation et la vaporisation 


A'N CET) 
EN Gua 
d'où 
A'N—EN _ A'E _ 137712 _ 3 
EN EN CE 12 
v’ RAT? , : 
En remarquant que AW dre et NA =: T — T’', on obtient 
‘412 
LORS EC (126.3) 
V Mes 
ou 
T'—p= — PemT, (126.4) 
VUas 


. Selon les formules (126.2) et (126.4) l'élévation du point d'ébulli- 
tion et l’abaissement du point de congélation d'une solution ne dépen- 
dent que du nombre de moles du corps dissous par unité de volume 
du solvant et ne dépendent pas de la nature chimique du soluté. Dans 
le cas particulier où la solution contient plusieurs substances dis- 
soutes, les variations des tempéretures d’ébullition et de congéla- 
tion sont égales à la somme des variations de ces températures 
déterminées par chacune de ces substances prises individuellement. 
Les variations des températures d’ébullition et de congélation 
dépendent cependant de la nature chimique du solvant. 


PROBLÊMES 


î, Un jou de sucre ordinaire C12Hz5O1, est dissous dans 100 cmÿ d'eau. 
Calculer l'élévation du point d'ébullition de cette solution sous la pression atmo- 
sphérique normale. A 100 °C la densité de l'eau est égale à 0,96 gecm. 


Solution. Le poids moléculaire du sucre est égal à 342; v — F3 A0 ? 


uv = 0,96; q — 539 cal:g!; AR = 1,98 cal-mole 1; T — 373 K. 

En portant ces valeurs numériques dans la formule (126.1) on trouve 
T' — T = 0,0156 °C. 

2. Dans le problème précédent déterminer l’abaissement du point de con- 
gélation de la solution de sucre. 

Réponse. 7’ — T— —0,0548 °C. 
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$ 127. Règle des phases 


1. Considérons un système thermodynamique composé de plu- 
sieurs phases. Pour caractériser la composition d’une phase il faut 
indiquer les quantités des substances chimiquement homogènes qui 
la composent. Si les phases ne sont pas en équilibre, les quantités 
des substances peuvent varier dans d'assez larges limites et ce indé- 
pendamment les unes des autres. Mais si le système est dans un 
état d'équilibre thermodynamique, il s'établit des relations quanti- 
tatives déterminées entre les substances entrant dans la composition 
d’une phase donnée. Il est alors superflu d’indiquer les teneurs 
de toutes les substances entrant dans la composition d’une phase 
donnée, car il suffit d'en connaître certaines seulement, les quantités 
des autres substances étant déterminées par les conditions de l'équi- 
libre thermodynamique. Le plus petit nombre de substances chimique- 
ment homogènes qu'il suffit d'indiquer pour caractériser univoquement 
la composition de chacune des phases d'un système se trouvant dans 
un état d'équilibre thermodynamique est le nombre de constituants du 
système. Ces substances sont appelées constituants indépendants ou 
constituants tout court. On peut fixer leurs quantités de manière 
arbitraire et indépendamment les unes des autres. Le choix des 
constituants n’est jamais univoque, car le choix des substances 
considérées comme constituants du système importe peu. Ce qui 
importe c'est leur nombre. S'il n’y à qu’un seul constituant le 
système est dit à un constituant, s'il y en a deux, le système est 
à deux constituants (système binaire), etc. 

Considérons, par exemple, un système en équilibre composé 
d’eau liquide, de glace et de vapeur d’eau se trouvant à une tempé- 
rature et à une pression données. C’est un système à un constituant 
comportant trois phases. Comme constituant on peut prendre la 
masse totale de l’eau du système, puisque les conditions de l’équi- 
libre thermodynamique définissent de façon univoque la répartition 
de cette masse d’eau parmi les phases gazeuse, liquide et solide. 
Suivant les valeurs de P et de T il peut arriver qu’une ou deux 
phases soient absentes. Maïs on peut tout aussi bien prendre comme 
constituant du système la masse totale de l'hydrogène contenu 
dans le système, car cela suffit pour caractériser univoquement la 
composition de toutes les phases du système. En effet le nombre 
d’atomes d'hydrogène doit être deux fois plus grand que celui des 
atomes d'oxygène, puisque ces atomes ne sont pas libres mais font 
partie des molécules d’eau H,0. 

L'étude de cet exemple peut être développée plus avant. Lorsque 
la température croît; les molécules d’eau H,0 se dissocient en don- 
pant les molécules O, et H,. L’hydrogène et l'oxygène se dissolvent 
dans l’eau liquide, la solubilité de l’oxygène y étant plus grande. 
En outre l’eau contient des complexes de molécules H,0 tels que 
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(H:0),. Si toutes ces particules apparaissaient dans le système du 
fait de la dissociation et de l'association des molécules d’eau, leurs 
nombres dans chacune des phases auraient été fixés de façon univo- 
que par les conditions d'équilibre, mais le système est un système 
à un constituant. C'est ce qui se passe pour les complexes (H,0),, 
mais la situation est différente dans le cas de molécules H, et O. 
On peut en effet ajouter au système des quantités arbitraires d’hy- 
drogène et d'oxygène et dans ce cas le système comportera deux 
constituants. On peut prendre alors comme constituants indépendants 
la masse totale d'hydrogène et la masse totale d'oxygène. Les condi- 
tions de l'équilibre thermodynamique permettent de déterminer 
de façon univoque le nombre de molécules H, et O, subsistant à l’état 
libre, et le nombre de molécules liées en molécules d'eau, le nombre 
de molécules H, et O, se trouvant en phase gazeuse et le nombre 
de celles qui se trouvent en solution, etc. Ainsi les conditions de 
l'équilibre thermodynamique définissent univoquement la compo- 
sition de chaque phase du système. 

Comme deuxième exemple considérons une solution aqueuse 
saturée d’un sel quelconque, en présence d’un dépôt solide de ce 
sel et de la vapeur saturée au-dessus de cette solution. En ce qui 
concerne la phase solide, non dissoute, nous supposerons que le 
sel solide ne renferme pas de l’eau en quantité arbitraire. L'eau 
contenue dans le sel ne peut s’y trouver qu’en quantité bien définie 
sous forme d’eau de cristallisation. Ce système comporte deux cons- 
tituants. A l’état d'équilibre la composition de chacune des phases 
du système sera définie de façon univoque en fixant par exemple 
les quantités d'eau et de sel anhydre. La solution peut contenir 
des complexes de molécules d'eau (H,0),, des ions résultant de la 
dissociation des molécules du sel, des hydrates, etc. Mais comme 
indiqué plus haut, la présence de ces particules ne modifie pas le 
nombre des constituants du système, puisque nous ne pouvons pas 
faire varier leur quantité de façon arbitraire. 

Il serait difficile de formuler une règle servant à dénombrer les 
constituants d'un système, quoique dans les cas concrets cette 
question ne présente pas de difficulté majeure. 

2. Chacun des constituants du système se répartit parmi les 
phases du système. Si les phases sont contiguës, les constituants 
peuvent passer d'une phase à l’autre. A l’état d'équilibre thermody- 
namique apparaît une répartition bien déterminée des constituants 
parmi les phases. I1 convient donc de préciser les conditions de l’équi- 
libre thermodynamique. Supposons que le système ait atteint l'état 
d'équilibre. Il importe que cet équilibre se conserve lorsqu'un des 
constituants passe d’une phase à une autre. Par suite on peut suppo- 
ser que l’état d'équilibre se conserve tant que dans toutes les phases 
en présence les quantités de tous les constituants, sauf un, restent 
invariables, un constituant pouvant passer d’une phase à une autre. 
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Le système se comportera alors comme ne comportant qu’un seul 
constituant et on pourra lui appliquer la condition d'équilibre des 
phases (112.1) qui avait été établie pour un système chimiquement 
homogène (donc à un constituant). Ainsi, si les phases sont contiguës, 
à l'état d'équilibre les potentiels termodynamiques massiques de tous 
des constituants doivent être les mêmes dans toutes les phases en pré- 
sence. En outre toutes les phases doivent avoir même température 
et même pression. 

8. Notons k le nombre de constituants du système et » le nombre 
de phases en équilibre. On exprimera alors les conditions d'équilibre 
pur les égalités 


p=p =... = op), 


QE = QU = = gl), 
den tie (127.1) 


L'indice inférieur dénote le numéro du constituant et l'indice supé- 
rieur placé entre parenthèses celui de la phase considérée. Par exem- 
ple, %) est le symbole du potentiel thermodynamique massique 
du deuxième constituant dans la troisième phase. Chacun de ces 
potentiels est déterminé par la composition de la phase considérée, 
par la température T et la pression P qui sont les mêmes en tout 
point du système. La composition d'une phase est définie par les 
concentrations des constituants qui la composent, donc par les 
rapports des masses de ces constituants se trouvant dans cette phase 
à sa masse totale. Ces concentrations ne sont pas indépendantes 
puisque leur somme est égale à l'unité. Par conséquent la composi- 
tion des phases dépend non pas de & mais de 4 — 1 variables indé- 
pendantes. Dans nr phases le nombre de ces variables indépendantes 
est égal à n (k — 1). En y ajoutant la température T et la pres- 
sion P, on obtient.en tout n (4 — 1) + 2 inconnues figurant dans 
les équations (127.1). Le nombre d'équations est égal à 4 (n — 1). 
Pour que ces équations ne soient pas contradictoires, il faut que 
leur nombre ne soit supérieur à celui des inconnues, i.e. 4 (n — 1) < 
<n(k —1) +2. On en tire 


n<k +2. (127.2) 


Ainsi le nombre de phases pouvant coexister en équilibre ne peut 
dépasser le nombre de constituants que de deux. Cette proposition 
due à Gibbs s’appelle règle des phases de Gibbs. Nous l'avons déjà 
démontrée au $ 116 dans le cas particulier d’un système à un consti- 
tuant. 

La démonstration ci-dessus suppose que les n (4 — 1) équations 
du système (127.1) sont indépendantes. Cette assertion se laisse 
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justifier par les considérations suivantes. Comme le nombre d’ato- 
mes d'espèces différentes et le nombre de composés chimiques qu'ils 
peuvent former sont finis, il est extrêmement peu probable que 
parmi les fonctions œ{t), qf), . .. on en trouve qui soïent identi- 
ques. [1 est tout aussi improbable qu'il existe une relation fonction- 
nelle quelconque entre ces différentes fonctions. On peut négliger 
l'existence de telles relations. pour les mêmes raisons que celles 
qui nient la probabilité de chocs entre les. molécules gazeuses lors- 
qu’on les assimile à des points géométriques. 

En outre la démonstration suppose que l’état physique d’une 
phase dépend, en plus de sa composition, de deux paramètres — la 
température T et la pression P. Si on place le système dans un 
champ magnétique on devra ajouter à ces paramètres encore un 
paramètre — l'intensité de ce champ. On obtient alors à la place 
de (127.2) l'inégalité n < k + 3. D'une manière générale 

n<k+r, 
où r est le nombre de paramètres indépendants caractérisant l’état 
physique d’une phase de composition donnée. Dans ce qui suit 
nous ne considérerons que des cas où r = 2. 

4. L'état physique de chacune des phases est caractérisé par 
k + 1 coordonnées : la température, la pression et ; — 1 concentra- 
tions des constituants. En termes géométriques cela signifie que 
l’état de la phase est représenté par un point figuratif dans un 
espace à k + 1 dimensions dont les axes de coordonnées servent 
à définir les valeurs des coordonnées ci-dessus. Cet espace est appelé 
espace représentatif et ses points sont les points représentatifs. Pour 
les systèmes à un constituant l'espace représentatif est bidimension- 
nel, pour les systèmes à deux constituants il est tridimensionnel 
et pour un nombre plus grand de constituants il sera multidimen- 
sionnel. D'autre part, le nombre total de paramètres caractérisant 
l’état d’un système hors d'équilibre est égal à n (k — 1) + 2. Si 
les 7 phases composant le système sont en équilibre mutuel, ces 
paramètres ne sont pas indépendants, étant liés par 4 (nr — 1) rela- 
tions. Le nombre de paramètres indépendants que l’on appelle 
nombre de degrés de liberté ou variance d’un système thermodynamique 
est f=n(k—1) +2—k(n — 1), ï.e. 

f=k+2—n. (127.3) 
Il s'ensuit que: l'ensemble des points de l'espace représentatif où 
se trouvent les z phases en équilibre forment dans cet espace un sous- 
espace à / dimensions. Pour un système monophasé (7 = 1) on obtient 
f — k + 1, ce qui signifie que les points représentatifs se répartissent 
dans un domaine à & + 1 dimensions. Si nr = 2 (f — k) les points re- 
présentatifs occupent un sous-espace à 4 dimensions, et pour n = 3 
( = k — 1) les points représentatifs appartiennent à un sous-espace 
à À — 1 dimensions, etc. Enfin pour n - k + 2 (f — 0) le sous-espa- 


$ 128] DIAGRAMMES D'ÉTAT DES SYSTÈMES BINAIRES Ha | 


ce des points représentatifs se réduit à un point que l’on peut appeler- 
par analogie avec le point triple point de multiplicité (k + 2). Lors- 
que f = 0 le système est dit invariant; les concentrations, la tem- 
pérature et la pression sont univoquement définies. Si f = 1 (n — 
— X + 1) le système est dit monovariant, sif = 2 (n — k) il est biva- 
riant et si f> 3 (n<& k — 1) le système est polyvariant. 


$ 128. Diagrammes d’état des systèmes 
binaires 


1. Nous avons montré plus haut que l'état d’un système à plu- 
sieurs constituants pouvait être représenté par un point dans un espace 
à k + 1 dimensions, # étant le nombre de constituants du système. 
Sur les axes de coordonnées on 
porte la température T, la pres- à Liquide T(N:} 
sion P et les concentrations de 100 7e 
k — 1 constituants quelconques. 
On peut délimiter dans l’espace 
représentatif des  sous-espaces 
d’un plus petit nombre de di- 
mensions et dont les points cor- 
respondent à l’équilibre de deux 
ou de plusieurs phases. C’est ainsi 
qu'on arrive aux diagrammes d'é- 
tats des systèmes. Pour k = 1 l’es- 


pace représentatif est un plan Liquide 

et pour # — 2 c’est l’espace tri- L . | 

dimensionnel ordinaire. Dans ces a ° 
L | Liguide 2 (0 

deux cas la méthode graphique FREE (ee 

présente un caractère d’évidence Fig. 147 


géométrique et on l'utilise lar- 

gement. Comme les systèmes avec  — 1 ont été examinés au: 
chapitre X, on étudiera ici les systèmes pour lesquels X = 2: 
(systèmes à deux constituants ou systèmes binaires). Le dia- 
gramme d'état est alors tridimensionnel, aussi soumet-on à l’étude- 
ses sections par les plans 7 — const et P — const. Nous examinerons. 
ici les sections par le plan P — const, ainsi que nous l'avons déjà fait 
au $8 123 lors de l’étude de la solubilité mutuelle des substances. Pour- 
illustrer la méthode des diagrammes d’états nous considérerons deux 
cas particuliers, celui de l’ébullition des mélanges liquides et celui: 
de la fusion d'alliages solides. 

2. Les lois empiriques de l’ébullition des mélanges liquides ont 
été établies par le chimiste russe D. P. Konovalov (1856-1929), tan- 
dis que l’étude théorique en a été faite par Gibbs. Soient deux liqui- 
des miscibles en toutes proportions. Un exemple en est fourni par- 
l'azote et l'oxygène liquides (fig. 147). Les études expérimentales ont. 
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montré que le diagramme d'état de ce système (plus exactement la 
projection du diagramme sur un plan P = const) comportait trois 
régions. La région hachurée correspond à un état à deux phases — 
le mélange liquide et sa vapeur. Cette région a pour frontière infé- 
rieure la courbe liquidus ALB et pour frontière supérieure la courbe 
de vaporisation AGB. Au-dessous de la courbe ALB le système ne 
<omporte qu'une seule phase composée d'un mélange homogène 
de deux liquides; au-dessus de la courbe AGB le système présente 
également une seule phase composée d’un mélange des vapeurs des 
mêmes liquides. On dit couramment que c’est un diagramme en forme 
de « fuseau ». La droite verticale qui le limite à gauche correspond au 
liquide pur Z (azote à 100 %) et la droite verticale limitant le dia- 
gramme à droite correspond au liquide pur 2 (oxygène à 100 %). 
Coupons notre « fuseau » par la droite horizontale M,GCLM,. Au 
point L le système.est une solution liquide dont les teneurs en liqui- 
des Z et 2 sont dans un rapport égal à celui des segments M,L et 
M,£L. Au point G le système est à l’état gazeux, les quantités des gaz 
1 et 2 étant proportionnelles aux longueurs des segments W,G et 
M,G. Enfin au point C on a un mélange de liquide et de gaz. Lerap- 
port des masses d’azote et d'oxygène y est égal au rapport des lon- 
gueurs des segments ,C et M,C et le rapport des masses de liquide et 
de gaz est égal au rapport des longueurs des segments GC et LC res- 
pectivement (règle du levier). 

Examinons comment évolue le processus d’ébullition du liquide. 
‘Supposons d’abord qu’on chauffe le liquide dans un récipient fermé, 
par exemple dans un cylindre muni d'un piston mobile soumis à 
une pression extérieure constante. Les vapeurs qui se forment ne quit- 
tent pas le système .de sorte que sa composition chimique reste cons- 
tante. Par-conséquent la transformation qui se produit au chauffage 
est représentée par la droite verticale DLV. Au point Z le liquide 
‘entre en ébullition. Si l’apport de chaleur se poursuit, la tempéra- 
ture d’ébullition s'élève et simultanément la quantité de vapeur aug- 
mente. Au point V où il n’y a que de la vapeur, l'ébullition cesse. 
Ainsi les mélanges liquides n'ont pas de point d'ébullition défini. 
A composition et pression constantes, tous les points d’ébullition se 
trouvent répartis le long du segment LV de la droite verticale et à 
-chaque point d’ébullition correspond un rapport bien déterminé des 
‘quantités de vapeur et de liquide. 

Supposons maintenant qu'on chauffe le mélange liquide dans un 
récipient ouvert, de sorte que la vapeur qui se forme s'échappe du 
système. Lorsqu'on atteint le point L, le liquide recommence à bouil- 
lir, mais à la température du point Z l’état de la vapeur saturée du 
mélange sera représenté non par le point L, mais par un point G se 
trouvant à gauche du point L. Cela signifie que la vapeur saturée 
contient une plus grande quantité d'azote que le mélange du point Z. 
La vapeur qui se forme étant saturée, le système perd relativement 
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plus d’azote que d'oxygène, de sorte qu’à l’échauffement le liquide 
s'enrichit en oxygène. L'échauffement s'effectue le long du segment 
LB. Lorsqu'’en fin de compte on atteint le point B, le système ne con- 
tient plus que de l'oxygène. Cet effet constitue la base du processus 
de rectification, i.e. de la séparation des mélanges de deux ou de plu- 
sieurs liquides. Pour réaliser la rectification, le mélange liquide est 
soumis à une succession de vaporisations du liquide et de condensa- 
tions de la vapeur produite. 


Chtoroforme 
ms 


ox (63°€) 


CT 


Acéton 


Fig. 148 


Comme le nombre des mélanges binaires des liquides organiques 
et non organiques se comportant conformément à ce type de dia- 
gramme est très grand, on peut dire que les diagrammes en forme de 
« fuseau » sont usuels pour les mélanges liquides. C’est le cas notam- 
ment des substances de compositions chimiques semblables (mélan- 
ges benzène-toluène, hexane-octane, alcools méthylique et éthylique, 
etc.). 

3. On connaît cependant des diagrammes d'états d’autres types, 
représentés sur les figures 148 et 149. Par exemple, les mélanges d’acé- 
tone et ds chloroforme, d'eau et d'acide nitrique sont caractérisés par 
des diagrammes dont les courbes de liquéfaction et de vaporisation 
présentent un maximum en un point & où les courbes se touchent. 
Dans le cas des mélanges d’acétonr et de sulfure de carbone, d’eau 
et d’alcool éthylique, ces courbes présentent un minimum où elles 
se confondent. Ce dernier type de diagramme est plus fréquent que 
les diagrammes avec un maximum. Aux points de contact & des deux 
types de diagrammes le liquide et la vapeur coexistants ont même 
composition. Les mélanges dont la composition correspond au point 
n sont dits mélanges azéotropes. 
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Supposons que le mélange liquide est chauffé dans un récipient 
ouvert. Si c’est un mélange azéotrope, il possède une température 
d'ébullition bien définie et se vaporise à l’ébullition tout entier, 
comme le ferait un corps chimiquement pur. Si le mélange n'est pas 
azéotrope, dans le cas où son diagramme est du type de la figure 148, 
son ébullition modifie sa composition jusqu’à ce que le point figura- 
tif atteigne le point «, ce quelle qu’en fût la composition initiale. 


AU 0 


Liquide 


2 ar. 


02 
Fig. 450 


Ainsi l’ébullition conduit à l’obtention d’un mélange azéotrope de 
liquides dont l’ébullition se poursuit comme celle d’un liquide chimi- 
quement homogène. Dans le cas du diagramme de la figure 149, l'é- 
chauffement du mélange liquide donne lieu au déplacement du point 
figuratif soit dans la position B, soit dans la position À suivant 
que la composition initiale du mélange se trouvait à droite ou à 
gauche du point @. 

4. Le diagramme d'état du système azote-oxygène représenté sur 
la figure 147 a la forme d’un fuseau à la pression atmosphérique. Si 
on augmente la pression extérieure, la forme du diagramme ne sera 
pas modifiée jusqu'à ce que soit atteinte la pression critique de 
l'azote égale à 83,5 atm (la pression critique de l'oxygène est plus 
élevée et égale à 49,7 atm). À partir de cette pression il devient im- 
possible de séparer les phases liquide et gazeuse de l’azote pur. Par 
conséquent la partie de gauche du fuseau doit se détacher de la droite 
verticale correspondante et le diagramme d'état a alors la forme de 
la figure 150. Les courbes de liquéfaction et de vaporisation se rejoi- 
gnent en un point X dit point critique. L'existence de ce point signifie 
que la séparation d’un mélange en une phase liquide et une phase ga- 
zeuse n’est possible que pour les états se trouvant à l’intérieur de la 
boucle BGKB. En dehors de cette boucle il ne peut y avoir deux pha- 
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ses, de sorte que la distinction entre liquide et gaz devient ici indé- 
terminée. 

Notons à ce propos un effet spécial se manifestant lors de la con- 
densation des mélanges gazeux. Il est plus commode d'utiliser ici 
le diagramme P, c (c — concentration). Considérons la partie du 
diagramme P, c entourant le point critique (fig. 151). Avec les va- 
riables P et c la région à deux phases se trouve au-dessous et non pas 
au-dessus du point critique. Lorsqu'on soumet le système à une com- 
pression isotherme, son état varie suivant la droite verticale AB. 
La condensation du mélange gazeux débute au point À où la quantité 
du liquide est encore égale à zéro. À mesure que la compression pro- 
gresse, la quantité de liquide augmente. Au point C le rapport des 
quantités de liquide et de vapeur est égal au rapport des longueurs 
des segments MC et CN. Mais si on poursuit la compression du mé- 
lange, la quantité de liquide diminue et au point B il n'en reste 
plus. Cet effet est appelé condensation inverse. 

5. Considérons maintenant les diagrammes d'états des mélanges 
solides et liquides. Le diagramme peut alors avoir la forme d'un fu- 
seau (par exemple pour les systèmes Ag-Au, Cu-Ni, AgCI-NaCD), 
présenter un minimum (Cr-Fe, Ti-Zr, LiCI-NaCI) ou un maximum 
(Na,80,-CaSO,, stéarine-palmitine). Les considérations développées 
ci-dessus pour les mélanges liquides et gazeux sont applicables à ces 
divers diagrammes. Par exemple, la figure 152 représente le diagram- 
me d'état des alliages or-argent. La région se trouvant au-dessus de 
la courbe supérieure correspond à l’état liquide et la région se trou- 
vant au-dessous de la courbe inférieure correspond à l’état solide. 
La région hachurée comprise entre ces deux courbes correspond à deux 
phases coexistantes — la phase liquide et la phase solide. Lorsqu'on 
échauffe un alliage solide, la fusion commence dès qu’on atteint un 
point de la courbe À. À mesure que la température croît, la quantité 
du mélange liquide augmente et au-delà de la courbe B tout le mé- 
lange est liquide. Pour une composition donnée de l’alliage, ses points 
de fusion s’étalent sur un intervalle fini de températures et à chaque 
point de fusion correspond un rapport déterminé des quantités des 
phases solide et liquide. 

6. L’allure du diagramme est tout autre pour le système bismuth- 
cadmium (fig. 153) ou pour le système plomb-antimoine. Le propre 
de ces systèmes est qu’ils ne forment pas de cristaux mixtes. Les 
points À et B sont les points de fusion du cadmium et du bismuth 
purs. Lorsqu'on ajoute du bismuth au cadmium le point de solidifi- 
cation de la solution liquide bismuth-cadmium s’abaisse. À mesure 
que la teneur en bismuth augmente la température de solidification du 
mélange liquide diminue (courbe descendante). 11 en va de même 
pour la courbe de solidification de la solution liquide du cadmium 
dans le bismuth. Ces deux courbes se coupent au point © dit point 
eutectique. La région se trouvant au-dessus de la courbe AOB corres- 
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pond au mélange liquide homogène de cadmium et de bismuth. La 
région se trouvant au-dessous de la droite horizontale MON corres-: 
pond à un système à deux phases — cristaux de cadmium et cristaux 
de bismuth. La région délimitée par la courbe fermée AOMA corres- 
pond à un système à deux phases, l’une constituée par des cristaux de 
cadmium et l’autre par un bain fondu de cadmium et de bismuth. 


L'admium 
Argent L 100% LOG OM n 
T 


100% 
T 


+ Liguide + 


Solide 


962°C 
0 Tee —. 100 F Bismuth 
Fig. 152 Fig. 153 


Le long d’une droite horizontale DE la composition de la phase 
liquide est partout la même ; cette composition est donnée par l'abs- 
cisse du point d’intersection £ de la droite DE avec la courbe de fu- 
sion AOË ; sur cette courbe toute la substance est à l’état liquide. 
Les teneurs en phases solide et liquide en un point S de cette région 
sont données par la règle du levier : ces teneurs sont inversement pro- 
portionnelles aux longueurs des segments DS et SE. De même la 
région délimitée par la courbe fermée OBNO correspond à déux pha- 
ses, l’une constituée par des cristaux de bismuth, l’autre par un bain 
fondu de cadmium et de bismuth. 

Voyons ce qui se passe à la solidification d'un mélange liquide 
lorsqu'on le refroidit suivant la droite verticale HL. Lorsqu'on at- 
teint le point Z on voit apparaître les premiers cristaux de cadmium 
et le système s'enrichit ainsi en bismuth ; sa température de solidifi- 
cation diminue en conséquence. Si la température baisse la solidifi- 
cation se poursuit le long de la courbe LEO jusqu'au point eutecti- 
que O. En ce point © la température cesse de s’abaisser jusqu’à ce 
que la totalité du liquide ne se solidifie. Au point O se forment des 
cristaux de cadmium et des cristaux de bismuth. La teneur relative 
en cadmium et en bismuth reste invariable durant tout le temps 
de la cristallisation. Le point eutectique O est le point d'équilibre où 
coexistent trois phases: le mélange liquide cadmium-bismuth, les 
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cristaux de cadmium et les cristaux de bismuth. Comme au point 
eutectique les deux constituants cristallisent simultanément, la mas- 
se solide qui en résulte est composée de petits cristaux de cadmium 
et de bismuth. Ce mélange mécanique de cristaux s'appelle mélange: 
eutectique. À gauche du point eutectique et au-dessous de la droite. 
MN le mélange eutectique englobe des cristaux plus gros du cadmium 
qui s'étaient formés plus tôt, tandis qu’à droite du point O, toujours 
au-dessous de la droite MN, le mélange eutectique englobe des gros 
cristaux de bismuth qui s'étaient formés à plus haute température. 


CHAPITRE XII 


SYMÉTRIE 
ET STRUCTURE DES CRISTAUX 


$ 129. Symétrie des corps 


4. La symétrie d’un corps exprime le fait que certains déplace- 
ments ramènent le corps dans une position indiscernable de sa posi- 
tion initiale. Ces déplacements s'appellent opérations de symétrie. 
Ils ne doivent donner lieu à aucune déformation (extension, compres- 

sion, glissements, etc.) modifiant 
les distances entre les points du 
corps. On distingue les opérations 
de symétrie suivantes: 4) la trans- 
lation qui est un déplacement de 
tous les points du corps d’une même 
-—- distance ; 2) la rotation du corps 
Z,ÿr2 T, 4,2 d’un angle donné autour d'un axe; 
3) la réflexion par rapport à un 
plan; 4) l'inversion par rapport à 
T un point; il faut ajouter enfin tou- 
tes les combinaisons possibles de 
ces opérations simples. 
Fig. 154 On entend parréflexion du corps 
par rapport à un plan IT une opé- 
tation qui fait passer tout point du corps en un point qui lui est 
symétrique par rapport à ce plan (fig. 154). Si on confond le plan II 
avec le plan XŸ d'un système de coordonnées rectangulaires, par ré- 
flexion on transforme le point (x, y, z) en un point (x, y, —z). Si 
on fait deux réflexions ou d’une manière générale un nombre pair 
de réflexions par rapport à un même plan, on réalise une transfor- 
mation dite identique, à la suite de laquelle le corps retrouve sa posi- 
tion première. Un exemple de réflexion par rapport à un plan est 
donné par un corps et son image virtuelle dans un miroir plan. 

Toutes les opérations de symétrie peuvent être ramenées à une 
succession de réflexions par rapport à un plan. Ainsi la rotation d’un 
angle « se laisse réaliser à l’aide de deux réflexions successives par 
rapport à deux plans OA et OB se coupant sur l’axe de rotation O 
sous un angle {/,a (fig. 155). Si on éloigne l'axe de rotation à l'infini, 
<e qui revient à réaliser deux réflexions par rapport à deux plans pa- 
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rallèles, au lieu d’une rotation on obtient une translation. Si on ef- 
fectue trois réflexions successives par rapport aux trois plans des 
coordonnées x — Const, y — const, z = const, le point initial 
(x, y 2) se transforme en un point (—zx, —y, —z2), ce qui revient à 
une inversion par rap- 
port à l'origine des 
coordonnées. Ainsi on 
peut caractériser la sy- 
mêtrie d’un corps à 
l'aide d'opérations de 
réflexion seulement. Ce- 
pendant pour que la 
description soit plus 
claire, il est recom- 
mandé de faire appel 
à des opérations de sy- 
métrie complexes qui 
se laissent ramener à 
une suite de réflexions Fig. 155 

par rapport à un plan. 

Certains points géométriques, certaines droites et certains plans 
disposés de façon symétrique par rapport au corps sont appelés élé- 
ments de symétrie de ce corps. Les éléments de symétrie sont les sui- 
vants: axes de symétrie, plans de symétrie, axes de rotation-réflexion, 
centres de symétrie, etc. L'ensemble des éléments de symétrie d’un 
corps forme son groupe de symétrie. Les groupes de symétrie qui ne 
comportent que des opérations de réflexion, de rotation et d’inver- 
sion, saus aucune translation, sont appelés groupes ponctuels. Les 
groupes ponctuels laissent fixe au moins un point du corps et caracté- 
risent la symétrie des objets de dimensions finies — atomes, molécu- 
les, polyèdres, etc. Les groupes de symétrie incluant en outre des 
translations caractérisent la symétrie d’arrangements infinis à struc- 
ture périodique ; on les appelle groupes d'espace. 

2. Si une rotation d'un angle @, — 2n/n (n = 2, 3, 4, ...) 
autour d’un certain axe amène le corps en coïncidence avec lui-même, 
cet axe est appelé axe de rotation ou axe de symétrie d'ordre n. Dans 
ce qui suit nous noterons par le même symbole l'élément et l’opéra- 
tion de symétrie correspondante, cela afin d’alléger l’écriture. Ainsi 
nous noterons par le même symbole C, l'axe de rotation d'ordre n 
et l'opération correspondante. Lorsque r — 1, le corps tourne d'un 
angle ®, = 2x et se trouve ramené dans la position initiale. C'est 
donc une transformation identique à laquelle on ne peut attacher au- 
cune symétrie propre. Dans le cas d’une rotation d’un angle 
@ = p (2x/n), où n est un nombre entier, le corps est évidemment 
amené en coïncidence avec lui-même. En écrivant @ = 2x: (n/p) 
on voit que si » est un multiple de p, l’axe de rotation C, correspon- 
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dant sera simultanément un axe de rotation d'ordre inférieur n/p, 
soit C,/p. C’est ainsi que l'axe géométrique AB d'un prisme hexago- 
nal régulier (fig. 156) est un axe de rotation d'ordres 6, 3 et 2. 

3. Si le corps est amené en coïncidence avec lui-même à la suite 
d’une réflexion par rapport à un certain plan, ce plan sera un plan 
de symétrie que l’on dénotera ainsi que l’opération correspondante 
par le symbole ©. Ainsi le corps humain, sans tenir compte de la dis- 


B 


A 


Fig. 156 Fig. 157 


position des organes internes, présente un plan de symétrie qui le 
partage en deux parties semblables, la partie gauche et la partie 
droite. 

L'existence dans un corps d’un axe de rotation d’un ordre quel- 
conque n’implique nullement qu'il possède aussi un plan de symétrie 
contenant cet axe. Ainsi le prisme hexagonal régulier de la figure 156 
possède six plans de symétrie passant par l’axe AB. Si on prend un 
ensemble de prismes identiques d’axe commun tournés les uns par 
rapport aux autres d’un angle arbitraire, l'axe de rotation subsistera 
toujours, mais il n’y aura plus en général de plans de symétrie passant 
par cet axe. 

4. L'opération de symétrie consistant à faire subir au corps si- 
multanément une rotation d'un angle 21/r autour d’un axe fixe et 
une réflexion dans un plan normal à cet axe s'appelle transformation 
de rotation-réflexion. Si à la suite d’une telle opération combinée le 
corps est amené en coïncidence avec lui-même, l’axe correspondant 
s’appelle axe de rotation-réflexion d'ordre n. Ainsi le système des qua- 
tre points ABCD représenté sur la figure 157 présente un axe de rota- 
tion-réflexion quaternaire. Il est évident que cet axe est aussi un axe 
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de rotation binaire. Nous dénoterons par le symbole S$, la transfor- 
mation et l'axe de rotation-réflexion. 

On constate aisément que si » est impair, l'axe de rotation-ré- 

flexion d'ordre n $, ne représente pas un nouvel élément de symétrie, 
n'étant qu’une combinaison d'un axe de rotation d'ordre nr C, et 
d'un plan de symétrie o perpendiculaire à l'axe. (11 s’ensuit qu’il 
suffit de ne considérer que les axes S, d’ordres pairs.) Répétons 7 
fois l'opération S,. Le corps tournera d’un angle 2x et subira un 
nombre impair de réflexions. Or toutes ces opérations sont équiva- 
lentes à une seule réflexion dans le plan ©. 
Comme chacune de ces opérations amène A’ AUX, y,2) 
le corps en coïncidence avec lui-même, 
l'opération o fait de même. Ce résultat dé- 
montre que le plan © est un plan de symé- 
trie du corps. Si nous faisonssubir au corps 
les opérations o et S,, il sera amené en 
coïncidence avec lui-même. Or comme l’en- 
semble des opérations o et S, équivaut à 
une rotation C,, l’axe S, doit être un axe 
de rotation d'ordre » du corps. 

5. Si à la suite d’une inversion par rap- 
port à un point © le corps est amené en 
coïncidence avec lui-même, le point © est 
dit centre de symétrie du corps. Supposons Fig. 158 
qu'un corps possède un axe de rota- 
tion-réflexion binaire S,. Démontrons que dans ce cas le point O qui 
est le point où l’axe S, coupe le plan IT est le centre de symétrie de 
ce corps. Une rotation de 180° autour de l'axe S, (fig. 158) fait 
passer le point À dans la position A’. Une réflexion dans le plan Il 
fait passer le point À’ dans la position B. Comme l’axe S, est un 
axe de rotation-réflexion, dans la position B doit se trouver un point 
du corps identique au point À. Or comme les points À et B sont 
symétriques par rapport au point ©, ce dernier est le centre de sy- 
métrie du corps. Ainsi, si un corps possède un axe de rotation-ré- 
flexion de deuxième ordre, il doit posséder un centre de symétrie. La pro- 
position inverse est également vraie: si un corps possède un centre 
de symétrie, il possède nécessairement des axes de rotation-réflexion de 
deuxième ordre en nombre infini. 

La figure 158 laisse apparaître aussi que les trois éléments de: 
symétrie : le centre de symétrie, l’axe de rotation binaire et le plan 
de symétrie orthogonal à cet axe, ne sont pas indépendants. Dès. 
que deux de ces éléments sont présents, le troisième existe néces- 
sairement. Soit en effet un corps ayant un centre de symétrie et un 
axe de rotation binaire. Si ce corps possède un point À, du fait de 
l'axe de rotation il doit posséder également le point À’ et comme 
il possède aussi un centre de symétrie, on doit y trouver les points 


34° 
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B et B'. Or comme les points À’ et B À et B° sont symétriques par 
rapport au plan Il, ce plan est plan de symétrie. 

6. Il peut arriver que par réflexion d’un corps par rapport à un 
plan on obtienne un corps identique au premier et que ces deux 
corps peuvent être amenés en coïncidence par des rotations. Mais 
il peut arriver que le corps que l’on obtient par réflexion bien que 
semblable au corps initial s’en distingue comme, par exemple, la 


O1 1€ 


h DBr BrQ h 


CL cu 
Fig. 159 


main gauche se distingue de la main droite. Aucune rotation ne per- 
mettra alors de les faire coïncider. Le premier cas se réalise chaque 
fois que le corps est suffisamment symétrique, i.e. possède un plan 
de symétrie ou un axe de rotation-réflexion et en particulier un 
centre de symétrie. Le second cas se présente lorsque ces éléments 
de symétrie manquent. La chimie organique fournit de nombreux 
exemples de substances dont les molécules étant composées des mê- 
mes atomes se présentent avec des configurations telles que l’une se 
déduit de l'autre par réflexion dans un miroir. Ces molécules sont 
appelées isomères optiques ou stéréo-isomères. T'effet porte le nom 
d’isomérie optique et fut découvert par Pasteur (1822-1895). Donnons- 
en un exemple simple. Soit une molécule de méthane CH,; elle a la 
configuration d’un tétraèdre régulier dont le centre est occupé 
par l'atome de carbone et les sommets par les atomes d'hydrogène. 
Comme la molécule de méthane possède des plans de symétrie, 
elle ne peut donner lieu à une isomérie optique. L’isomérie optique 
manquera aussi aux molécules dérivées du méthane où un atome 
d'hydrogène aura été remplacé par un atome de chlore, ou deux 
atomes d'hydrogène auront été remplacés, l’un par un atome de 
chlore, l’autre par un atome de brome. (Ces molécules possèdent au 
moins un plan de symétrie.) Mais si on remplace encore un atome 
d'hydrogène par un atome d’iode Ï on obtient la molécule de for- 
mule brute CHCIBrl qui peut exister sous forme des deux isomères 
optiques représentés sur la figure 159 (l’atome de carbone n’y est 
pas représenté). 

On peut se représenter les propriétés physiques de l’un des iso- 
mères comme découlant de celles de l’autre après réflexion par rap- 
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port à un plan. Ces propriétés ne se distinguent les unes des autres 
que dans la même mesure que la main gauche se distingue de la 
main droite. C’est ainsi qu’en solutions les isomères optiques font 
tourner le plan de polarisation d’une lumière de polarisation recti- 
ligne dans des sens opposés, l’un à droite, l’autre à gauche (si la 
lumière se propage vers l'observateur). On dit alors que le premier 
isomère est dextrogyre et le second est lévogyre. 

Les réactions chimiques entre les variétés dextrogyres de deux 
substances À et B évoluent de la même facon qu'entre les variétés 
lévogyres de ces mêmes substances, l’une est l'image reflétée de 
l'autre. L'isomère dextrogyre À réagit avec l’isomère lévogyre B 
tout comme l’isomère lévogyre À réagit avec l'isomère dextrogyre B. 
Mais l’évolution des deux premières réactions est différente de celle 
des deux dernières. Ces propriétés sont importantes pour la biologie, 
car les molécules entrant dans la composition des organismes vivants 
sont asymétriques et sont susceptibles de former des isomères opti- 
ques. 

Soient des molécules À et B qui ne sont pas des isomères opti- 
ques, mais qui forment par réaction chimique des molécules douées 
d'activité optique. Deux types de réactions sont alors possibles: 


1) A+ B= (ABaextr, 2) A+ B=—(AB6v. 


Par réflexion par rapport à un plan les molécules À et B coïnci- 
dent avec elles-mêmes, l’isomère dextrogyre AB est remplacé par 
l’isomère lévogyre et inversement. Ces réactions deviennent 


1) A+B=(ABhiév; 2) A+B=(ABaextr, 


i.e. la première réaction est remplacée par la seconde et celle-ci par 
la première. Il s'ensuit que par combinaison de À et B on obtient 
autant d'’isomères dextrogyres que d’isomères lévogyres. 


$ 130. Les réseaux cristallins 


1. La principale caractéristique des cristaux qui les distingue 
des liquides et des corps solides amorphes est que les atomes, les molé- 
cules ou les ions qui les composent y sont rangés de façon périodique. Ce 
rangement périodique correspond à l'ordre à grande distance *). 
Dans ce qui suit nous dirons pour raison de concision que les cris- 
taux sont constitués par des atomes, même s’il s'agit de molécules 
ou d'ions. L'ensemble des atomes rangés de façon périodique for- 
ment une structure périodique que l’on appelle un réseau cristallin. 
Les points où se trouvent les atomes (plus exactement les points 
autour desquels ils exécutent leurs oscillations thermiques ou de zéro) 


*) Dans les corps amorphes et liquides un arrangement ordonné des par- 
ticules n’embrasse que les atomes voisins (ordre à courte distance). 
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s'appellent nœŒuds du réseau cristallin. Si nous nous attachons seule- 
ment à la périodicité de la distribution spatiale des atomes, on peut 
omettre leur structure interne et les assimiler à des points géométri- 
ques. C'est en adoptant ce point de vue que l’on introduit la notion 
de réseau spatial. C'est Auguste Bravais (1811-1863), mathématicien 
et physicien français, qui introduisit cette notion dans la cristal- 
lographie. Cette notion reçut une confirmation expérimentale indi- 
recte en 1912 dans les célèbres expériences sur la diffraction des 
rayons X de Laue (1879-1960) et de ses collaborateurs Friedrich 
(1883-1968) et Knipping (1883-1935). 

2. Pour mettre en évidence la symétrie interne des cristaux nous 
supposerons que les réseaux cristallins sont indéfiniment grands. La 
périodicité d’un réseau se manifeste dans l'existence d’une symétrie 
de translation ; cela signifie qu'il existe trois vecteurs non coplanai- 
res y; Gy, 3 tels qu’une translation du réseau d’un vecteur 


T = hd + ado + LAUET (130.1) 


OÙ Ps M2, #4 sont des entiers quelconques (les zéros y compris), 
l'amène en coïncidence avec lui-même. Ces déplacements sont appe- 
lés translations, le vecteur T' étant le vecteur de translation. Si on 
fixe les directions des vecteurs a,, a,, a, et si leurs longueurs sont 
aussi courtes que possible, on pourra par une succession de transla- 
tions élémentaires le long de ces directions reconstituer tout le réseau 
cristallin ; les vecteurs à,, à,, a; sont les vecteurs fondamentaux (ou 
vecteurs de base) et leur ensemble constitue la base du réseau. Le paral- 
lélépipède d'arêtes a,, &:, a, est le parallélépipède de base. Si on 
connaît la nature et la position des atomes contenus dans une maille, 
on définit la base du réseau cristallin. Les longueurs des arêtes a, b, c 
sont les périodes fondamentales du réseau. 

Si la maille renferme huit atomes occupant ses sommets mais 
2e contient aucun atome au milieu du volume ou au milieu de ses 
faces, on dit que c’est une maille simple ou primitive (fig. 160). Tou- 
tes les autres mailles ne répondant pas à cette définition sont dites 
multiples. Ces mêmes termes sont utilisés pour désigner les réseaux 
et les parallélépipèdes correspondants. Comme chacun des sommets 
d’une maille simple est commun à huit mailles, chaque maille sim- 
ple ne contient qu’un seul atome. Le réseau cristallin primitif est 
appelé aussi réseau de Bravais. On peut le bâtir en partant d’un seul 
point auquel on applique toutes sortes de translations parallèles aux 
arêtes a, b, c du parallélépipède de base. Tout réseau cristallin com- 
posé peut être considéré comme un ensemble de réseaux de Bravais 
imbriqués les uns dans les autres. 

3. Le choix de La base et par suite celui de la maille élémentaire 
n’est pas déterminé de façon unique. Démontrons-le en prenant pour 
exemple un réseau bidimensionnel (fig. 161). On peut prendre pour 
maille élémentaire par exemple les parallélogrammes ABCD et 
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ACED. Dans les deux cas la maille élémentaire contient le même 
nombre d’atomes des différentes espèces (un atome de l'espèce 1, 
un atome de l'espèce 2 et un atome de l'espèce 3). En général on 


Fig. 160 


peut (prendre pour vecteurs fondamentaux a;, «,, a; toutes les com- 
binaisons linéaires non coplanaires des vecteurs a, a;, a définis 
par (130.1). Les directions des vecteurs a;, a,, a; étant fixées, ce qui 
importe c’est que leurs longueurs 
soient minimales. Le nombre 
d’atomes de chaque espèce sera 
alors le même dans les deux 
mailles élémentaires et toutes 
les mailles élémentaires du ré- 
seau cristallin auront même vo- 
lume. En effet le volume d’une 
maille élémentaire est v = nV/N, Fig. 161 

où n estlenombre total d'atomes 

dans la maille élémentaire, N le nombre d'atomes contenus dans 
le cristal et V le volume de ce dernier. Or la quantité nV/N ne 
dépend pas du choix de la base. 

4. Connaissant la forme d’un réseau spatial il n’est ‘pas toujours 
facile d'en conclure si c’est un réseau primitif ou multiple. Considé- 
rons un exemple utile à la suite de notre exposé. Soit un réseau spa- 
tial primitif dont le parallélépipède de base est droit, d'arêtes 
a, b,c (cf. fig. 164, troisième rangée). C’est le réseau orthorhombique 
simple. Plaçons un point au milieu de chaque maille élémentaire ; 
on obtient ainsi un réseau orthorhombique centré. Si on place un 
point au centre de chacune des faces de la maille élémentaire on 
obtient un réseau orthorhombique à faces centrées. À première vue on 
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pourrait penser que ces deux réseaux sont multiples ; or ce sont des 
réseaux simples et nous allons le démontrer de façon simple. 
. Les nœuds d’un réseau centré peuvent être définis par les expres- 
sions 
= ma + nb + nc (130.2) 
et 


1 41, A) 
r=(m++)at(m+s)b4+(nts)e. (130.3) 
Choisissons une nouvelle base du réseau : 
A Nm. (130.4) 


a’ = -— —— 


2 % 2 ; 


ce qui revient à adopter pour vecteurs fondamentaux les vecteurs 
reliant un sommet d’un des parallélépipèdes aux centres de trois 
parallélépipèdes contigus à ce sommet. On aura alors 


a=b+c, b=c+a, c—a + b’ 
de sorte que (130.2) et (130.3) s’écriront 


r = (Re +R) à" + (ns + m3) 0 + (ns + m2) €”, (130.22) 
r=(n + ns +1)a + (ns + on +1)" + (ni + m + 1) ce. 
(130.2b) 


Or ces deux expressions sont contenues dans l’équation r — m,a’ + 
+ mb’ + mac’ si M1, M,, ms peuvent prendre toutes les valeurs 
entières possibles. Il en résulte que les réseaux centrés sont simples. 

On peut utiliser un raisonnement analogue pour le réseau à faces 
centrées à condition que les nouveaux vecteurs fondamentaux soient 
les vecteurs reliant un sommet du parallélépipède aux centres des 
faces contiguës à ce sommet, par exemple 


, _ b+c __c+a , _ a+b 
= —, be, c=—<—. (130.5) 


a ; 


Le parallélépipède droit initial peut être choisi pour maille 
élémentaire du réseau orthorhombique simple, mais il ne pourra 
l'être pour les réseaux centrés et à faces centrées, car par translation 
des vecteurs fondamentaux &, b, € on ne peut reproduire tous les 
nœuds du réseau. Mais on y arrive par translation des vecteurs 
définis par (130.4) et (130.5). Aussi adoptera-t-on pour maille élé- 
mentaire du réseau centré celle définie par (130.4) et pour maille 
élémentaire du réseau à faces centrées la maille définie par (130.5). 

Pour les réseaux centrés et à faces centrées les parallélépipèdes 
élémentaires seront en général obliques. Considérons le cas particu- 
lier où le parallélépipède droit initial se réduit à un cube (cf. fig. 164, 
première rangée). L'angle & entre deux vecteurs fondamentaux voisins 
(130.4) (angle entre les diagonales spatiales du cube) sera défini 
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par l'équation sin (&/2) — 1/V3, d'où & — 70°32’. Les vecteurs 
de base (130.5) forment entre eux des angles égaux à 60° (angles 
entre les diagonales des faces voisines du cube). Aïnsi les réseaux 
centrés et à faces centrées qui dérivent d’un réseau cubique simple 
seront des réseaux primitifs. Mais ils ne seront pas pour autant des 
réseaux cubiques simples. 

5. Pour chaque réseau primitif on peut construire un parallélé- 
pipède dit réduit par le procédé suivant. Considérons tous les vec- 
teurs reliant deux à deux tous les 
nœuds du réseau. Choisissons par- 
mi ces vecteurs celui qui est le 
plus court et prenons-le pour vec- 
teur &,, puis un autre vecteur aussi 
court que possible non colinéaire 
au vecteur 4, et que nous pren- 
drons pour vecteur a.,. Nous choisi- 
rons encore un vecteur de longueur 
minimale a, non coplanaire aux vec- 
teurs a, et a,. Avec les vecteurs Fig. 162 
fondamentaux 4&,, &+, &G3 ainsi 
choisis nous construisons un parallélépipède; ces vecteurs et 
ce parallélépipède sont dits réduits. La caractéristique essentielle 
de ce parallélépipède est que c'est la maille primitive du réseau. Pour: 
le démontrer remarquons d'abord que les sommets de toutes les 
mailles occupent les nœuds du réseau. Supposons maintenant qu'il 
existe à l’intérieur du parallélépipède réduit un nœud M (fig. 162). 
Abaïssons du point M la perpendiculaire HAN sur la face la plus pro- 
che du parallélépipède. Abaissons du pied NW de cette perpendiculaire 
une autre perpendiculaire VP sur l’arête la plus proche de cette face 
contenant le point V. Enfin relions le point P à l'extrémité O la 
plus proche de l’arête considérée. Il ressort de cette construction que. 
les longueurs des segments orthogonaux MN, NP et PO ne peuvent 
être supérieures à la moitié de la longueur 44/2 de l’arête la plus lon- 
gue du parallélépipède réduit. En vertu du théorème de Pythagore 


= —> 

OM< V3 ag/2 << as, par conséquent le vecteur OM reliant les 
nœuds O et M est plus court que le vecteur a, et n’est pas coplanaire 
aux vecteurs 4, et a,. Or ce résultat est en contradiction avec l'hy- 
pothèse que la base a, &,, a, est réduite. Des considérations analo- 
gues relatives aux réseaux linéaires et plans montrent qu'un parallé- 
lépipède réduit ne peut avoir de nœuds ni sur ses arêtes ni sur ses 
faces. Ce théorème montre que le parallélépipède réduit peut servir 
de base pour les réseaux. 

6. Dans les calculs il est souvent commode d'introduire à côté du réseau 


spatial le concept de réseau réciproque. C’est un réseau auxiliaire de points dont 
les vecteurs fondamentaux sontfen relation de réciprocité avec les vecteurs. 
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is y, 43 du réseau spatial, i.e. 


__ [&@s]l ___ [aa] TE CA 
= Taajay' À Qaalap! À Qoajag  (40-6) 


{voir t. I, $ 7, problème 9). Les volumes du parallélépipède de base des réseaux 
direct et réciproque sont liés par la relation 


VY* = 1. (130.7) 
PROBLÈME 


Démontrer que le réseau réciproque ne dépend pas du choix de la maille 
élémentaire. 
Solution. Adoptons une maille élémentaire définie par les vecteurs 


Aj—= dy + nor, =» A$—Gs. (130.8) 


Comme les volumes V des mailles définies par les deux groupes de vecteurs sont 
égaux, les vecteurs fondamentaux du réseau réciproque sont: 


4 ee 
aj* = TT [asas] = a?, 
as;* mn aia:]= 1 {a a 1]+—2 {a a ]=ai—n aÿ 
2 V 871 V 871 TV 82 2 2%19 
ans fata= 1 [a;as]= af 
É] Y 172 y 1%2 C 


Dans le réseau réciproque on peut utiliser un nouvel ensemble de vecteurs fon- 
damentaux : 
bi — aï, bi as +nai= a, bj—af. 


Or ces vecteurs sont ceux définis par (130.6), par suite les réseaux réciproques 
correspondants sont les mêmes. Dans le cas général pour passer à une base diffé- 
rente on utilise des transformations telles que (130.8), de sorte que le résultat 
énoncé reste toujours valable. 


$ 131. Systèmes cristallins 


1. Tout réseau cristallin possède outre la symétrie de transla- 
tion d’autres éléments de symétrie. Ainsi tout réseau spatial simple 
possède un centre de symétrie. On se rend aisément compte que 
dans ce cas le centre de symétrie peut se trouver soit à l’un des som- 
mets ou au centre du parallélépipède élémentaire, soit au milieu 
de ses arêtes ou de ses faces. La base définit le réseau primitif de 
façon univoque. L’inverse n’est pas vraie car pour un réseau donné 
la maille élémentaire n'est pas déterminée de façon unique et on 
peut la définir d’une infinité de façons. De ce fait la symétrie de la 
maille élémentaire n'est généralement pas identique à celle du réseau 
auquel elle donne naissance. 
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2. Les corps de dimensions finies, les molécules par exemple, 
peuvent présenter des axes de rotation et des axes de rotation-ré- 
flexion de tout ordre. Les réseaux cristallins illimités, qu’ils soient 
simples ou multiples, disposant d’une symétrie de translation, se 
comportent différemment. Un 


réseau cristallin ne peut compor- 8’ A 
ter que des axes de rotation et de Q= — De 


rotation-réflexion des 21ème, $ième, f 

4ième ef Gième ordres. Aucun autre / 

axe ne peut y être décelé. Pour le F 7. 
démontrer prenons deux nœuds À Fer 
voisins identiques À et B d'une x “fn En 17 


rangée AB de nœuds qui est la 

droite comprenant un nombre in- Fig. 163 
fini d’atomes du réseau (fig. 163). 

Si un axe de rotation d'ordre #7 passe par le point À, une droite 
parallèle jà cet axe passant par le point B sera aussi un axe 
de rotation d’ordre ». Fixons ces axes dans l'espace et convenons de 
les désigner par axes À et B. Faisons tourner tout le réseau autour de 
l'axe B d’un angle ® = p, — 2n/n. L’atome qui occupait la posi- 
tion À passe dans la position 4’, le réseau tout entier est amené en 
coïncidence avec lui-même. La position où se trouvait l'atome À 
sera occupée par un atome identique. Faisons tourner le réseau autour 
de l’axe À du même angle mais dans le sens opposé. Le réseau 
sera amené de nouveau en coïncidence avec lui-même. L'atome qui 
occupait la position B se retrouvera dans la position B’ et les atomes 
qui se trouvaient en B et À’ y seront remplacés par des atomes identi- 
ques. Si les points 4’ et B’ coïncident on aura q = 60° et les axes 
À et B seront des axes de rotation sénaires. Mais si les points A’ et 
B' ne coïncident pas, la droite B’A’ correspond à une rangée de 
nœuds puisqu'elle est parallèle à la droite AB. Comme par défi- 
nition À et B sont des nœuds identiques et voisins appartenant à la 
rangée AB, le segment AB est la période fondamentale des rangées 
AB et B'4'. Par conséquent la longueur B’A' doit être un multiple 
de la longueur AB. Mais comme B'A' = AB (1 — 2 cos œ), la quan- 
tité {—2 cos p doit être un nombre entier (le cas où elle est nulle, 
i.e. cos p — !/,, a été considéré ci-dessus). Or ceci n'est possible 
que si et seulement si cos q = 0, —1/,, —1. À ces valeurs correspon- 
dent des angles de rotation m — 90°, 120°, 180°, donc les axes de 
rotation quaternaire, ternaire, binaire. En associant à chacune 
des rotations une réflexion par rapport à un plan, il est facile d'éten- 
dre la démonstration ci-dessus aux axes de rotation-réflexion. 

3. Un réseau spatial multiple est composé de plusieurs réseaux 
simples (réseaux de Bravais). D’après leur symétrie tous les cristaux 
peuvent être rangés dans sept systèmes cristallins. Il s’agit ici de la 
symétrie ponctuelle qui inclut tous les éléments de symétrie à l’exclu- 
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sion des opérations de translation, i.e. le centre de symétrie, les plans 
et les axes de rotation de différents ordres. En fait ce classement 
s'effectue d’après le nombre d’axes de rotation de différents ordres 
que possèdent les réseaux de Bravais. 

Notons que la symétrie des réseaux spatiaux ne coïncide pas 
nécessairement avec celle de la maille élémentaire du réseau. Bra- 
vais remarqua cependant que dans tout réseau simple, le réseau 
hexagonal excepté, on peut construire un parallélépipède caracté- 
risé par les mêmes éléments de symétrie (translation exceptée) que 
ceux du réseau. Le plus petit de ces parallélépipèdes est la maille de 
Bravais. Si le parallélépipède se réduit à un cube, la maille de Bra- 
vais est un cube. Bravais démontra qu’il existe six types de réseaux 
simples (ou primitifs) dont la maille de Bravais est simple. Si on 
y adjoint le réseau hexagonal on obtient en tout sept types de réseaux 
cristallins incluant toutes les combinaisons possibles des éléments 
de symétrie du réseau de Bravais. Le fait de centrer les parallélépipè- 
des de Bravais ou leurs faces ne modifie pas la symétrie des réseaux, 
mais fait apparaître encore 7 autres types de réseaux de Bravais. 
Il existe donc 14 types de réseaux de Bravais qui se répartissent 
parmi sept systèmes cristallins. Nous allons définir maintenant ces 
systèmes et les réseaux de Bravais correspondants. 

Système cubique. Les réseaux de ce système présentent 
le plus haut degré de symétrie. Le parallélépipède de Bravais est 
dans ce cas un cube.(fig. 1464). On connaît trois réseaux de Bravais 
du système cubique: réseau cubique simple (que l'on note P, de 
primitif), réseau cubique centré (que l’on note 7, de innen), réseau 
cubique à faces centrées (que l’on note F, de face). Nous avons indi- 
qué au $ 130, pt. 4 que le parallélépipède de Bravais d’un réseau 
cubique simple est simultanément sa maille élémentaire définie 
par les vecteurs fondamentaux. Pour les deux autres réseaux cubiques 
les parallélépipèdes fondamentaux sont obliques et présentent donc 
un degré de symétrie plus petit que celui du réseau. Pour ces trois 
réseaux cubiques la longueur de l’arête du cube de Bravais est le 
seul paramètre spatial caractéristique du réseau. Cette longueur est 
le paramètre de réseau que l’on note généralement a. Les réseaux 
cristallins du système cubique possèdent 13 axes de rotation : 6 axes 
binaires, 4 axes ternaires et 3 axes quaternaires. Les axes binaires 
relient les centres des arêtes opposées du cube de Bravais; les axes 
ternaires relient les sommets opposés et les axes quaternaires relient 
les centres des faces opposées. 

Système tétragonal (ou quadratique). 
Le parallélépipède de Bravais est un prisme droit à base carrée 
(fig. 164). À côté du réseau simple (P) on trouve le réseau quadrati- 
que centré (7). Le centrage des bases ne produit pas de nouveaux 
réseaux, puisqu'il conduit à la division du réseau initial en deux 
réseaux simples de même type que le réseau initiali(fig. 165). Le 
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centrage de toutes les faces du réseau initial ne fait que le transfor- 
mer en plusieurs réseaux. Il existe donc deux réseaux de Bravais pour 
les systèmes quadratiques : l’un simple et l’autre centré. Ces réseaux 
possèdent quatre axes de rotation binaires et un axe de rotation qua- 
ternaire. Ce dernier relie les centres des bases carrées, tandis que 
les axes binaires relient les centres des faces latérales et les milieux 


Fig. 165 Fig. 166 


des arêtes des mailles de Bravais. Un réseau tétragonal est défini 
par deux paramètres: la longueur a du côté de la base carrée de la 
maille et sa hauteur c. | 

Système hexagonal (le réseau est noté H). Pour les 
cristaux de ce système la notion de parallélépipède de Bravais est 
dénuée de sens. Le parallélépipède fondamental est un prisme droit 
à base sous forme de losange d'angle 60° (fig. 166). Or ce parallélé- 
pipède ne reflète pas la symétrie de réseau. Pour que la symétrie du 
réseau soit convenablement rendue on associe trois parallélépipèdes 
losanges afin d'obtenir un prisme hexagonal régulier. Ce dernier 
caractérise convenablement la symétrie du réseau hexagonal. Les 
nœuds occupent les sommets et les centres des bases des prismes 
hexagonaux. Un réseau hexagonal est défini par deux paramètres : 
la longueur a d’un côté de la base et la hauteur c du prisme. Le ré- 
seau À possède un axe de symétrie sénaire et six axes de rotation 
binaires perpendiculaires à l’axe sénaire. 

Système rhomboédrique (les réseaux rhomboédri- 
ques sont dénotés par le symbole R). La maille de Bravais est un 
rhomboëèdre que l’on peut produire par compression ou extension. 
d'un cube le long de sa diagonale spatiale. Toutes les faces du rhom- 
boèdre sont des losanges égaux. L'’unique réseau de Bravais de ce 
système est simple et se trouve défini par deux paramètres : la lon- 
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gueur a des arêtes de la maïlle de Bravais et l'angle & entre ces arêtes 
(pour & — 90° le rhomboëdre se transforme en cube). Les quatre 
diagonales spatiales du cube sont des axes de rotation ternaires. A la 
suite d’une compression ou d’une extension du cube le long de l’une 
de ces diagonales, cette dernière reste axe de symétrie ternaire, 
tandis que les trois autres diagonales deviennent des axes binaires. 
Les sept autres axes de symétrie du cube cessent de l'être. Ainsi le 
réseau rhomboédrique ne possède que quatre axes de rotation — 
un axe ternaire et trois axes binaires. 

Système orthorhombique. Le parallélépipède de 
Bravais est rectangle avec des arêtes de longueurs différentes a, b, c 
qui sont les paramètres de ce réseau. Il existe quatre types de réseaux : 
simple (P), centré (1), à bases centrées (C) et à faces centrées (F). II 
y a trois axes de symétrie qui sont parallèles aux arêtes du parallé- 
lépipède de Bravais; ce sont des axes binaires. 

Système monoclinique. Le parallélépipède de Bra- 
vais est droitet sa base est un parallélogramme arbitraire. Ce réseau 
est défini par quatre paramètres : les longueurs a, b, c des arêtes du 
parallélépipède de Bravais et l’angle $ entre deux de ces arêtes (les 
deux autres angles sont droits). Le réseau ne possède qu'un seul axe 
de symétrie qui est du deuxième ordre et qui relie les centres des 
bases de la maille de Bravais. 

Système triclinique. On ne connaît que des réseaux 
simples (P). Le parallélépipède de Bravais est de forme quelconque. 
Les réseaux de ce système présentent le plus faible degré de symétrie 
de tous. On n’y trouve qu'un centre de symétrie et aucun axe de symé- 
trie. Les paramètres de réseau sont : les longueurs a, b, c des arêtes 
de la maille de Bravais et les angles «, f, y entre ces arêtes. 


» 
Nombre d re symétrie Nombre total 


Systèmes d'axes de 
| symétrie 
2 | s | 4 le 
Cubique | 6 & 3 — | 143 
Quadratique 4 — 1 _— 5 
Hexagonal 6 — — 1 7 
Rhomboédrique 3 1 — — & 
Orthorhombique 3 — _ — 8 
Monoclinique 1 _ —_ _— 1 
Triclinique — _ | _— — — 


L'appartenance d’un réseau de Bravais à l’un ou l’autre système 
cristallin est indiquée de façon univoque par le nombre et la nature 
des axes de symétrie, ainsi qu'il ressort du tableau ci-dessus. 

Bravais avait déduit les 14 types de réseaux de considérations 
purement géométriques sans faire intervenir aucun principe de phy- 
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sique. On peut donc dire que les réseaux de Bravais sont des réseaux 
géométriquement possibles. On les décèle tous dans la Nature mais 
par observation directe et non par des études géométriques. Cette re- 
marque concerne aussi le paragraphe suivant. 
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1. Les réseaux spatiaux simples que l’on trouve dans tout réseau 
cristallin multiple peuvent en différer notablement par leur symé- 
trie. Soit ‘un réseau quadratique simple dont la base est représentée 
sur la figure 167, a. Par chaque nœud passe un axe de symétrie qua- 


a) 


Fig. 167 


ternaire, orthogonal au plan du dessin. Superposons à ce réseau deux 
autres réseaux simples identiques comme indiqué sur la figure 167, b. 
Si les nœuds du premier réseau simple se trouvent au milieu des nœuds 
des ‘deux autres réseaux simples, l’axe quaternaire du réseau initial 
devient dans le réseau multiple axe binaire. S’il n’en est pas ainsi 
l'axe de rotation initial disparaît totalement. Dans les deux cas la 
symétrie diminue. 

2. Il est possible que de nouveaux éléments de symétrie apparais- 
sent ‘dans un réseau multiple ; ce sont notamment les axes hélicoïdaux 
<t les plans de glissement. Un axe hélicoïdal d'ordre n est une droite 
par rotation autour de laquelle d’un angle 2x/n et par translation de 
longueur définie parallèlement à cette droite le réseau est amené en 
<oïncidence avec lui-même. A titre d'exemple on a représenté sur la 
figure 168 trois axes hélicoïdaux quaternaires. Le premier de ces axes 
est « droit », le suivant est « gauche ». Si on regarde le long d’un axe 
hélicoïdal dans le sens des translations, pour amener le réseau en 
<oïncidence avec lui-même on devra dans le premier cas effectuer 
une rotation de 90° à droite et dans le second cas à gauche. Dans le 
troisième cas la rotation peut être effectuée dans les deux sens. Ainsi 
le quartz existe sous forme de deux variétés, l'une caractérisée par 
un axe hélicoïdal « droit » et l’autre par un axe hélicoïdal « gauche ». 
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C'est un cas particulier de l’énantiomorphisme des cristaux. C'est un 
effet analogue à celui de l’isomérie optique des molécules (cf. $ 129) 
et consistant en ce qu’il existe des réseaux cristallins qui sont images 
l’un de l'autre par rapport à un miroir passant par l'axe; ces images 
ne peuvent être amenées en coïncidence par aucune rotation spatiale. 


Fig. 168 


De même que pour les molécules l'énantiomorphisme n'existe que 
pour des réseaux ne possédant ni plans, ni centres, ni axes de rota- 
tion-réflexion. 

On définit le plan de glissement en considérant une réflexion sur 
un plan combinée avec une translation donnée dans une direction 
parallèle au plan, qui amènent le réseau en coïncidence avec lui- 
même. 

8. Un réseau spatial multiple présente ainsi une symétrie de 
translation en plus d’autres éléments de symétrie tels les axes de 
rotation et hélicoïdaux, les axes de rotation-réflexion, les plans de 
symétrie simple et de glissement. L'ensemble de tous les éléments de 
symétrie d’un réseau spatial forme son groupe spatial. La connaissance 
du groupe spatial d’un cristal caractérise le plus complètement sa 
structure interne. En se fondant sur des considérations géométriques, 
E. S. Fedorov (1853-1919) démontra en 1890 qu'il ne peut exister que 
230 groupes spatiaux qui se répartissent entre les systèmes cristallins 
de la façon suivante : cubique — 36, quadratique — 68, hexagonal — 
27, rhomboédrique — 59, orthorhombique — 25, monoclinique — 
43, triclinique — 2. 

Parmi les 230 groupes 11 couples ne diffèrent que par.le sens de 
rotation des axes hélicoïdaux; ce sont les groupes énantiomorphes. 
I1 semble que tous les 230 groupes ne se retrouvent pas dans la Nature 
puisqu'on ne peut faire correspondre aucun cristal à 53 groupes. 

4. Définissons maintenant la notion de classe des réseaux cris- 
tallins. La structure atomique des substances ne se manifeste pas 
dans nombre de phénomènes physiques. Ces phénomènes dits. macros- 
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copiques se laissent décrire en considérant les corps comme des milieux 
continus que l’on caractérise par des paramètres macroscopiques. C’est 
le cas de la dilatation thermique des corps ou de leurs déforma- 
tions. 

En cristallographie l'approche fondée sur la notion de milieu con- 
tinu est un cas limite du réseau cristallin. Les distances entre nœuds 
voisins ne figurent pas parmi les paramètres caractérisant les pro- 
priétés d’un milieu continu. Ces distances sont alors considérées 
comme des quantités infiniment petites que l’on peut négliger. Mais 
les rapports de ces distances sont des quantités finies et peuvent 
servir de paramètres macroscopiques des milieux continus. Soit un 
réseau quadratique simple. Il a pour paramètres microscopiques les 
longueurs a et c des arêtes de la maille élémentaire (cf. fig. 164). On 
peut prendre aussi pour paramètres de ce réseau la longueur a de 
l’arête et le rapport e — c/a. En passant à un milieu continu le para- 
mètre a s’annuleet doit donc être éliminé (a — 0). Il ne subsiste 
qu'un seul paramètre macroscopique & qui conserve une valeur finie 
lors du passage à la limite. Il est clair que le milieu continu auquel on 
aboutit ainsi sera homogène mais anisotrope. 

Dire qu’un milieu est homogène c’est affirmer que tous ses points 
sont identiques. Toute translation parallèle à n'importe quelle dis- 
tance et dans n’importe quelle direction amène le milieu en coïnci- 
dence avec lui-même. Il s'ensuit que dans une classification des cris- 
taux fondée sur la symétrie de leurs propriétés macroscopiques on 
peut exclure les translations parallèles car elles ne sauraient révéler 
aucune propriété spécifique permettant de distinguer un cristal de 
l’autre. 

Dire que le milieu cristallin est anisotrope c’est affirmer qu'un 
certain nombre de ses propriétés dépendent de la direction selon la- 
quelle on les observe. Suivant certaines directions ces propriétés peu- 
vent être cependant identiques. On dira alors que le cristal considéré 
comme un milieu continu présente une certaine symétrie. Si, par exem- 
ple, un réseau cristallin possède un centre, un plan et un axe de 
symétrie, ce dernier d'ordre », ces éléments de symétrie se conser- 
vent à la limite où le cristal est assimilé à un milieu continu. Le 
caractère spécifique des milieux continus consiste en ce que, du fait que 
les arêtes du parallélépipède fondamental se réduisent à des points, 
disparaît toute différence entre les axes de rotation simples et les axes 
hélicoïidaux ainsi qu'entre les plans de symétrie simples et les plans de 
glissement. Dans un milieu continu ne subsistent que les éléments 
de symétrie suivants: centres et plans de symétrie, axes de rotation 
et de rotation-réflexion. L'ensemble de ces éléments de symétrie du 
réseau cristallin considéré comme un milieu continu constitue ce 
que l'on appelle les classes de symétrie. Il est évident que l’on peut 
déduire la classe de symétrie d’un réseau cristallin de son groupe 
spatial à condition d'ignorer toutes les translations et de ne pas faire 
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de différence entre les axes de rotation simples et les axes hélicoïdaux 
et entre les plans de symétrie simples et les plans de glissement. 

IL peut exister 32 classes de symétrie qui se répartissent entre les 
7 systèmes cristallins de la façon suivante : cubique — 5, quadrati- 
que — 7, hexagonal — 7, rhomboédrique — 5, orthorhombique — 
8, monoclinique — 3, triclinique — 2. Parmi les différentes classes 
appartenant à un système donné il en est un qui présente la symétrie 
complète du système (i.e. la symétrie propre à son réseau 
simple). 

5. [llustrons ces considérations par un exemple où l’anisotropie 
du cristal se reflète dans celle de ses propriétés physiques. Si le réseau 
est cubique, sa dilatation thermique sera la même suivant toutes les 
directions parallèles aux arêtes du cube. Cela signifie qu'à l’échauf- 
fement un réseau cubique reste cubique. Dans le cas d’un réseau qua- 
dratique (a -Æ c) les coefficients de dilatation thermique seront diffé- 
rents suivant les directions des arêtes a et c. A l’échauffement le 
rapport c/a doit donc varier. 

Supposons qu'à une certaine température les longueurs des arêtes 
cet a sont peu différentes (a << c). Supposons encore qu’à l’échauffe- 
ment le cristal se dilate suivant l'arête c plus lentement que suivant 
les directions orthogonales à c. Il doit exister alors une température 
T = T, où les longueurs des arêtes a et c deviennent égales. Le ré- 
seau se modifie d’une façon continue et à la température T. il ne se 
produit ni variation de densité ni dégagement de chaleur. Mais à 
cette température la symétrie du réseau se modifie brusquement : le ré- 
seau quadratique se transforme en réseau cubique. La valeur de 7, 
peut donc en principe être exactement déterminée. Si à plus haute 
température le réseau reste cubique, on peut affirmer qu’à la tempé- 
rature T = T, s’est réalisée une transformation de phase ne s'accom- 
pagnant ni de variation de densité ni de dégagement ou d’absorption 
de chaleur; c’est ce qu'on appelle une transition de phase de second: 
ordre. Le changement de la symétrie du réseau peut donner lieu à un 
saut du coefficient de dilatation volumétrique du réseau, puisqu'un 
réseau cubique se dilate autrement que le réseau quadratique dont 
il est issu. La capacité calorifique du réseau peut également varier 
par saut. Cet exemple imaginé par L. D. Landau (1908-1968) illus- 
tre fort bien la nature physique des transitions de phase de second 
ordre. Notons que lors d’une transition de phase de premier ordre 
le réseau cristallin est soit détruit (fusion) soit changé par saut. 
(transformations polymorphiques). Ces transformations s'accompa- 
gnent de variations de volume et d'effets thermiques. 
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1. Pour déterminer les positions des atomes dans un réseau cris- 
tallin on utilise des systèmes de coordonnées rectilignes spéciaux 
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appelés systèmes cristallographiques. On prend pour origine des coor- 
données un des nœuds du réseau et pour axes de coordonnées les arê- 
tes du parallélépipède de Bravais. Pour les cristaux monocliniques et 
tricliniques le choix de la maille de Bravais n'est pas univoque. 
Dans le cas de cristaux de syngonie hexagonale on prend pour axes X 
et Y les côtés de la base du parallélépipède primitif faisant entre 
eux un angle de 420° et pour axe Z une arête orthogonale à cette base. 
Dans le cas de cristaux monocliniques on prend pour axe Z une arête 
orthogonale à la base du parallélépipède de Bravais. Dans le cas de 
cristaux cubiques, quadratiques et orthorhombiques les systèmes de 
coordonnées sont rectangulaires et dans les autres syngonies on utilise 
les systèmes de coordonnées obliques. Les longueurs des arêtes des 
parallélépipèdes de Bravais sont prises pour unités de longueur le 
long des axes de coordonnées, ce qui implique que les unités de lon- 
gueur sont différentes pour les différents axes de coordonnées. Ainsi 
les coordonnées d'un atome se trouvant au centre de la maille de 
Bravais d'un cristal orthorhombique sont: (1/,, 1/,, 1/,) et celles 
d'un atome se trouvant au centre de la face XY de cette même maille 
sont (1/,, !/,, 0). Les coordonnées cristallographiques sont utilisées 
également pour caractériser les directions des plans réticulaires 
et celles des lignes des nœuds du réseau. 

On appelle plan réticulaire tout plan comportant une infinité 
d'atomes du réseau. Ne sont d'importance pratique que les plans 
réticulaires de grande densité réticulaire. Les faces naturelles d'un 
cristal sont parmi les plans réticulaires de grande densité pour un 
réseau donné *}. Les plans réticulaires jouent un grand rôle en radio- 
cristallographie et en neutronographie. On appelle rangée toute droite 
sur laquelle on trouve une infinité d’atomes du réseau. Ce sont les 
rangées de plus grande densité d'atomes qui présentent le plus 
d'intérêt. 

2. Caractérisons maintenant les directions des plans réticulaires 
des cristaux. Par définition tous les plans parallèles ont même direc- 
tion. On peut donc toujours trouver üun plan passant par un nœud 
donné du réseau. Il en résulte que sans restreindre la généralité on 
peut caractériser les directions des plans réticulaires par étude des 
réseaux simples. Dans ces réseaux les coordonnées de tous les nœuds 
s'expriment par des nombres entiers. Tout plan réticulaire se laisse 
décrire par une équation de la forme 


x y z : 
++, (133.1) 


*) Un cristal n'acquiert une forme naturellement régulière que si sa crois- 
sance s’effectue librement. Une distribution non uniforme de la température, de 
la concentration des solutés au sein de la solution où croît le cristal, la présence 
d'impuretés ou d'obstacles mécaniques, etc., entraînent une croissancé plus 
Pape de certaines faces du cristal, et le cristal prend alors une forme irré- 
gulière. 
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où À, B, C sont les longueurs des segments (en unités de longueurs 
définies plus haut) coupés sur les axes cristallographiques par le plan 
considéré. Ces longueurs s'expriment toujours par des nombres ration- 
nels (positifs ou négatifs). Pour le démontrer considérons sur le plan 
(133.1) trois nœuds quelconques non colinéaires. En portant les coor- 
données (nombres entiers) de ces nœuds dans (133.1) on obtient trois 
équations linéaires dont les inconnues sont 1/4, 1/B, 1/C et dont les 
coefficients sont des nombres entiers. Comme ces équations définis- 
sent univoquement ces inconnues comme des nombres rationnels, 
l’équation (133.1) peut être prise sous la forme 


hx + ky + lz= D, (133.2) 


où les coefficients k, k, L sont des nombres entiers. On peut admettre 
qu'ils n’ont pas de facteur commun, car on pourrait toujours les divi- 
ser par ce facteur commun. Les nombres entiers », k, ! ainsi obtenus, 
qui définissent de façon univoque la direction d’un plan réticulaire 
sont appelés indices de Miller ou indices tout court. L'ensemble des 
indices de Miller d'un plan réticulaire est généralement placé entre 
parenthèses, par exemple (hk!). Si l’un des indices est négatif, on 
place le signe moins (—} au-dessus de l'indice (1, 3, etc.). 

Considérons à titre d'exemple un réseau cubique (fig. 169). La 
face hachurée du cube est définie par l'équation y — 1 ou Ox + {y + 
+ 0z = 1. Ses indices sont donc (010). Les indices des autres faces du 
cube sont : (100) et (001). Le plan diagonal OBC est défini par l’équa- 
tion x — y = 0 et a donc pour indices (110). Les indices du plan 
ABC sont (111). 

3. Nous avons mentionné plus haut que toute face naturelle d’un 
cristal est un plan réticulaire. Considérons deux faces naturelles quel- 
conques d’un cristal d'indices (kkl) et (h'k'l'). Soient 4, B, C et 
A’, B’, C' les longueurs des segments que ces faces interceptent 
sur les axes de coordonnées du réseau. D’après (133.2) ces longueurs 
ne inversement proportionnelles aux indices de Miller correspon- 

ants, i. e. 


AS A 
LU de 
Lors 4) A 

ANBiC= ri. 


En divisant membre à membre on obtient 


ir. (133.3) 
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Cette dernière relation doit être vérifiée quelles que soient les unités 
de longueur choisies pour mesurer les segments À et 4’, B et B, 
Cet C’, puisque les valeurs des rapports A’/A, B'/B, C'IC 
17 ne dépendent pas du choix des 
[ D4tnm unités. On pourrait notamment 
wesurer toutes ces longueurs 
avec la même unité. En mui- 
tipliant par le multiple com- 
mun des nombres k’,k",l'le 
second membre de (133.3) sera 
ramené au rapport de trois 
nombres entiers. Ainsi les trois 
rapports des longueurs des 
segments qu'interceptent deux 
faces d’un cristal sur les axes 
d’un réseau cristallin sont 
entre eux dansun rapport de 
nombres entiers. C’est la loi 
des troncatures simples. 
Fig. 169 4. Pour indexer la direc- 
tion d’une rangée quelconque 
dans unréseau cristallin il suffit d'indiquer les différences de coordon- 
nées de deux nœuds identiqueset voisins de cetterangée. En général on 
place le premier nœud à l’origine des coordonnées (il suffit pour cela 
de faire passer par l'origine des coordonnées une droite parallèle 
à la rangée considérée). Les nombres entiers que l’on définit ainsi 
sont les indices des directions ; on les place entre crochets. Par exemple 
“ At de la direction de la diagonale spatiale d'un cube sont [111] 
ig. ). 


$ 134. Réseaux cristallins des éléments et des 
composés chimiques 


1. D'après la nature des particules constituant le réseau cristal- 
lin et la nature des forces d'interaction s'exerçant entre ces parti- 
cules on classe les cristaux en cristaux ioniques, atomiques, métalli- 
ques et moléculaires. Notons qu'il n’est pas toujours possible de tra- 
cer des frontières nettes entre ces différents types de cristaux, car cer- 
tains occupent des positions intermédiaires. 

Les réseaux cristallins des cristaux ioniques sont construits avec 
des ions de charges opposées: l'attraction coulombienne entre ces 
ions donne naissance à la liaison « ionique ». Dans un réseau ionique 
on ne peut définir aucun groupement isolé d’atomes liés les uns aux 
autres, i. e. des molécules. Tout Je cristal constitue une sorte de molé- 
cule géante. NaCI, CsCI, CaCI, sont des représentants typiques de 
cristaux ioniques. Les réseaux cristallins de CsCI et NaCI sont repré- 
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sentés sur les figures 169 et 170. Ce sont des réseaux cubiques, centré 
dans Le cas de CsCl et à faces centrées dans celui de NaCl. Les ions 
sodium et césium portent des charges positives et les ions chlore des 
charges négatives. Le réseau de CaF, est cubique à faces centrées dont 
la maille élémentaire comporte un ion calcium et deux ions fluor. 
Certains composés intermétalliques tels que AuZn, MgAg, CdAg, 
etc., forment des cristaux ioniques. 

À l'interaction électrostatique des ions du cristal correspond une 
certaine énergie potentielle. A l’état d'équilibre l'énergie potentielle 
du cristal doit être minimale. L’éner- 
gie potentielle de l'interaction  élec- 
trostatique d'ions de même signe est 
toujours positive. Si on remplace une 
partie de ces ions par des ions de signe 
opposé, l'énergie potentielle diminue. 
Il s'ensuit que Les faces du cristal ne 
peuvent être constituées de plans réticu- 
laires ne contenant que des ions de même 
signe. Par exemple, les plans (100) 
(010) et (001) des cristaux de CsCl sont 
constitués d'ions de même signe (fig. 
169). Ces plans ne peuvent donc être 
des faces d’un cristal de CsCl. C'est 
pour cette raison que les cristaux de 
CsCl ne cristallisent jamais en forme 
de cubes. Dans le cas de NaCI ces mê- Fig. 170 
mes plans sont constitués d'ions de si- 
gnes opposés et ce composé forme des cristaux de forme cubique. 

Les cristaur atomiques sont formés d’atomes liés les uns aux au- 
tres par des liaisons covalentes ou homopolaires. C’est le même type de 
liaison que celui qui assure la formation de molécules à partir d'’ato- 
mes identiques, par exemple H,, O;, etc. La liaison homopolaire ré- 
sulte naturellement d'interactions électrostatiques entre les électrons 
et les noyaux atomiques. On ne peut cependant expliquer la formation 
des molécules par un raisonnement classique, i.e. en se fondant sur 
la mécanique de Newton. Une explication exhaustive de la liaison 
homopolaire comme de tous les autres phénomènes atomiques ne 
devint possible que depuis l'instauration de la théorie quantique. 

Les réseaux des cristaux métalliques sont constitués par des ions 
chargés positivement entre lesquels se meuvent les électrons dits 
« libres ». Dans un métal ces électrons sont « collectivisés » et sont 
assimilés à un « gaz électronique ». Les métaux ne se rencontrent que 
rarement à l’état de cristaux uniques ou monocristaux. Le plus sou- 
vent ils existent à l’état de polycristaux qui sont des agrégats de 
très petits monocristaux de toutes les orientations. L'examen au 
microscope révèle facilement la structure polycristalline des métaux. 
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Les cristaux moléculaires sont composés de molécules liées les 
unes aux autres par les forces de Van der Waals, i. e. par les forces 
d'interaction de dipôles électriques moléculaires. Un exemple en est 
la naphtaline. Les gaz CO,, O,, N, solidifiés forment des cristaux mo- 
léculaires. 

2. Dans certains corps solides coexistent plusieurs types de liai- 
ons. C’est le cas du graphite (fig. 171). C'est le seul élément chimique 


qui cristallise dans le système hexagonal. Le réseau du graphite est 
constitué d’une succession de couches planes parallèles dans lesquel- 
les les atomes de carbone sont répartis aux sommets d'hexagones 
réguliers. La distance entre les couches voisines est 2,3 fois plus 
grande que la distance entre les atomes voisins d’une même couche. 
Les couches planes sont liées les unes aux autres par les forces de 
Van der Waals. Dans les couches chaque atome de carbone assure 
sa liaison homopolaire avec les atomes voisins à l’aide de trois élec- 
trons de valence. Le quatrième électron de valence est libre. Ces élec- 
trons libres sont « collectivisés » à l’intérieur de chaque couche. Aïnsi 
on trouve dans le réseau de graphite trois types de liaisons : homopo- 
laire et métallique dans chacune des couches et de Van der Waals 
entre les couches voisines. Ce sont ces particularités des liaisons qui 
déterminent la mollesse du graphite mise à profit dans les crayons. 
Si on soumet un cristal de graphite à une compression, les couches 
glissent les unes par rapport aux autres. 

Le réseau cristallin du diamant, qui est la deuxième variété cris- 
talline du carbone, est très différent de celui du graphite. Il est cons- 
titué par deux réseaux cubiques à faces centrées imbriqués l’un dans 
l’autre et déplacés l’un par rapport à l’autre d’une distance égale au 
quart de la longueur de la diagonale du cube (ce déplacement est 
orienté suivant [1111). Comme les nœuds des deux réseaux sont occu- 
pés par des atomes de carbone (fig. 172), chaque atome de carbone 
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se trouve entouré de quatre autres atomes de carbone équidistants 
du premier et occupant les sommets d'un tétraèdre régulier. À la dif- 
férence du graphite le réseau du diamant ne comporte aucune couche 
plane et on ne peut faire glisser une partie du cristal par rapport à 
l’ensemble. Le diamant est plus résistant et plus dur que le graphite. 

3. On connaît 20 éléments chimiques environ qui cristallisent en 
formant des réseaux cubiques à faces centrées (Ag, Au, Cu, Al, etc.). 
15 éléments environ (Li, Na, K, etc.) forment des cristaux à réseaux 
cubiques centrés. Mais on ne connaît aucun élément cristallisant avec 
un réseau cubique simple. 


Quelle est donc la raison de ce que les éléments chimiques for- 
ment des réseaux cubiques centrés et à faces centrées et répugnent 
à cristalliser avec un réseau cubique simple ? Pour répondre à cette 
question il faut tenir compte du minimum d'énergie potentielle as- 
surant la stabilité de l'édifice cristallin. Considérons le modèle de 
billes parfaitement rigides entre lesquelles s'exerce une force d’attrac- 
tion. L'énergie potentielle sera minimale lorsque l’empilement des 
billes sera aussi compact que possible. La condition nécessaire (mais 
non suffisante) est que les billes soient en contact les unes avec les 
autres. Voyons quel est le réseau cubique où l'empilement des billes 
est le plus compact. Nous supposerons que toutes les billes sont 
identiques. Dans le réseau cubique simple les centres de toutes les 
billes se trouvent aux sommets du cube. Chaque maille élémentaire 
ne comporte qu’une seule bille, Comme les billes se touchent, le para- 
mètre de réseau a est égal au diamètre d d’une bille. Le volume de la 
bille est V; — n4°/6 = 0,52aÿ. Empilons maintenant les billes de 
façon qu'une bille se trouve au centre de chaque cube. Les points 
de contact des billes se trouvent maintenant sur la diagonale du cube 
dont la longueur est égale à 24. Cette même longueur vaut aV/3, de 
sorte que 24 — aV 3. Chaque maille élémentaire comporte deux bil- 
les dont le volume total est égal à V, — nd#/3 — nV 3a%/8 — 
= 0,68a. Empilons les billes de façon qu'on trouve les centres des 
billes aux centres de toutes les faces du cube. La maille élémentaire 


contient alors quatre billes dont le volume total est V, = V2xa°/6 — 
— 0,74a8. Nous voyons que dans le premier cas les billes occupent 
92 % du volume du réseau, dans le second cas elles en occupent 68 % 
et dans le troisième cas 74 %. On en conclut que l’empilement le 
plus dense correspond au réseau à faces centrées. 

4. D'une façon générale de toutes les structures envisageables, 
c'est le réseau cubique à faces centrées qui possède l’empilement 
le plus dense de billes. On le démontre en procédant de la façon 
suivante. Disposons d’abord une couche de billes sur une surface pla- 
ne, comme indiqué sur la figure 173. Il est clair que dans ce plan l’em- 
pilement obtenu est le plus dense. Pour faciliter les raisonnements 
ultérieurs, commençons par projeter les centres des billes sur le plan 
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sur lequel elles reposent. Désignons ces projections par des cercles 
blancs (fig. 174). En projetant sur le même plan les centres des inter- 
stice entre les billes, on obtient deux systèmes de points indiqués 
sur la figure 174 par des points 
noirs et par des croix. Convenons 
de désigner par couche À toute cou- 
che d’empilement maximal si les 
centres de ses billes se trouvent au- 
dessus des cercles blancs, par cou- 
che B les empilements denses des 
billes dont les centres se trouvent 
au-dessus des cercles noirs et par 
couche C les couches dont les billes 
Fig. 173 surplombent . les croix. Avec ces 

à notations il est facile d'expliquer 
comment s'obtient l’empilement le plus dense. Plaçons par-dessus 
la première couche (4) une deuxième couche aussi dense dont les bil- 
les reposent dans les interstices de la première couche. On peut le 


Fig. 174 


faire de deux façons différentes: la deuxième couche peut être soit 
une couche B, soit une couche C. Plaçons une troisième couche d’em- 
pilement dense au-dessus de la deuxième; cette troisième couche 
peut également être du type B, soit du type €, etc. Il est clair qu’on 
obtient ainsi une structure d’empilement dense que l’on dénote par 
ABCBAC ..., formule où deux couches de même symbole ne peuvent 
se suivre. De toute la multitude des combinaisons possibles, on ne 
considère en cristallographie que deux empilements seulement : 
1) ABCABC ... (structure cubique à faces centrées) (fig. 175, a) et 
2) ABABAB. .. (structure hexagonale dense) (fig. 175, b). 
Calculons quelle partie de l’espace revient aux billes dans la 
première de ces structures. En supposant les billes identiques, cons- 
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truisons toutes les couches sous forme des losanges que l’on empile 
de façon à obtenir un rhomboèdre d'angle égal à 60°. Si n est le nom- 
bre de billes le long d’une arête du rhomboëdre, ce dernier renferme 
N = nà billes dont le volume total est v — ndn°/6 — nl3/6. L étant 


Fig. 175 


la longueur de l’arête du rhomboèdre. Le volume du rhomboëdre est 
V = B/V2. Ainsi v — nV/(3 V2) — 0,74V; les billes occupent 
donc 74 % du volume du rhomboèdre. Le résultat est correct puisque 
le procédé d’empilement utilisé conduit à un réseau cubique à faces 
centrées. 


$ 135. Défauts dans les cristaux 


1. Dans les réseaux cristallins réels on observe des écarts à la 
répartition idéale des atomes dans les réseaux, que nous avons igno- 
rés jusqu'ici. Tous ces écarts sont appelés défauts du réseau cristallin. 
On les subdivise en défauts macroscopiques et microscopiques. Parmi 
les défauts macroscopiques on trouve les pores, les fissures, les inclu- 
sions macroscopiques de substances étrangères, etc. Les défauts micros- 
copiques les plus simples sont les défauts dits ponctuels. Ce sont: 
1) manque d’atome dans un nœud du réseau (ce sont les lacunes, 
fig. 176, a); 2) remplacement d’un atome du réseau par un atome 
« étranger » (fig. 176, b); 3) insertion d’un atome de même espèce 
ou d'espèce différente entre les nœuds du réseau (atomes interstitiels, 
fig. 176, c). Les lacunes et les atomes interstitiels peuvent apparaître 
dans un réseau cristallin à la suite d’une fluctuation thermique ; aussi 
les appelle-t-on défauts en équilibre thermodynamique avec le réseau. 
Ces fluctuations sont aussi inévitables que le mouvement brownien 
ou toute autre fluctuation. Lorsqu'on élève la température d’un cris- 
tal les concentrations des lacunes et d’atomes interstitiels croissent 
suivant une loi exponentielle. 
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L'énergie des défauts ponctuels est beaucoup plus grande que 
celle des vibrations thermiques du réseau. Par exemple dans un 
cristal de cuivre l'énergie d’une lacune Æ1 & 1 eV, celle d’un atome 
en position interstitielle Æ; & 3 eV tandis que l’énergie des vibra- 
tions thermiques AT n'est que de 0,12 eV même à proximité de la 
température de fusion (1084,5 °C). Par suite la concentration d'équi- 


—— 
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à 
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Fig. 176 


libre des défauts ponctuels est généralement petite. Ainsi dans le 
cuivre à proximité de son point de fusion les concentrations d’équi- 
libre des lacunes et des atomes interstitiels évaluées à l'aide de la 
formule de Boltzmann sont respectivement égales à 
a exp +) 10", c;æexp ( — ++) = 10714, 

Dans les cristaux ayant subi une trempe, une irradiation par neu- 
trons, etc., la concentration des défauts ponctuels est notablement. 
plus grande que la concentration d'équilibre. Cette « solution sursa- 
turée » de lacunes ou d’atomes interstitiels peut « précipiter » avec 
formation de dislocations. 

2. Les dislocations sont des défauts linéaires propres aux réseaux 
cristallins et dont la présence perturbe la succession régulière des 
plans atomiques. A la différence des défauts ponctuels perturbant 
l'ordre à courte distance, les dislocations perturbent l'ordre à grande 
distance et déforment l'édifice cristallin tout entier. C'est pour cela 
que les dislocations exercent une grande influence sur les propriétés 
mécaniques des corps solides. 

On distingue deux types principaux de dislocations : les disloca- 
tions-coin et les dislocations-vis. La première illustrée par la figu- 
re 177 consiste en l'existence d’un demi-plan réticulaire inséré entre 
deux plans atomiques. La droite marquant l'arrêt des demi-plans et 
perpendiculaire au plan de la figure (où elle est indiquée par le sym- 
bole 1) constitue la ligne de dislocation. Le deuxième plan atomi- 
que excédentaire se trouve au-dessus de la ligne de dislocation. Une 
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dislocation-coin qui apparaît à la suite d’un défaut de croissance du 
cristal peut s'étendre à des dizaines et à des centaines de distances 
interatomiques. 

On peut se représenter une dislocation-vis en imaginant qu’on 
coupe partiellement plusieurs plans réticulaires parallèles successifs 
suivant une demi-droite et qu'on déplace ensuite les parties entamées 
à l'encontre l’une de l’autre d’une distance égale à la période de ré- 
seau et parallèlement au bord du plan de coupe. L'alignement des 


points où s'arrête la coupe dans chaque plan constitue la ligne de 
dislocation-vis (représentée en pointillé sur la figure 178). En pré- 
sence d’une dislocation-vis les plans réticulaires du réseau se trans- 
forment en des surfaces hélicoïdales. 

Pour caractériser les types de dislocations on utilise la méthode de 
Burgers. On appelle contour de Burgers le contour formé par les vec- 
teurs de translation fondamentaux du réseau orientés de façon que 
dans un cristal parfait ce contour soit fermé. Dans un cristal impar- 
fait le contour de Burgers entourant une ligne de dislocation ne sau- 
rait être fermé. Le vecteur qu’il faut ajouter pour relier le point ini- 
tial du contour avec le point final est le vecteur de Burgers. La figure 


—> 
178 montre La construction du vecteur de Burgers EF pour une dislo- 
cation-vis. Dans le cas d'une dislocation-coin le vecteur de Burgers est 
perpendiculaire à la ligne de dislocation et dans celui d'une dislocation- 
vis il lui est parallèle. 
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On arrive à observer les dislocations et leurs mouvements au mi- 
croscope électronique. Une autre méthode d'observation fait appel à 
une attaque chimique. Là où les dislocations affleurent la surface du 
cristal sa dissolution est plus rapide. Ainsi apparaissent des puits 
d'attaque qui révèlent les dislocations. 


Fig. 178 


On caractérise le nombre de dislocations présentes dans un cristal 
en mesurant leur densité. La densité de dislocation est le nombre de 
lignes de dislocation interceptant l'unité de surface du cristal. Dans 
de bons cristaux la densité de dislocations est comprise entre 10? et 
105 cm-?et dans les cristaux écrouis elle peut atteindre 10 à 
102 cm-?. 

3. Les défauts du réseau cristallin exercent une grande influence 
sur les propriétés physiques des cristaux (mécaniques, magnétiques, 
électriques, etc.). Considérons, par exemple, la déformation d’un 
cristal soumis à des contraintes tangentielles. Supposons d’abord 
que le cristal est parfait, dénué de tout défaut et que la contrainte 
tangentielle + est appliquée parallèlement à l'un de ses plans réticu- 
laires (fig. 179). Sous l’action de la contrainte appliquée la couche 
atomique CD se déplace d’une distance x par rapport à la couche 48. 
L'énergie potentielle U (x) du réseau est une fonction périodique du 
déplacement x de période a égale au paramètre du réseau suivant la 
direction du déplacement. Elle est minimale pour x = 0, a, 2a, ... 
et maximale pour x = a/2, 8a/2, 5a!/2,... Les minimums de U (x} 
définissent des positions d'équilibre stables et les maximums les posi- 
tions d'équilibre instables. En supposant que la courbe U — U (x) 
ne présente aucun autre minimum ou maximum et que æ< a/2, 
après suppression de la contrainte le réseau revient dans sa position 
d'équilibre initiale, ce qui correspond à une déformation élastique. 
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Mais si x dépasse le maximum x = a/2, le réseau passera spontané- 
ment dans la plus proche position d'équilibre stable x — a. Si la con- 
trainte x dure les points du réseau passeront de proche en proche dans 
les positions d'équilibre stables x — 2a, x = 3a, etc. La déformation 
est donc plastique. Ainsi le maximum de déplacement pour lequel 
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la déformation est encore élastique est x — a/2. La contrainte cor- 
respondante est la limite d'élasticité ou la limite de fluage du cristal. 
Pour évaluer la limite d’élasticité 1. Frenkel supposa que la fonction 
périodique U (x) est sinusoïdale : 


U(a)=Uo(1— cos À), 


Si on pose que l'aire de la face AB est égale à l'unité, la contrainte 
appliquée sera 


dU  2nUy .. 21 
T=—-—= ———— Sin ——, 
dx a a 
Le maximum 2xU,/a représente alors la limite d'élasticité Tt.. Ainsi 
.. 2nx 
T= Te Sin : 


Re 
Pour x petit T = 7 et d'autre part t — Gy où G est le module 


et y l’angle de cisaillement. Comme y = x/b, b étant la distance in- 
terréticulaire, on tire de ces deux expressions 


Te Tr (135.1) 
Dans le cas particulier des cristaux cubiques (a — b) 
=. (135.2) 


En portant dans cette formule les valeurs expérimentales des 
modules de cisaillement on trouve que la limite d'’élasticité des maté- 
riaux les plus utilisés (métaux et autres) est comprise entre 1000 et 
10 000 N/mm?°. Ces valeurs sont environ de deux ordres plus grandes 
que les valeurs observées. Ce désaccord entre théorie et expérience 
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tient à ce que la théorie ne tient pas compte des défauts toujours pré- 
sents dans les matériaux réels. Comme le mode d'action des défauts 
est différent suivant leur nature, nous nous contenterons d’un exem- 
ple très simplifié. Considérons un défaut idéalisé rappelant la disloca- 
tion-coin. Supposons que le cristal comporte un plan réticulaire ren- 
fermant plus d’atomes que les plans parallèles adjacents (fig. 180). 
Supposons que nr atomes d’un plan se répartissent sur la même lon- 
gueur que 7» + 1 atomes du plan voisin (disposition rappelant un 
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Fig. 180 


vernier). Utilisons le calcul de Frenkel maïs en remplaçant la période 
a par une période plus grande na — (nr + 1) a’; la limite d'élasticité 
s’en trouve diminuée de n fois. 

4. Une situation analogue se retrouve dans l'évaluation de la 
limite de rupture des cristaux. Les évaluations théoriques condui- 
sent à des valeurs qui se situent dans l'intervalle de {000 à 
10 000 N/mm°. L'expérience donne des valeurs 100 à 1000 fois plus 
petites. Ce désaccord tient aussi à ce qu’en théorie on néglige les 
défauts des cristaux réels. La résistance mécanique des cristaux est 
particulièrement affectée par les fissures microscopiques se trouvant à 
leur surface et dans leur masse. À proximité des fissures la répartition 
des contraintes cesse d'être uniforme. Les contraintes sont maximales 
près des bords des fissures et y sont beaucoup plus grandes que la 
valeur moyenne de la contrainte appliquée au cristal. Dès que ces 
contraintes maximales atteignent la valeur théorique de la résistan- 
ce, les fissures s'élargissent et conduisent à la rupture du cristal. 
A. F. Ioffé (1880-1960) démontra par des expériences directes que 
par immersion des cristaux de NaCI dans l’eau, on faisait passer sa 
résistance à la rupture de 5 N/mm?à 1600 N/mm? — valeur proche 
de la résistance théorique. 11 expliqua ce résultat en supposant qu'il 
se produisait dans l'eau une dissolution de la couche superficielle 
du cristal qui éliminait les microfissures et d’autres défauts. 

On connaît d’autres causes d'une diminution de la résistance à 
la rupture des cristaux. Ainsi P. A. Rebinder (1898-1972) montra 
que la résistance mécanique des matériaux dépend de la présence à 
leur surface de substances tensio-actives qui diminuent l'énergie super- 
ficielle des cristaux. On pourrait supposer que les particules des!subs- 
tances adsorbées à la surface en pénétrant dans les microfissures les 
creusent, Ce qui provoque une diminution de la résistance mécani- 
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que. L'air contient toujours de l’humidité et les substances les plus 
diverses qui sont adsorbées par la surface des corps solides. Chaque 
fois que l’on évacue l’air et ses impuretés il se produit une désorption 
et la résistance à la rupture du corps augmente. 

L'influence exercée par les défauts sur la résistance mécanique 
des matériaux se manifeste nettement lorsqu'on considère le facteur 
dimensionnel; on entend par ce terme la dépendance de la résistance 
à la rupture moyenne d'une éprouvette d’un matériau donné avec 
ses dimensions. Pour des éprouvettes de dimensions usuelles (plu- 
sieurs centimètres et plus), cette dépendance ne se manifeste prati- 
quement pas. Mais elle devient évidente dès qu'on étudie des fils 
fins. Aussi la résistance à la rupture de fils de verre de diamètres de 
22, 16, 12,5, 8 et 2,5 um est égale respectivement à 220, 1000, 1400, 
2000 et 5500 N/mm°. Ainsi lorsque le diamètre d’un fil de verre pas- 
se de 22 à 2,5 pm la résistance à la rupture augmente de 25 fois envi- 
ron. Cela tient à ce que la probabilité de trouver un « défaut dange- 
reux » (par exemple une fissure) conduisant à la rupture de l’éprouvet- 
te diminue avec le diamètre du fil. 

La résistance mécanique des matériaux augmente si on prévient 
la formation de fissures ou si on prend des mesures pour s'opposer 
à leur propagation à l’intérieur des corps. On arrive à obtenir des 
matériaux hautement résistants en utilisant deux procédés opposés. 
Le premier procédé consiste à fabriquer des cristaux dénués de dé- 
fauts (cristaux filiformes-whiskers) et donc dénués de contraintes 
internes qui sont à l'origine des fissures. L’autre procédé consiste 
au contraire à déformer aussi fort que possible la structure régulière 
du cristal afin de bloquer la propagation de la fissuration et des dé- 
formations plastiques. En pratique la fabrication de matériaux ultra- 
résistants ne fait appel qu’au second de ces procédés (alliage des maté- 
riaux, écrouissage, trempe, etc.). 
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